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Zadania z ¢wicze«

Zadanie 1.

Sprawd¹, »e podana funkcja x = x(t) jest rozwi¡zaniem danego
równania ró»niczkowego:
a) x+

√
1 + x2 = t; tx′ =

√
1 + x2;

b) ex = 2txet; x′t(x− 1) = (1 + t)x;
c) tg(x/2) = et

2
; x′ = 2t sinx;

d) x sinx+ cosx− t cos t+ sin t = 1; xx′ cosx = −t sin t.
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Zadanie 2.

Znajd¹ równanie ró»niczkowe (mo»liwie niskiego rz¦du), którego roz-
wi¡zaniem jest zadana rodzina funkcji:
a) x = eCt, C ∈ R;
b) t2 + Cx2 = 2x, C ∈ R;
c) (t− C1)2 + C2x2 = 1, C1, C2 ∈ R.
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Zadanie 3.

Wyznacz rozwi¡zanie równania speªniaj¡ce podany warunek pocz¡t-
kowy:
a) x′ = t−1

x , x(1) =
√
2;

b) x′ = xet
1+et , x(0) = 2.
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Praca domowa

Zadanie 4.

Wyznacz rozwi¡zanie równania speªniaj¡ce podany warunek pocz¡t-
kowy:
a) x′ = x

t+
√
tx
, x(4) = 1;

b) x′ = x lnx
sin t , x(π/2) = e.
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Zadanie 5.

Oblicz ∫ ∞
0
e−t

2−9/t2 dt.

Wskazówka. Mo»na skorzysta¢ z faktu:
∫ ∞
0
e−t

2
dt =

√
π/2.
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Zadanie 6.

Znajd¹ caªk¦ ogóln¡ równania ró»niczkowego:
a) x′ = x

t + tg
x
t ;

b) x′ = t−x+1
t−x ;

c) tx′ = x+
√
x2 − t2.
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Zadanie 7.

Stosuj¡c metod¦ uzmiennienia staªej znajd¹ caªk¦ ogóln¡ równania
ró»niczkowego:
a) x′ = t3+x

t ;
b) x′ − x ctg t = 2t sin t;
c) x′ = 1

t sinx+2 sin 2x .
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Zadanie 8.

Stosuj¡c metod¦ przewidywa« znajd¹ caªk¦ szczególn¡ równania
speªniaj¡c¡ podany warunek pocz¡tkowy:
a) x′ − 2x = −t2, x(0) = 1/4;
b) x′ = a sin t+ bx, x(0) = 1.
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Zadanie 9.

Znajd¹ caªk¦ ogóln¡ równania ró»niczkowego:
a) x′ = 2tx

3t2−x2 ;

b) tx′ = x2

t + x;
c) (t+ x)x′ = x;
d) tx′ = t cos xt + x.
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Zadanie 10.

Stosuj¡c metod¦ uzmiennienia staªej znajd¹ caªk¦ ogóln¡ równania
ró»niczkowego:
a) x′ + 2x = 5 cos t;
b) x′ − 3tx = 2t

2;
c) x′ + 1

cos tx = cos t;
d) x′ + 1

t−2x = 3t.
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Zadanie 11.

Stosuj¡c metod¦ przewidywa« znajd¹ caªk¦ szczególn¡ równania
speªniaj¡c¡ podany warunek pocz¡tkowy:
a) x′ + x = cos t, x(0) = 1/2;
b) x′ − 2x = et − t, x(1) = 0;
c) x′ − bx = eat, x(0) = 1a , gdzie a 6= 0;
d) x′ − 2x = 6(cos(2t)− sin(2t))e4t, x(0) = 3.
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Zadanie 12.

Znajd¹ caªk¦ ogóln¡ równania

x(4) + x′′′ − 2x′′ = t,

znaj¡c cztery caªki szczególne równania x(4) + x′′′ − 2x′′ = 0:

x1(t) = 1, x2(t) = t, x3(t) = et, x4(t) = e−2t.
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Zadanie 13.

Znajd¹ caªk¦ ogóln¡ równania jednorodnego

x′′′ − 3
t
x′′ +

6
t2
x′ − 6

t3
x = 0,

znaj¡c jedn¡ caªk¦ szczególn¡:

x1(t) = t.
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Zadanie 14.

Znajd¹ caªk¦ ogóln¡ równania jednorodnego

x(5) + 4x(4) + 2x′′′ − 20x′′ + 13x′ = 0.
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Zadanie 15.

Znajd¹ caªk¦ ogóln¡ równania niejednorodnego

x′′ + 16x = 8 cosωt

w zale»no±ci od warto±ci ω.
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Zadanie 16.

Przedyskutuj istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« zagadnienia

x′ =

√
t2 + 4x− t
2

, x(2) = −1.
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Zadanie 17.

Znajd¹ caªk¦ ogóln¡ równania

x′′′ + x′′ = 1,

znaj¡c trzy caªki szczególne równania x′′′ + x′′ = 0:

x1(t) = 1, x2(t) = t, x3(t) = e−t,
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Zadanie 18.

Znajd¹ caªk¦ ogóln¡ równania jednorodnego

t2x′′ − tx′ + x = 0,

znaj¡c jedn¡ caªk¦ szczególn¡:

x1(t) = t.
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Zadanie 19.

Przedyskutuj istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« zagadnienia
a) x′ = −x2, x(0) = −1;
b) x′ = t |x|, x(1) = 0;
c) x′ = x1/3 + t, x(1) = 0;
d) x′ = 2xt , x(t0) = x0.
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Zadanie 16 (jeszcze raz).

Przedyskutuj istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« zagadnienia

x′ =

√
t2 + 4x− t
2

, x(2) = −1.
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Zadanie 20.

Znajd¹ caªk¦ ogóln¡ ukªadu równa«

x′ =

(
4 2
3 3

)
x.
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Zadanie 21.

Dany jest model drapie»nik�o�ara:

x′ = ax− bxy, y′ = −cy + dxy,

gdzie a, b, c, d  0 s¡ danymi parametrami. Znajd¹ punkty krytyczne
i zbadaj ich stabilno±¢.
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Zadanie 22.

Znajd¹ caªk¦ ogóln¡ ukªadu równa«

x′ = Ax,

gdzie

a) A =

(
3 0
5 −4

)
;

b) A =

(
2 −4
1 2

)
;

c) A =

(
4 2
3 3

)
;

d) A =

(
2 0
5 2

)
;

e) A =

(
0 5
−1 −2

)
;

f) A =

(
3 2
0 3

)
.
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Zadanie 23.

Wiemy, »e caªka ogólna ukªadu równa«

x′ = Ax,

ma posta¢ x(t) = U(t) ·C, C ∈ Rm. Wiemy równie», »e rozwi¡za-
niem zagadnienia pocz¡tkowego

x′ = Ax, x(0) = x0,

jest funkcja x(t) = eAt · x0.
Jak, maj¡c ukªad fundamentalny U(t), wyznaczy¢ macierz eAt?
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Zadanie 24.

Wyznacz macierz eAt dla macierzy A z Zadania 22, tzn.

a) A =

(
3 0
5 −4

)
;

b) A =

(
2 −4
1 2

)
;

c) A =

(
4 2
3 3

)
;

d) A =

(
2 0
5 2

)
;

e) A =

(
0 5
−1 −2

)
;

f) A =

(
3 2
0 3

)
.
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Zadanie 25.

Dany jest model konkurencji gatunków :

x′ = ax− bxy, y′ = ky − dxy,

gdzie a, b, d, k  0 s¡ danymi parametrami. Znajd¹ punkty krytyczne
i zbadaj ich stabilno±¢.
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Zadanie 26.

Rozwi« w trygonometryczny szereg Fouriera funkcj¦

f(x) =

{
0, dla − π < x < 0,

x, dla 0 ¬ x < π.
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Zadanie 27.

Rozwi« w trygonometryczny szereg Fouriera funkcj¦

f(x) = sinαx, −π < x < π,

gdzie α 6∈ Z.
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Zadanie 28.

Rozwi« w szereg Fouriera funkcj¦

f(x) =

{
0, dla 0 ¬ x < α lub π − α < x ¬ π,
1, dla α < x < π − α,

gdzie α ∈ (0, π2 ).
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Zadanie 29.

Rozwi« w wykªadniczy szereg Fouriera funkcj¦

f(x) = x, −1 < x < 1.
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Zadanie 30.

Rozwi« w trygonometryczny szereg Fouriera funkcj¦

f(x) = sin2 x− cos 3x, −π < x < π.

Nast¦pnie podaj warto±ci caªek

2
π

∫ π

0
f(x) cos 8x dx,

2
π

∫ π

0
f(x) sin 8x dx.
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Zadanie 31.

Rozwi« w trygonometryczny szereg Fouriera funkcj¦

f(x) =

{
cosx, dla |x| ¬ π

3 ,
1
2 , dla π

3 < |x| ¬ π.
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Zadanie 32.

Rozwi« funkcj¦

f(x) = 1− x, 0 < x < 1,

w szereg Fouriera sinusów i w szereg Fouriera cosinusów.
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Zadanie 33.

Rozwi« w szereg Fouriera funkcj¦

f(x) =


x
α , dla 0 ¬ x < α,

1, dla α ¬ x < π − α,
π−x
α , dla π − α ¬ x ¬ π,

gdzie α ∈ (0, π).
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Zadanie 34.

Rozwi« w wykªadniczy szereg Fouriera funkcj¦
a) f(x) = |x| , −π < x < π;

b) f(x) =

{
0, dla − π < x < α lub β < x < π,

1, dla α < x < β,

gdzie −π < α < β < π.
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Oznaczenie:

1(t) =


1, dla t > 0,
1
2 , dla t = 0,

0, dla t < 0.

Zadanie 35.

Wyznacz widmo amplitudowe i fazowe funkcji

f(t) = t · (1(t− 1)− 1(t+ 1)).
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Zadanie 36.

Wyka», »e je»eli funkcje f , g, gdzie g(t) = −itf(t), s¡ caªkowalne,
to

ĝ(ω) = f̂ ′(ω).
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Zadanie 37.

Wyka», »e transformata Fouriera funkcji

f(t) = exp

(
− t2

2σ2

)

jest równa

f̂(ω) =
√
2πσ2 exp

(
−σ
2ω2

2

)
.
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Zadanie 38.

Wyznacz widmo amplitudowe i fazowe funkcji

f(t) = (|t| − 2) · (1(t− 2)− 1(t+ 2)).
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Zadanie 39.

Udowodnij nast¦puj¡ce wªasno±ci transformaty Fouriera:
1 przesuni¦cie czasowe,

2 przesuni¦cie cz¦stotliwo±ciowe,
3 skalowanie.

Nast¦pnie, korzystaj¡c z wªasno±ci 2, udowodnij wªasno±¢ modulacji.
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Zadanie 40.

Wyka», »e je»eli g(t) = f(t), to

ĝ(ω) = f̂(−ω),

gdzie z oznacza liczb¦ sprz¦»on¡ do z. Wyci¡gnij z tego wniosek, »e
je»eli funkcja f ma warto±ci rzeczywiste, to

f̂(−ω) = f̂(ω).
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Zadanie 41.

Udowodnij, »e dla funkcji f i g bezwzgl¦dnie caªkowalnych zachodzi
tzw. równo±¢ Parsevala:∫ +∞

−∞
f̂(x)g(x) dx =

∫ +∞
−∞

f(x)ĝ(x) dx.

Nast¦pnie poka», »e dla funkcji f caªkowalnych z kwadratem zacho-
dzi tzw. równo±¢ Plancherela:∫ +∞

−∞
|f(x)|2 dx = 1

2π

∫ +∞
−∞

∣∣∣f̂(ω)∣∣∣2 dω.
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Zadanie 42.

Oblicz caªk¦ ∫ +∞
−∞

sin2 x
x2
dx.
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Splotem funkcji f i g nazywamy funkcj¦

(f ∗ g)(x) =
∫ +∞
−∞

f(y)g(x− y) dy.

Splot jest dobrze okre±lony dla funkcji f i g bezwzgl¦dnie caªkowal-
nych i dla takich funkcji jest te» bezwzgl¦dnie caªkowalny.

Zadanie 43.

Udowodnij, »e dla funkcji f i g bezwzgl¦dnie caªkowalnych zachodzi

f̂ ∗ g(ω) = f̂(ω) · ĝ(ω).
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Zadanie 44.

Niech

h(t) =


1, dla |t| < 1,
1
2 , dla |t| = 1,
0, dla |t| > 1.

Oblicz splot h ∗ h, a nast¦pnie oblicz transformat¦ Fouriera funkcji

f(t) = (|t| − 2) · (1(t− 2)− 1(t+ 2))

(czyli powtórz Zadanie 38 korzystaj¡c z twierdzenia z Zadania 43).
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Zadanie 45.

Wyznacz transformat¦ Fouriera funkcji

f(x) = e−α|x|, α > 0,

a nast¦pnie oblicz caªk¦ ∫ +∞
−∞

dω
(1 + ω2)2

.
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Zadanie 46.

Oblicz splot funkcji f i g, gdzie

f(t) = e−t · 1(t), g(t) = e−2t · 1(t),

dwiema metodami:
a) bezpo±rednio z de�nicji,
b) korzystaj¡c z twierdzenia z Zadania 43.
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