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Zadania z éwiczen

Zadanie 1.

Sprawdz, ze podana funkcja = x(t) jest rozwigzaniem danego
réwnania rézniczkowego:

z+V1+x2 =t tr' =1+ x2;
e” = 2tzel; dt(x—1)=(1+t)z;
tg(z/2) = et’; 2 = 2tsinz;

rsinx +cosx —tcost +sint = 1;

e e ee

xx' cosz = —tsint.
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Znajdz réwnanie rézniczkowe (mozliwie niskiego rzedu), ktérego roz-
wigzaniem jest zadana rodzina funkgji:

@ z=¢% CeR;
@ t?’+Cz2=2z, CeR;

Q (t — 01)2 <+ 023,‘2 =1, Cq,Cs € R.

«0O> «Fr «=>r < > P NEd



z(1) = V2;
Q 1+;, z(0) = 2.

Wyznacz rozwigzanie réwnania spetniajace podany warunek poczat-
kowy:
Q
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Wyznacz rozwigzanie réwnania spetniajace podany warunek poczat-
kowy:

Q $,= m, $(4) =1;

Q@ 2=

rlnx

et x(m/2) =e.
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Oblicz

o
/ e~ =9/8 4.
0

o0
Wskazowka. Mozna skorzystaé z faktu: / e’ dt = V2.
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Znajdz catke ogdlng réwnania rézniczkowego:
I _ oz @,
Q r = t + tg t!
__ U=l
@ x - t x !
/

Q@ tr'=z+ Va2
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Stosujac metode uzmiennienia statej znajdz catke ogdlng réwnania
rézniczkowego:

/4w,
Q T = t 7

@ 2/ —xctgt=2tsint;

!/ _ 1
Q L= tsin x+2sin 2z
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Stosujac metode przewidywari znajdz catke szczegdlng réwnania
spetniajaca podany warunek poczatkowy:

Q 2 —2z=—12 z(0) =1/4;
@ 2/ =asint+ bz, z(0) = 1.
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Znajdz catke ogdlng réwnania rézniczkowego:
r . 2tx .

Q == 3t —mz 0

@ ta = % +

@ (t+a) =u;

Q@ tr' =tcosF + .
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Stosujac metode uzmiennienia statej znajdz catke ogdlng réwnania
rézniczkowego:

x' + 2z = 5cost;

x — %m = 2t2;

z + mx = cost;

x +mx:3t.

e e ee
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Zadanie 11.

Stosujac metode przewidywari znajdz catke szczegdlng réwnania
spetniajaca podany warunek poczatkowy:

' +x = cost, z(0) = 1/2;

' —2x=¢et—t z(1) =0;

¥ —bxr = e, 2(0) = é gdzie a # 0;

7' — 2z = 6(cos(2t) — sin(2t))e*, z(0) = 3.

e e ee
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Znajdz catke ogdlng réwnania

:L'(4) 42" —9g" = t,

znajac cztery catki szczegélne réwnania 2 + 2/ — 22" = 0:
.T!l(t) = 1,

it
v
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Znajdz catke ogdlng réwnania jednorodnego

ua
w p—

6

7 /
t e 0 0
znajac jedna catke szczegdlna:

bl

x1(t) =t.
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Znajdz catke ogdlng réwnania jednorodnego

2O 4 42® 4 22" — 202" + 132’ = 0.
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Znajdz catke ogdlna réwnania niejednorodnego

" + 16z = 8 cos wt
w zaleznoséci od wartoéci w.

<O «Fr « = QA



«O0» «Fr «=» « Q>

/
€T

Przedyskutuj istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan zagadnienia

V2 +4dx —t

5 , z(2) = -1
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Znajdz catke ogdlng réwnania

w/// + xl/ — 1’
znajac trzy catki szczegélne réwnania " + 2" =0
l’l(t) = 1,

za(t) =t, a3(t) =e",
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Znajdz catke ogdlng réwnania jednorodnego

2" —ta' + =0,
znajac jedna catke szczegdlna:

l’l(t) =t.
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Przedyskutuj istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan zagadnienia
' = -2, z(0) = —1;

¥ =t|z], (1) =0;

' =34+t (1) = 0;

x' =2, z(ty) = wo.

e e ee
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Vi 44z —t
2

)

2(2) =

=1,

<O «Fr « = QA

Przedyskutuj istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan zagadnienia
/
5



Znajdz catke ogdlng uktadu réwnan

X/=

)

<O «Fr « = QA



Dany jest model drapieznik—ofiara:

z' = azx — bzy, = —

Yy = —cy + dzxy,
gdzie a,b,c,d > 0 sa danymi parametrami. Znajdz punkty krytyczne
i zbadaj ich stabilnos¢.
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Zadanie 22.

Znajdz catke ogdlng uktadu réwnan

gdzie

4 2\ (3 2
o A:<3 3)’ @ A_<O 3)'

Cwiczenia 7
0000
[e]e)
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Cwiczenia 1

Podstawy matematyki stosowanej...
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Zadanie 23.

Wiemy, ze catka ogélna uktadu réwnan

ma postac x(t)
niem zagadnienia poczatkowego

x' = Ax, x(0) = xo,

jest funkcja x(t) = e - xq.

Jak, majac ukfad fundamentalny U(t), wyznaczy¢ macierz eAt?

Cwiczenia 7
0000
[e]e)

U(t) - C, C € R™. Wiemy réwniez, ze rozwiaza-
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Zadanie 24.

Wyznacz macierz e dla macierzy A z Zadania 22, tzn.

3 0 2 0
e A:<5 —4)' e A:<5 2)'
2 —4 0 5
& A:<1 2)’ e A:<—1 —2)’
4 2\ (3 2
Q A—<3 3>, Q A_<O 3>.
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Dany jest model konkurencji gatunkdw:

z' = ax — bzy,

y' = ky — dzy,
gdzie a,b,d, k > 0 sa danymi parametrami. Znajdz punkty krytyczne
i zbadaj ich stabilnos¢.
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Rozwin w trygonometryczny szereg Fouriera funkcje

0, dla —7m<z<0,
o=

da0<z <.

«O0» «Fr «=» « Q>
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Rozwin w trygonometryczny szereg Fouriera funkcje
f(z) = sinax,

gdzie a & Z.

—T<z<m,

«O0» «Fr «=» « Q>
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Rozwin w szereg Fouriera funkcje

0, da0<z<alubr—a<z<m,
=

daa<z<m—a,
gdzie o € (0, 7).
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Rozwin w wyktadniczy szereg Fouriera funkcje

—1l<zxz<l.
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Rozwin w trygonometryczny szereg Fouriera funkcje

f(z) = sin® z — cos 3z,

—rT<xT<T.
Nastepnie podaj wartosci catek

2 [T 2 [T
—/ f(z) cos 8z du, —/ f(z)sin 8z dz.
™ Jo ™ J0o
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Rozwin w trygonometryczny szereg Fouriera funkcje

cosz, dla |z| < Z,
f(m)z{l | | 3

29

dla § <z <.
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Rozwin funkcje
flz)=1-z,

0<x<l,
w szereg Fouriera sinuséw i w szereg Fouriera cosinuséw.
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Rozwin w szereg Fouriera funkcje

T

o d|a0<x<a,
flz) =<1, daa<z<rm—a,
=t dlar—a<z<,

gdzie a € (0, ).
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Rozwin w wyktadniczy szereg Fouriera funkcje
Q flz)=lz|,

—nm<rT<T,
o f(x)={°’

da —m<z<alubfg<z<m,
1, daa<x<p,
gdzie -Tr<a< p <.
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Oznaczenie;

1, dlat>0,
1(t) =<3, dlat=0,
0, dlat<D0.

Wyznacz widmo amplitudowe i fazowe funkgji

f&)y=t-(1(t—1)—1(t+1)).

«O0>» «4F>» «=)» « =



«O0» «Fr «=» « Q>

Wykaz, ze jezeli funkcje f, g, gdzie g(t)
to

—itf(t), sa catkowalne

§w) = f'(w).
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Wykaz, ze transformata Fouriera funkgji
2
) =exp | ———
f(@) Pl =503
jest réwna

f(w) = Voro2exp <— s

oW
5 0
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Wyznacz widmo amplitudowe i fazowe funkgji

F@) = (|t = 2) - (1 - 2) = 1(t + 2)).

<O «Fr «=» « = = QA
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Zadanie 39.

Udowodnij nastepujace wtasnosci transformaty Fouriera:
© przesuniecie czasowe,

@ przesuniecie czestotliwosciowe,
© skalowanie.

Nastepnie, korzystajac z wtasnosci 2, udowodnij wiasnos¢ modulacji
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Zadanie 40.
Wykaz, ze jezeli g(t) = f(t), to

gdzie Z oznacza liczbe sprzezona do z. Wyciagnij z tego wniosek, ze
jezeli funkcja f ma wartosci rzeczywiste, to

A~

f(=w) = f(w).
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Zadania z éwiczen

Zadanie 41.

Udowodnij, ze dla funkcji f i g bezwzglednie catkowalnych zachodzi
tzw. réwno$¢ Parsevala:

[ iw@yae = [ @it a.

— 00 —00

Nastepnie pokaz, ze dla funkcji f catkowalnych z kwadratem zacho-
dzi tzw. réwnoé¢ Plancherela:

/_;OO (@) dz = 217r/_:o ;
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Zadania z éwiczen

Splotem funkgji f i g nazywamy funkcje

“+o00

(9@ = [ @9 y)dy.

—00

Cwiczenia 7
[e]e] e}
[e]e)

Splot jest dobrze okreslony dla funkeji f i g bezwzglednie catkowal-

nych i dla takich funkcji jest tez bezwzglednie catkowalny.

Zadanie 43.

Udowodnij, ze dla funkcji f i g bezwzglednie catkowalnych zachodzi

—

Frgw) = fw)-gw).

Podstawy matematyki stosowanej...
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Zadania z éwiczen
Zadanie 44.
Niech
1, dla |t| <1,
— 1 —
Aty =1, dia i =1,
0, dla [t >1.

Oblicz splot h = h, a nastepnie oblicz transformate Fouriera funkgji
f@)=(tl-2)- 1@ -2) - 1(t+2))

(czyli powt6rz Zadanie 38 korzystajac z twierdzenia z Zadania 43).
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Wyznacz transformate Fouriera funkgji

f(z) = eo,

a >0,
a nastepnie oblicz catke

/+oo dw

o (1+w?)?

«40>» «Fr» «=)>» « Q>
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Oblicz splot funkgji f i g, gdzie

f(t) = e_t . ]]-(t)’
dwiema metodami:

g(t) = e—2t : l(t)a

@ bezposrednio z definicji,

@ korzystajac z twierdzenia z Zadania 43.
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