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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 1 (Model spadajacego
obiektu).

Wyobrazmy sobie obiekt, ktéry spada pod
wptywem grawitacji w jakim$ osrodku
(np. w powietrzu, w wodzie, w oleju, itp.)
— chcemy przeanalizowa¢ jego ruch.

Niech v(t) bedzie jego predkoscia w cza-
sie t. Grawitacja ciagnie obiekt w dét,
a opor osrodka spowalnia jego ruch. Eks-
peryment pokazuje, ze sita oporu jest pro-
porcjonalna do kwadratu szybkosci.
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 1 (Model spadajacego
obiektu).
Wprowadzmy odpowiednie oznaczenia:
@ m — masa obiektu,
@ g — przyspieszenie grawitacyjne,
@ « — stata proporcjonalnosci oporu.

Przyjmiemy ukfad wspétrzednych, w kté-
rym ruch w dét jest ruchem w kierun-
ku dodatnim. Zakfadamy, ze poczatko-
wa predkos¢ jest zerowa — obiekt zostat
upuszczony, a nie wyrzucony).
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 1 (Model spadajacego obiektu).

Woéwczas, z praw dynamiki Newtona:

d
mSy = mg — a|v|v, v(0) = 0.

dt

Otrzymalismy réwnanie, w ktérym niewiadoma jest funkcja predkosci
— réwnanie rézniczkowe.

Metodami badania tego typu réwnan zajmiemy sie za chwile.
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 2 (Problem poscigu).
Przyjrzyjmy sie zagadnieniu, w ktérym
nalezy wyznaczy¢ trajektorie obiektu,
ktéry probuje przechwyci¢ inny porusza-
jacy sie obiekt, np.

@ rakiety wystrzelonej w samolot,

@ statku, ktéry chce zadokowaé w sta-
cji kosmicznej.
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 2 (Problem poscigu).

Sprébujemy zbadaé nastepujacy problem: cztowiek skacze do kanatu
i ptynie w kierunku ustalonego punktu po przeciwnej stronie kanatu.

———————
- ~~
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 2 (Problem poscigu).
Przyjmijmy nastepujace zatozenia:

o cztowiek ptynie ze stata szybkoscia v i jest zawsze skierowany
w strone celu,

@ woda porusza sie ze stata szybkoscia s,
@ kanat ma szerokos¢ w,

@ punkt startowy ma wspétrzedne (w,0), a cel znajduje sie w po-
czatku uktadu wspétrzednych.

Poszukujemy trajektorii t — (z(t), y(t)).

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 2 (Problem poscigu).

Zauwazmy, ze sktadowe predkosci cztowieka mozemy zapisa¢ jako
z'(t) = —vcos a(t), y'(t) = s —vsina(t),

gdzie « jest katem miedzy osig Ox, a promieniem wodzacym poru-
szajacego sie cztowieka.

Sprébujmy zapisac trajektorie jako funkcje = — y(x) (tzn. niezaleznag
od czasu). Zauwazmy, ze wdwczas

y(t) = y(z(t)) = y’(t)Z%(w(t))'ﬂf’(t)-
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 2 (Problem poscigu).
Stad

dy 9(t) s—wvsina(t) s 1
dr o) —veosa) B0 e

Zauwazmy jednak, ze tga = ¥, cosa = ——%2—, a zatem
Y] ga="? e
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 2 (Problem poscigu).

Otrzymalismy wobec tego réwnanie

d 2

Wov (Y,

dr = v x
w ktérym znéw niewiadoma jest funkcja — réwnanie rézniczkowe.
Mamy takze warunek poczatkowy — y(w) = 0.
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 3 (Rozwijany fancuch).

Wyobrazmy sobie jeszcze jeden problem, réwniez mechaniczny. Na
skraju pétki lezy L-metrowy fancuch, ktérego kazdy metr wazy p.
tancuch jest niemal zwiniety, jedynie /-metrowy kawatek zwisa swo-
bodnie z pétki.

Nagle tancuch zaczyna sie rozwija¢, a nas interesuje predkos¢ z jaka
ostatni kawatek fancucha opusci pétke.
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 3 (Rozwijany fancuch).

Dtugos¢ kawatka tancucha poza pétka i znajdujacego sie akurat w ru-
chu zmienia sie w czasie — oznaczmy przez x(t) te dtugos¢ w czasie
t, a przez m(t) mase tego kawatka.

Woéweczas, z drugiej zasady dynamiki Newtona dostaniemy

d

F==
dt

(m(t) - v(t)) = m(t) - v'(t) +m'(t) - v(t),

gdzie F' jest suma wszystkich sit zewnetrznych dziatajacych na tan-
cuch — w naszym przypadku F' = m(t) - g.
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 3 (Rozwijany fancuch).

Zauwazmy, ze

mt)=p-alt) = w(t)=p-2'(t) = p-v(d).

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, bardziej nas bedzie intere-
sowata zaleznos¢ poszukiwanej funkcji od potozenia, a nie od czasu,
tzn. v(x). Wéwczas

V(1) = Soa) = L) (1) = L) o).
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 3 (Rozwijany fancuch).

Wstawiajac te zaleznosci do wyjsciowego réwnania otrzymamy

m(t) V' (t) + m'(t) - v(t) = m(t) - g

= px-vv—}—pv-v:px-g
dx
d
s D4l 9oy
dx =z w

Wiemy dodatkowo (z warunkéw problemu), ze v(¢) = 0.

W dalszej czesci pokazemy jak to zagadnienie rozwigzac.
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Nie tylko proste przyktady

Przyktad 4, 5, ....

Réwnania rézniczkowe mozna znalez¢ nie tylko w prostych przykta-
dach z fizyki:

@ modele epidemiologiczne i populacyjne,

modele kardiologiczne: nasycenie krwi/miesni tlenem,
modele neurologiczne: rozchodzenie sie sygnatéw nerwowych,
modele dynamiki ptynéw (cieczy/gazéw),

zagadnienia optymalizacyjne,

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Ogoélne definicje

Definicja 1.

Réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym (ang. ordinary differential
equation) nazywamy réwnanie

F(t,x,x’,x",...,x(”)> =0,

w ktorym niewiadoma jest funkcja ¢ — x(t) zmiennej ¢, i w ktérym
wystepuje pochodna tej funkgji.

Dlaczego zwyczajne? Dla odréznienia od réwnan rézniczkowych czast-
kowych.
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Ogoélne definicje

Definicja 2.

Réwnaniem rézniczkowym czastkowym (ang. partial differential
equation) nazywamy réwnanie

ou ou 0*u  H*u

) y Ay 781:17 781’”’856%78(17183327

:0’

w ktérym niewiadoma jest funkcja (z1,...,2zp) — u(xi,...,zy)
dwoch lub wiekszej liczby zmiennych, i w ktérym wystepuje pochodna
czastkowa tej funkgji.

Bedziemy zajmowa¢ sie wytacznie réwnaniami zwyczajnymi.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
[e]e]e] lelele]

Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Klasyfikacja réwnan rézniczkowych

Definicja 3.

Liczbe n € N nazywamy rzedem réwnania rézniczkowego, jezeli
wystepuje w tym réwnaniu pochodna rzedu n funkcji niewiadome;j,
a nie wystepuje pochodna rzedu wyzszego niz n.

Roéwnania pierwszego, drugiego i czwartego rzedu:

¥ =x+t, w”:l—i—xz, 22" = 2@,

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Klasyfikacja réwnan rézniczkowych

Uwaga.
Najczesciej bedziemy mieli zajmowali sie réwnaniami w postaci
n
d'x :f(t x,x',x", ... x(”*l)).
dtn b ) b b )

Réwnanie n-tego rzedu w tej postaci mozna wéwczas tatwo sprowa-
dzi¢ do uktadu réwnan pierwszego rzedu:

x(1) X0
x'(t) x(t
X(t) = : e R™™ ax _ ;
x(n¥2)(t) dt x(1=1) (p)
x<7l71)(t) f(t,x,x/,x”,u.,x("fl))
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego

Definicja 4.

Catka szczegdlng (rozwigzaniem, rozwiazaniem szczegdlnym)
réwnania rézniczkowego

F (t,x,x’,x”, . ,x(”)) =0

na przedziale I = (a,b) nazywamy kazda funkcje ¢ — x(t), ktéra
spetnia to réwnanie w kazdym punkcie przedziatu I.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
[e]e]e]e] Tele]

Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego

Uwaga (notacja).
Poszukiwane rozwigzania ¢ — x(t) moga by¢
o skalarne: z: R — R, wéwczas bedziemy pisa¢

F(t,x, o', 2", ... ,x(”)) =0,

e wektorowe: x: R — R™, wéwczas bedziemy mieli do czynienia
z uktadami réwnan.

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego

Przyktad 6.

Zauwazmy, ze funkcja x(t) = cos(2t) jest rozwigzaniem réwnania
2"(t) +4z(t) =0

w catym R. Podobnie funkcja z(t) = sin(2¢). Mozna pokaza¢, ze
kazda funkcja

l’(t) =4 sin(Qt) + Cy COS(Qt), C1,Cy €R,

jest rozwigzaniem szczegdlnym powyzszego réwnania.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Warunki poczatkowe

Definicja 5.

Zagadnieniem Cauchy’ego dla réwnania rézniczkowego rzedu n
nazywamy nastepujace zagadnienie:

znalezé rozwigzanie szczegélne danego réwnania, ktore spetnia
warunki poczatkowe

X(to) = X0, X/(to) = X1, cey X(n_l) (to) = Xnpn—1,

gdzie liczby tg, X9, X1, ..., Xn—1 S3 dane.
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Warunki poczatkowe

Przyktad 6 (ciag dalszy).

Chcac ze zbioru rozwigzan
.%'(t) =4 sin(2t) + Cy COS(2t), C1,Cy €R,

rownania x”(t) + 4z(t) = 0 wyznaczy¢ catke szczegélna spetniajaca
warunki z(tg) = xo, 2'(tg) = x1 musimy rozwigza¢ uktad dwoéch
réwnan:

C1cos(2ty) + Casin(2ty) = xo,
—2C1 sin(2tg) 4+ 2C5 cos(2ty) = x1.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Warunki poczatkowe

Przyktad 6 (ciag dalszy).

Uktad ten ma doktadnie jedno rozwiazanie:

Cl == (2560 COS(2t0) — X1 Sin(2t0)) s

— Do =

Cy = 3 (20 sin(2t) + 21 cos(2tp)) .

W tym przypadku jest to réwniez jedyne rozwigzanie podanego za-
gadnienia Cauchy’ego.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Warunki poczatkowe

Przyktad 7.

Rozwazmy nastepujace zagadnienie Cauchy'ego:
7' (t) = 3¢/22(t), z(0) = 0.

Zauwazmy, ze rozwigzaniem tego zagadnienia jest funkcja z(t) = t3.
Nie jest to jednak jedyne rozwiazanie: jest nim tez funkcja x(t) = 0.

Zagadnieniem jednoznacznosci rozwigzah zajmiemy sie pozniej.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Rozwigzanie ogdlne

Definicja 6.

Catka ogdlna (rozwigzaniem ogdlnym) réwnania rézniczkowego
F (t,x,x',x", . ,x(”)) =0
nazywamy nieskoniczona rodzine rozwiazan zalezna od n parametréw,

taka ze dla dowolnego warunku poczatkowego, dla ktérego istnieje
rozwiazanie, istnieje rozwiazanie z tej rodziny.

Uwaga.

Nie musi to by¢ rodzina wszystkich rozwigzan.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Rozwigzanie ogdlne

Przyktad 7 (ciag dalszy).

Wr6émy do réwnania

o' (t) = 3¢/22(t).
Mozna pokazaé, ze catka ogdlnag tego réwnania jest rodzina funkcji

z(t)=(t+C)*  CeR.

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Modelowanie za pomoca réwnah rézniczkowych — podstawowe pojecia

Rozwigzanie ogdlne

Przyktad 7 (ciag dalszy).

Zauwazmy, ze réwniez kazda z funkgcji

t 3. t>—C,
£(t) = (t+C)3, C
0, t< —C,

jest rozwigzaniem szczegdlnym réwnania, ale nie nalezg one do wska-
zanej catki ogélne;.

Uwaga.

Istnieje nieskonczenie wiele rozwiazan spetniajacych z(0) =0

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Zanim przejdziemy do ogélnej teorii rozwigzan réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych, warto wspomnieé¢ o metodach rozwigzywania kil-
ku szczegélnych typéw réwnan.

Definicja 7.

Réwnanie rézniczkowe, ktére daje sie zapisaé w postaci

dx
&= (1) @)

dla pewnych funkgji f i g, nazywamy réwnaniem o zmiennych roz-
dzielonych (ang. separable).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Aby rozwiazac to réwnanie zat6zmy najpierw, ze g(x) # 0. Mozemy
woéwczas (formalnie) zapisa¢ to réwnanie w postaci rézniczkowe;:

1
ek F(t) dt.

Nastepnie probujemy odcatkowa¢ to réwnanie, tzn.

/g(lx)dx:/f(t)dHC, CeR,

gdzie zaréwno po lewej, jak i prawej stronie mamy jedna ustalona
funkcje pierwotna, ozn. G(x) i F(t).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Rozwiazujac réwnanie G(z) = F(t) + C wzgledem z (jesli sie da)
otrzymamy rozwigzanie réwnania rézniczkowego.

Nalezy jeszcze sprawdzi¢, czy istnieja takie liczby xq, ze g(zg) = 0.
Woéweczas funkcje state x(t) = xg réwniez s rozwigzaniami réwnania

dzx
& = 1) 9(a).

Rozwiazania te nazywamy osobliwymi.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Przyktad 8.

Rozwazmy réwnanie

d
d—f = 22(t) et

Jesli zatozymy, ze x # 0, to mozemy je zapisa¢ w postaci

1

5 dz = e tdt,
T

czyli mamy do czynienia z réwnaniem o zmiennych rozdzielonych.

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Przyktad 8.
Odcatkowujac to réwnanie otrzymamy

1 L, 1 .,

[mde=[etat = ————ctic CeRr

x x

Wobec tego kazda funkcja
() = — CeR
e t—C’

jest rozwigzaniem tego réwnania. Jest to rozwigzanie ogélne.

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Przyktad 8.

Zauwazmy, ze réwniez funkcja x(t) = 0 jest rozwigzaniem réwnania
d
= =),

nie jest jednak zawarta w rozwigzaniu ogélnym.

Podstawy matematyki stosowane;j...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
000000

Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Przyktad 9.

Analogicznie postepujemy z réwnaniem
22 (t) = 14 z(t).

Zaktadajac, ze x # —1 oraz t # 0 dostajemy

1 1 |
de= [ =dt = Infl+tz]=—-+0C, CecR
/1+x$ /t2 nfl+eol=—3+C Ce

Otrzymalismy wiec rozwigzania zadane w postaci niejawne;j.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
000000

Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Przyktad 9.

Mozemy jednak rozwiazanie przeksztatci¢ do postaci
|1 +$| _ eC . efl/t _ ‘Befl/t7

gdzie B = e% jest pewna dodatnig stata.

Da sie wyeliminowaé takze warto$¢ bezwzgledna zapisujac
l+x==+Be /= Ae_l/t,

gdzie A = £B jest pewna niezerowg stata.

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
000000

Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Przyktad 9.

Otrzymalismy sie rozwiazanie ogdlne
o(t) = —14+ A7Vt A0,

Zauwazmy jednak, ze funkcja z(t) = —1 (ktéra wyeliminowalismy
na poczatku) réwniez jest rozwigzaniem réwnania.

Mozemy je (w przeciwienstwie do rozwigzania osobliwego w Przykta-
dzie 8) uwzgledni¢ w catce ogdlnej:

z(t) = =1+ Ae” V1, AeR.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
000000

Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Mozna powyzsze rozwazania sformalizowa¢.

Twierdzenie 1.

Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale (a,b) oraz funkcja g jest
ciagta i ograniczona na przedziale (¢, d), to catka ogdlna réwnania

dz
& = (1) g(x)

jest postaci G(x(t)) = F(t) + C, C € R, gdzie G i F s3 pewnymi
ustalonymi funkcjami pierwotnymi funkgji é i f.

Ponadto dla wszystkich ¢ty € (a,b) i 29 € (c,d) istnieje doktadnie
jedna catka szczegélna spetniajaca warunek poczatkowy x(ty) = xo.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Model spadajacego obiektu

Przyktad 1 (ciag dalszy).

Wréemy do przyktadu ze swobodnie spadajacym ciatem. Powiedzie-
lismy juz, ze zagadnienie opisujace ruch jest postaci

d
md—: =mg— al|v|v, v(0) = 0.

Ruch odbywa si¢ w jednym kierunku (w d6t) — réwnanie jest skalarne:

gdzie g jest wartoscia przyspieszenia grawitacyjnego.

Podstawy matematyki stosowane;j...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
[o] Je]ele]e]e]

Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Model spadajacego obiektu

Przyktad 1 (ciag dalszy).

Zauwazmy, ze mozemy to réwnanie zapisa¢ jako

dv «
_ 1)2

a9

i jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych. Stad

b wea = ,/marcth(,/o‘v):HC,
g — (a/m)v? ag mg

gdzie C' € R. Z warunku v(0) = 0 dostaniemy od razu, ze C' = 0.

Podstawy matematyki stosowane;j...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Model spadajacego obiektu

Przyktad 1 (ciag dalszy).

Mozemy z tego wzoru wyznaczy¢ v:

v(t) = \/?tgh (\/ft) .

. . _ et—eT® _ e?®_]
Zauwazmy, ze tghz = G0 = 7y, 2 wobec tego

lim v(t) = lim @tgh <“ozgt> =,/
t—oo t—o0 « m «

i jest to graniczna predkos¢, jaka moze osiggna¢ spadajacy obiekt.

Podstawy matematyki stosowane;j...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania jednorodne

Do réwnan o zmiennych rozdzielonych daje sie sprowadzi¢ réwniez
inne klasy réwnan.

Definicja 8.

Roéwnanie rézniczkowe, ktére daje sie zapisa¢ w postaci

' (7)

dla pewnej funkcji f (takiej, ze f(y) # y), nazywamy réwnaniem
jednorodnym (ang. homogeneous).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania jednorodne

Woprowadzmy pomocnicza funkcje u(t) = 1z

= ;z(t). Wéwczas oczywi-
scie z(t) =t - u(t) oraz

Wobec tego
Fd () fu) = fw) = - ) -
= 9

czyli otrzymujemy réwnanie o zmiennych rozdzielonych.

Podstawy matematyki stosowane;j...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania jednorodne

Przyktad 10.

Przyjrzyjmy sie réwnaniu

dj_t+x
et

Zauwazmy, ze HTQC = 1+ %, wiec podstawiajac © = tu dostajemy

f(u) =14 u # u, a stad

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania jednorodne

Przyktad 10.

Odcatkowujac powyzsze réwnanie dostaniemy
uw(t) =Int|+C, CeR,

a wracajac do wtasciwych funkcji otrzymujemy catke ogélna réwnania
w postaci

z(t)=th|t|+Ct, CeR.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Problem poscigu

Przyktad 2 (ciag dalszy).

Wré¢my do problemu poscigu. Doprowadzilismy zagadnienie znale-
zienia trajektorii cztowieka ptynacego w poprzek rzeki do postaci

Zauwazmy, ze jest to réwnanie jednorodne. Wprowadzamy wobec
tego nowa funkcje x - u = y i wéwczas

r v (z) + u(r) = u(x) — S 1+ u?(x).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Problem poscigu

Przyktad 2 (ciag dalszy).

Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych i

1 d S 1d
—Fdau = —dx,
V1 + u? vox

co po odcatkowaniu daje
Infu+ V1402 = —%1n]w| +C, CEeR.

Aby pozby¢ sie modutéw (i logarytméw), przeprowadzamy rozumo-
wanie jak w Przyktadzie 9.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Problem poscigu

Przyktad 2 (ciag dalszy).

Wéwczas
utV1ituz=Kz ", KEeR.

Z warunku poczatkowego mamy u(w) = % = 0, co prowadzi do
K = w?*/". Stad

—s/v
\/1+u2:(i> —u.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Problem poscigu

Przyktad 2 (ciag dalszy).

Po podniesieniu réwnosci do kwadratu otrzymamy

—2s/v —s/v
1+u2:(x> —2u<$> +u2,
w w

a stad

Podstawy matematyki stosowane;j...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Problem poscigu

Przyktad 2 (ciag dalszy).

Wracajac do oryginalnej funkgji y dostaniemy
(l,)s/v B % <SL')S/U
w 2 \w
(:U) 1-s/v B <$> 1+s/v
w w ’

Widzimy, ze trajektoria zalezy zaréwno od szerokosci kanatu, szyb-
kosci ptywaka i szybkosci nurtu.

y(z) =

S

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Problem poscigu

ENCORTORE
! ~,
! _ / ~“\~
,—",/” ‘s~\
(07 ,,f”/’ a(t) Sy 70)

Podstawy matematyki stosowanej
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Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania liniowe

Na koniec tej czesci wspomnimy o niezwykle istotnej klasie réwnan
zwyczajnych pierwszego rzedu.
Definicja 9.

Réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu, ktére daje sie zapisa¢ w po-
staci

'(t) +p(t)z(t) = q(t)

dla pewnych funkcji p i g, nazywamy réwnaniem liniowym
(ang. linear).

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania liniowe

W pierwszej kolejnosci nalezy zaja¢ sie réwnaniem jednorodnym,
tzn. takim, dla ktérego ¢ = 0:

a'(t) = —p(t)a(t)
(mozna sprowadzi¢ je do réwnania jednorodnego w sensie Def. 7).
Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, zatem (dla  # 0)

da
Y

— _pt)dt = ln]x\:—/p(t)dt—l—C, CeR,

a po prawej stronie mamy ustalona funkcje pierwotng funkcji p.

Podstawy matematyki stosowane;j...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania liniowe

Podobnie jak w Przyktadzie 9 zapisujemy to jako

|| :ec-exp{—/p(t)dt} :B-exp{—/p(t)dt}, B >0,

a eliminujac warto$¢ bezwzgledna otrzymamy

x(t) = :l:B-exp{—/p(t)dt} = A-exp{—/p(t)dt},

gdzie A jest niezerowa stata. Jednak z = 0 réwniez jest rozwia-

zaniem, wiec catka ogdlna réwnania jednorodnego (CORJ) jest
ostatecznie

x(t) :C-exp{/p(t)dt}, CeR.

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania liniowe

Znajac rozwigzanie ogdélne réwnania jednorodnego, mozemy uzyskac
réwniez rozwigzanie réwnania niejednorodnego:

' (t) + p(t)x(t) = q(t).
Jednym ze sposobdw jest tzw. metoda uzmiennienia stafte;j.

Zastapmy we wzorze na CORJ stata C' nieznana funkcja C(t):

2(t) = C(t) - exp {— / (1) dt} .

Sprébujemy tak dobraé te funkcje, by powyzszy wzér przedstawiat
catke ogdlna réwnania niejednorodnego (CORN).

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania liniowe

Przypuscmy, ze taka funkcja C' istnieje. Wowczas
2t =0 exp{~ [pit)ar}
+e e |- [pe)dt}- (-p(0)
= ') exp {~ [p(t)dt] ~p(t) - a(t).

Zatem (poniewaz funkcja z(t) miata spetnia¢ réwnanie) mamy

C'(t)-exp |~ [ plt)dth = a'(t) + ple) - a(t) = a(t)

Podstawy matematyki stosowanej...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania liniowe

Nasze zadanie sprowadza sie zatem do znalezienia funkgcji C, ktéra
spetnia réwnos¢

czyli

O(t) = /q(t)-efp“)dt dt +Cy, Cj€R,

gdzie powyzsza catke nalezy rozumie¢ jako ustalong (cho¢ dowolng)
funkcje pierwotna.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania liniowe

Mamy zatem

l‘(t) — Cle—fp(t)dt + e_fp(t) dt /(](t) . efp(t)dt dt,
gdzie wszystkie catki sa ustalonymi (cho¢ dowolnie wybranymi) funk-
cjami pierwotnymi.

Zauwazmy, ze pierwszy wyraz jest (znaleziona wczesniej) catka ogél-
na réwnania jednorodnego. Z kolei drugi wyraz jest pewna catka
szczeg6lna réwnania niejednorodnego (CSRN).

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania liniowe

Mozna te rozwazania podsumowa¢ jednym twierdzeniem.

Twierdzenie 2.
CORN = CORJ + CSRN.

Inaczej: catka ogdlna réwnania niejednorodnego jest suma catki ogél-
nej réwnania jednorodnego i jakiejkolwiek catki szczegélnej réwna-
nia niejednorodnego.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania liniowe

Przyktad 11.

Znajdziemy catke ogdlna réwnania
2’ (t) — ctg(t) - x(t) = sin®t, t € (0,7).
Na poczatek zajmiemy sie CORJ, tzn. rozwigzemy réwnanie
2 (t) = ctg(t) - z(t).

Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania liniowe

Przyktad 11.

Wobec tego
d t
T = In|z/=lnsint|+ A4, AR
x sint

Powtarzajac wczesniejsze rozumowanie otrzymamy
z(t) = C -sint, C eR,

i jest to catka ogdlna réwnania jednorodnego.

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania liniowe

Przyktad 11.

Aby znalez¢ CSRN wykorzystamy metode uzmiennienia statej. Szu-
kamy funkcji postaci

z(t) = C(t)-sint = 2/(t)=C'(t)-sint + C(t) - cost,
a stad, po wstawieniu do réwnania, dostaniemy

C'(t) -sint + C(t) - cost — ctgt - C(t) - sint = sin® .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Réwnania liniowe

Przyktad 11.

Po uporzadkowaniu wyrazéw otrzymujemy

1, 1
C'(t) =sin’t = Ct) = 5t — ysin 2+ Cy

i ostatecznie funkcja

1 1
z(t) = Cysint + §tsint - §sin2tcost

jest CORN.

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Rozwijany tancuch

Przyktad 3 (ciag dalszy).

Na poczatku omawialiémy zagadnienie rozwijanego tancucha. Otrzy-
malismy zagadnienie

dv v g
—+--Z=0 0 =0.
dz = w ’ v(f)

Jest to szczegdlny przypadek tzw. réwnania Bernoulliego.

Mozna je sprowadzi¢ do réwnania liniowego wprowadzajac podsta-

wienie w = v2.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Rozwijany tancuch

Przyktad 3 (ciag dalszy).

Wéwczas
dw dv dv dv 1 dw
QW _ 5,80 _ g, 12 dv _ 1 14w
dz _ 'd dz  dz 2 dz’
a wobec tego
Lpmedw Lo g o W20 o)
2 dx =z dr =

Otrzymalismy zatem niejednorodne réwnanie liniowe.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Rozwijany tancuch

Przyktad 3 (ciag dalszy).
Najpierw wyznaczymy CORJ, czyli rozwigzemy réwnanie
! —
w'(z) = xw(x)

Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, wiec

d7w _ _2d:L‘

C
” - = w(x)—ﬁ, CeR

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Rozwijany tancuch

Przyktad 3 (ciag dalszy).

Pozostata nam do wyznaczenia CSRN, ktérg znajdziemy korzystajac
z metody uzmiennienia statej:

w(x) C;f) = w'(z)= C;(Zx) - QC;E;U).
Woéwczas
C'(x C(x 2 C(x

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Rozwijany tancuch

Przyktad 3 (ciag dalszy).

Po uporzadkowaniu mamy

2
C'(z) =292 = C(x)= gg:ﬁ?’ +Cy, CheR,

czyli CORN jest postaci

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Woprowadzenie
0000000

Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Rozwijany tancuch

Przyktad 3 (ciag dalszy).
Stata C; wyznaczymy z warunku w(¢) = v2(£) = 0, czyli

¢ 2 2
2 396 = C1 396

a stad ostatecznie

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Woprowadzenie
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Rozwijany tancuch

Przyktad 3 (ciag dalszy).

1)2(30):2% (a:—fi) :QQTJ: <1— (i)g))

Jest to funkcja opisujaca predkosé tancucha (w punkcie na skraju
potki) w zaleznosci od tego, jaka dtugos¢ tancucha juz sie zsuneta.

Interesuje nas predkos¢ tancucha, gdy w catosci sie zsunie:

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu — szczegélne przypadki

Inne typy réwnan?

In order to solve this differential equation you look at it till a solution
occurs to you.

(George Pélya)

Omowilismy jedynie podstawowe typy réwnan pierwszego rzedu.
Jest ich jednak duzo wiecej, znaczaca jest réwniez grupa réwnan,
ktérych nie da sie rozwiazaé za pomoca jawnych formut.

Duzo istotniejszym problemem jest wobec tego umiejetnos¢ oceny,
czy dane réwnanie w ogéle ma rozwiazanie, i czy jest ono jedno-
znaczne. Z taka wiedza mozna probowa¢ stosowaé algorytmy nu-
merycznego przyblizania rozwiazan.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
00000

Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Ale o co chodzi?

Mozna wskazaé przyktady zagadnien, ktére nie maja rozwiazan.

Przykfad 11.

Rozwazmy réwnanie
(z'(1))* +3=0.

Od razu wida¢, ze to réwnanie nie moze mie¢ rozwigzan o wartosciach
rzeczywistych.

Daje sie tez wskaza¢ réwnania, ktére maja rozwiazania ogdlne, ale
nie maja rozwigzan szczegdlnych spetniajacych okreslone warunki.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Ale o co chodzi?

Przyktad 12.

Rozwazmy zagadnienie

Réwnanie rézniczkowe ma rozwigzanie ogélne (jest to réwnanie
o zmiennych rozdzielonych) x(t) = (t+C)?, jednak nie da sie dobra¢
tak wartosci C, by z(0) = —1.

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Ale o co chodzi?

Przyktad 12.

Wystarczy jednak zmodyfikowa¢ zagadnienie na

by miato nieskonczenie wiele rozwigzan:

t 2 t>-C,
x(t):{(+o)’ ¢ <o

0, t < —C,

Dodatkowo, funkcja z(t) = 0 réwniez jest rozwigzaniem.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Ale o co chodzi?

Przyktad 7 (ciag dalszy).

Taka samga sytuacje widzieliSmy juz w przypadku zagadnienia
o' (t) = 3¢/22(t), z(0) =0,
ktére réwniez miato nieskonczenie wiele rozwigzan:

t 3. t>—C,
x(t):{( +O)% “ o<o

0, t < —C,

oraz rozwigzanie zerowe.

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Ale o co chodzi?

W przypadku niektérych réwnan (np. liniowych) rozwiazanie istniato
dla dowolnych warunkéw poczatkowych i byto okreslone niemal wsze-
dzie. Ale nie zawsze tak sie da — co byto wida¢ we wczesniejszych
przyktadach.

Mozna jednak sformutowaé warunki, ktére zagwarantuja nam istnie-
nie rozwigzania (przynajmniej na jakims$ zbiorze). Otrzymamy tez
spos6b na szukanie tych rozwiazan.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Klasyczne twierdzenie

Twierdzenie 3 (Picarda-Lindelfa).

Niech Q. = [to—a; to+a] x B(x¢, b) C R1*™ dla pewnych a,b > 0.
Rozwazmy zagadnienie

x'(t) = f(t,x(t)), x(to) = Xo.

Zatézmy, ze f jest ciagta na 5, ozn. M = max x)cq, , [If(t, )],
oraz jest lipschitzowska wzgledem x na Q,, tzn.

EiL>0 v(t,xz),(t,xﬂeﬁa’b Hf(tv X2) - f(t7 Xl)” < HX2 - Xl” .

Woéwczas istnieje 0 < o < min{a, %, 1} taka, ze na [tg — o to + @
istnieje jednoznaczne rozwigzanie x powyzszego zagadnienia.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] lele]e]

Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Dowdd istnienia rozwigzania

Bedziemy chcieli skonstruowac¢ rozwigzanie tego zagadnienia.

Zauwazmy, ze réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci catkowej:

/tt x'(s)ds = tf(s,x(s))ds = x(t) =x0+ tf(s,x(s))ds,

0 to to

co wynika z Podstawowego Twierdzenia Rachunku Rézniczkowego.

Jest to baza naszej konstrukcji.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Dowdd istnienia rozwigzania

Zdefiniujmy ciag funkcji okreslonych na ¥, = [to — a, tp + a]:
t
Xn+1(t) =x0 + [ f(s,xp(s))ds, n >0, xo(t) = 0.

to

Aby ten cigg byt dobrze okreslony, to musi zachodzi¢

VneN ?61%1( Hxn+1<t) - XOH <b

oraz oczywiscie a < a.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Dowdd istnienia rozwigzania

Zauwazmy, ze

/tt f(s,x,(s))ds

max ||x,+1(t) — xp|| = max
Ya 0

te teXa

t
< f(s,xn d
mae [ £(s, xa(s))] ds

t

< ma a f d
< g | fé‘[to}ft]u (7, %, (7)) ds

<M«

i jesli a < %, to ciag jest dobrze okreslony.

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Dowdd istnienia rozwigzania

Kazda z funkgji

t

Xn-‘rl(t) =Xpt f(S, X’VZ(S)) ds, n>0, XO(t) =0,
to

jest wiec dobrze okreslona (i ciagta) na przedziale 3. Ciag ten na-
zywa sie iteracjami Picarda.

Naszym celem jest pokazanie, ze jest to ciag zbiezny (przynajmnie;
na jakims przedziale). Aby to wykazaé, sprawdzimy, ze jest to ciag

Cauchy’ego w przestrzeni funkgji jednostajnie ciagtych na przedziale
Yo ¥, 0zn. C(X,).

* jest to przestrzeri Banacha z norma maksimum, tzn. Iylle(zq) = maxtes, Iy @)l

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Dowdd istnienia rozwigzania

Zauwazmy, ze

t

t
1 = Xallegmy = mac| [ #sxu() ds = [ £s,x01(s)) ds
@ 0 0
t
< max/ 1£(s, %n(5)) — £(5, xn_1(5))|| ds
teXa to
t
< L- n - A&n— d
me [ () =001 (5] ds

t
. % . d
max |[xn(s) —xn—1(s)| - max ,

L
SL-a-|x,— Xnfl”C(Za) :

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Dowdd istnienia rozwigzania

Oznaczmy r = L - o, wéwczas
[ Xn”c(za) <7 lxn — Xn—1||c(za)
= xnst = Xalle < 7 1% = Xollegs, -

Jest to pierwszy krok w wykazaniu, ze ciag (x,) jest ciggiem Cau-
chy'ego.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Dowdd istnienia rozwigzania

Niech m € N, woéwczas

1% — Xn”c(za)
= HXTLer — Xp+(m-1) + Xn+(m—-1) — Xn+(m—2)

+... +Xp, — X +x —XH
no n+1 n+1 n C(Za)

< HX"J”” B X”“’”‘”HC(ZQ) * HX"J“(m_l) B X”“’”‘”Hc@@
Tt HX”” - X”“HC(EQ) + HX"H B X”HC(EQ)
< (r’”m’l foptme2 et g 7‘”) [x1 = Xolle(s,) -

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Dowdd istnienia rozwigzania

To wyrazenie mozna zwina¢ (ze wzoru na sume ciggu geometrycz-
nego):

[%n4m — Xnlle(s.)

< (r”*m*I 4opntm=2 ] r") %1 = %olle(n)

= (2t 1) [ - %ol
1 _ m

JEE 2

r
=T %1 — XO”C(EQ) :

Woéwczas, jesli 0 < o < 1/L, to 0 < r < 1 i otrzymamy, ze rozwa-
zany ciag jest ciagiem Cauchy’ego, a wiec jest zbiezny.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Dowdd istnienia rozwigzania

Oznaczmy granice naszego ciggu przez x = lim x,. Funkcja ta
n—oo
oczywiscie spetnia réwnosc¢
t
x(t) =xo+ [ f(s,x(s))ds

to

dla wszystkich t € 3. Pokazuje to, ze ta funkcja nie tylko jest ciagta,
ale takze rézniczkowalna we wnetrzu 3, a wiec jest rozwigzaniem
rozwazanego zagadnienia poczatkowego. U

Pozostata nam do wykazania jednoznaczno$¢ tego rozwiazania.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Dowdd jednoznacznosci rozwigzania

Rozumowanie w dowodzie jednoznacznosci bedzie podobne do wcze-
$niejszego.

Przypusémy, ze istniejg dwa rozwigzania rozwazanego zagadnienia,
oznaczmy je przez x i X. Oczywiscie oba spetniaja réwnos¢ catkowa:

x(t) = x0 + tf(s, x(s))ds, x(t) = x0 + t f(s,x(s))ds.

to to

Mozemy policzyé norme réznicy tych rozwiazan.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Dowdd jednoznacznosci rozwigzania

Rozumujac jak wczesniej:

/tt f(s,x(s))ds — /t f(s,%(s))ds

% = X[|¢(z,) = max

t€EX 0 to
t
< f(s, —f(s,x d
max | 1£(s,x(s)) — £(s,%(s))] ds
t
<L- — X d
max | [x(s) = x(s)[ ds

t
L - max ||x(s) — %x(s)|| - max [ ds
SEYq te€X to

VA

SL-a-x=x|¢m, -

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Dowdd jednoznacznosci rozwigzania

Poniewaz r =L -a < 1, to
Ix =X[lee,y <TlIx=Xlem,) = lIx=%lem,) =0

a stad natychmiast dostajemy, ze x = X, czyli rozwigzanie jest jed-
noznaczne. g

Konczy to dowdd Twierdzenia Picarda-Lindeléfa. Warto zauwazyé,
ze jego dowod daje metode konstrukcji rozwigzan. Nalezy jednak
zastanowic sie, czy jego zatozenia s3 istotne.

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 13.

Rozwazmy zagadnienie
2/ (t) =t +2%(t), z(1) = 1.

Nie jesteSmy w stanie znalezé jawnego wzoru na rozwiazanie, ale
mozemy sprawdzi¢, ze to rozwiazanie istnigje.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 13.

Rozwazmy dowolny zbiér ©, , = [1—a;14a] x [1 —b; 1+b]. Funkcja
f(t,z) = t + 22 jest ciagta na tym zbiorze oraz dla (t,z) € Qup
mamy

tx)=t+2% <24+a+2b+0%= M.
F(t @) = [t + 22|

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przykfad 13.
Ponadto dla (¢, z2), (t,21) € Q4 mamy
|f(t,22) — ft,x1)| = ’t ad -t xﬂ _ ‘x% B xﬂ

= |xa + x1| - |22 — 71
<(2+a+d):|zg— |

i niech L:=2+a-+0.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 13.

Wobec tego mozemy stwierdzi¢, ze istnieje jednoznaczne rozwiaza-
nie x rozwazanego zagadnienia na przedziale [1 — a;1 + af, gdzie
a < min{a

b 1 }
’ 2+a+2b+b%7 2+a+bJ-
Jednak mimo, ze funkcja f(t,x) = t + 22 jest ciagta i lipschitzowska
na kazdej kostce €2,;, to rozwigzanie nie jest okre$lone na catej
prostej.

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 13.

Rozwiazanie ,ucieka do nieskonczonosci” w skoniczonym czasie.

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 14.

Podobng sytuacje mozemy zaobserwowa¢ przy zagadnieniu

gdzie C' € R jest dowolna stata.

Tak jak wczesniej mozna wykaza¢, ze na dowolnej kostce €2, ;, spet-
nione s3 zatozenia Twierdzenia Picarda-Lindeléfa*, wiec istnieje jed-
noznaczne rozwiazanie tego zagadnienia.

* spefniona s3 zawsze, gdy pochodna czastkowa % jest ciagta na kostce Q,

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 14.

Tym razem mozemy nawet znalez¢ rozwiazanie tego problemu:

z(t) = —In (e_c - t) .
Zauwazmy jednak, ze jest ono dobrze okreslone tylko na przedziale

—o<t<e .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 14.

Nie istnieje tez przedziat, na ktérym rozwiazanie bytoby zdefiniowane
dla dowolnego warunku poczatkowego.

X

— c=o07 /

— C=06 15F /
c=05 /

—— C=04 /

— Cc=03 /

— Cc=02

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 15.
Spéjrzmy na to, co moze sie wydarzyé, gdy zatozenia Twierdzenia
Picarda-Lindel6fa nie beda spetnione.

Rozwazmy zagadnienie

Mozna pokaza¢ (klasyczne ¢wiczenie z Analizy 1), ze funkcja
f(t,x) = +/|x| nie jest lipschitzowska (wzgledem x) na zadnej kost-
ce, ktéra ma srodek w poczatku uktadu wspétrzednych.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 15.

Zatozenia Twierdzenia Picarda-Lindeldfa nie sa spetnione, wiec roz-
wiazanie (jesli w ogéle istnieje) nie musi by¢ jednoznaczne.

Istotnie, jedno z rozwiazan to z(t) = 0, inne to z(t) = 1¢2. Réwniez
funkcja

142
x(t) = 4t1’ t=>0,
—3t%, <0,

jest rozwigzaniem tego zagadnienia.

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 16.

Rozwazmy jeszcze nastepujace zagadnienie:

xl(t) = f(t7x)7 ‘T(O) =0,

gdzie

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 16.

Funkcja f jest ciagta (w szczegdlnosci w zerze), jednak biorac ciag

punktéw x,, = T | 0 = ﬁ otrzymamy, ze
~ . 1 - . 1
|f(tzn) = f(630)] ‘mn S .= — T, sma‘
=2(2n+1),

co pokazuje, ze nie jest lipschitzowska.
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 16.

Nie s3 wiec spetnione zatozenia Twierdzenia Picarda-Lindel6fa. Za-
uwazmy jednak, ze funkcja z(t) = 0 jest rozwigzaniem tego zagad-
nienia. Czy istniejg inne?

Przypusémy, ze istnieje inne, niezerowe rozwigzanie rozwazanego za-
gadnienia, oznaczmy je przez y. Niech (a,b) bedzie maksymalnym
przedziatem, na ktérym funkcja y jest niezerowa (tzn. dla t € (a,b)
mamy y(t) # 0, ale y(a) = y(b) = 0), zatézmy ze a # —cc.
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 16.

Rozwazmy funkcje u(t) = In|y(t)| i zauwazmy, ze

lim u(t) = lim, In|y(t)| = —o0,

t—at t—a

a wiec jest to funkcja nieograniczona. Z drugiej strony

'(t 1
u'(t) = vit) = sin —
y(t) y(t)
i limsup,_,,+ |[v/(t)| = 1, wiec jest to funkcja ograniczona — mamy
wiec sprzecznosc.

~—
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Zatozenia s3 istotne!

Przyktad 16.

Podsumowujac, zagadnienie nie spetnia zatozen Twierdzenia Picarda-
Lindelofa, ale istnieje jego jednoznaczne rozwiazanie.

Trzeba wiec pamieta¢, ze to twierdzenie nie daje warunku réwnowaz-
nego istnienia i jednoznacznosci rozwiazan zagadnien poczatkowych
dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych
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Twierdzenie Picarda-Lindel&fa

Kilka uwag na koniec

o W przeciwienstwie do réwnan liniowych, w przypadku réwnan
nieliniowych nie istnieje jeden ogdlny wzér na rozwigzanie.

@ Twierdzenie Picarda-Lindeldfa daje nam jednak metode kon-
strukcji takich rozwigzan.

@ Rozwiazania réwnan nieliniowych moga nie by¢ jednoznaczne
(jesli ,prawa strona” nie jest lipschitzowska).

e Twierdzenie Picarda-Lindeldfa jest zaledwie lokalne — nic nie
moéwi o maksymalnej dziedzinie rozwigzan.
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Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu n

WspomnieliSmy wczesniej, ze réwnania dowolnego rzedu mozna spro-
wadzi¢ do réwnan rzedu 1. Spéjrzmy jednak na te réwnania pod
innym katem, w szczegdlnosci na przykfadzie réwnan liniowych.

Definicja 10.

Réwnanie rézniczkowe
2™ () + P O™V @) + L+ pr()2 () + po(t)z(t) = q(b),

gdzie px, k =0,1,...,n—1, i q sa danymi funkcjami ciggtymi w pew-
nym przedziale (a,b), nazywamy réwnaniem liniowym rzedu n.

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[ Jele]le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu n

Rozwazania nalezy zaczaé od réwnan jednorodnych:
2™ (@) + P12V () 4+ pr(t)a! () + polt)a(t) = 0.
Warto w pierwszej kolejnosci uzasadni¢ nazwe liniowe.

Twierdzenie 4.

Jezeli funkcje 1, ..., z,, spetniaja powyzsze réwnanie, to spetnia je
w rozwazanym przedziale takze ich kombinacja liniowa, tzn.

z(t) = Z Crxr(t), Cr.eR k=1,...,m.
k=1

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[ Jele]le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu n

Skoro wystepuje pojecie kombinacji liniowej, to musi pojawic sie réw-
niez liniowa niezaleznosc.

Definicja 11.

Moéwimy, ze funkcje 1, ..., x,, sa liniowo niezalezne na przedziale
(a,b), jezeli rownos¢

Z Crar(t) =0
k=1

jest tozsamosciowo spetniona na tym przedziale wtedy i tylko wtedy,
gdy state Cy, k =1,...,m, sa jednoczesnie réwne zeru.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[ Jele]le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu n
(1) + paa (D2 (@) + 4 pr(0)a (8) + po(D)z(t) = 0.

Analogie idg dalej — zbiér rozwigzan jednorodnego réwnania liniowego
ma strukture przestrzeni liniowej, mozna wiec wyrézni¢ w nim baze.

Definicja 12.

Jezeli uktad m rozwiazan x4, . . ., x,, réwnania liniowego na przedzia-
le (a,b) jest baza przestrzeni rozwigzan, to nazywamy go uktadem
fundamentalnym (podstawowym) rozwiazan.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[ Jele]le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu n
(1) + paa (D2 (@) + 4 pr(0)a (8) + po(D)z(t) = 0.

Mozna pokazaé¢, ze uktad m rozwiazan jest uktadem podstawowym
rozwiazan réwnania liniowego rzedu n wtedy i tylko wtedy, gdy jest
liniowo niezalezny i m = n.

Sprawdzenie, czy ukfad jest liniowo niezalezny wprost z definicji moze
by¢ trudne. Znany jest jednak prosty warunek réwnowazny.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[ Jele]le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu n

2 (1) + ot (2D (E) + .+ pr (D2 () + po(D)a(t) = 0.

Twierdzenie 5.

Uktad n rozwiazan z1, ..., z, jednorodnego réwnania liniowego rze-
du n na przedziale (a, b) jest uktadem fundamentalnym wtedy i tylko
wtedy, gdy wronskian, tzn.

z1(t) za(t) @y (t)

@} (1) ah(t) .. a1
IY“.”(t) z;"‘ll)(t) z;”‘-”(t)

jest niezerowy dla kazdego t € (a,b).

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[ Jele]le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu n
(1) + paa (D2 (@) + 4 pr(0)a (8) + po(D)z(t) = 0.

Mozna pokaza¢, ze jesli wronskian jest niezerowy w jednym punkcie
to € (a,b), to jest juz niezerowy na catym przedziale (a,b).

Znalezienie uktadu fundamentalnego moze by¢ zadaniem trudnym.
Istnieje jednak metoda wyznaczania takiego ukfadu w przypadku gdy
funkcja po, ..., pn_1 s state. Wrécimy do tego za chwile.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[ Jele]le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu n

2 (1) + ot (2D (E) + .+ pr (D2 () + po(D)a(t) = 0.

Twierdzenie 6.
Jezeli uktad x1,..., z, stanowi uktad fundamentalny rozwiazan jed-
norodnego réwnania liniowego na przedziale (a,b), to

x(t):ZCkxk(t), CheR, k=1,...,n,
k=1

jest catka ogdlng réwnania na tym przedziale.

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020

Podstawy matematyki stosowane;j...



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e] lele}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania niejednorodne

Podobnie jak w przypadku réwnan pierwszego rzedu, znajac rozwia-
zanie ogdlne réwnania jednorodnego, mozemy uzyskaé¢ rozwigzanie
réwnania niejednorodnego:

2™ () + P (O™ V@) + .+ (D)2 (£) + po(t)z(t) = q(b).

Mozna w tym celu wykorzysta¢ poznang wcze$niej metode uzmien-
nienia statych, albo tzw. metode przewidywan*.

* wiecej szczegétéw na éwiczeniach

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e] lele}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania niejednorodne
Tak jak wczesniej, prawdziwe jest ogélne twierdzenie dotyczace roz-
wigzan réwnania niejednorodnego.

Twierdzenie 7.
CORN = CORJ + CSRN.

Jak juz powiedzielismy — znalezienie CORJ moze byé w ogdlnym
przypadku trudne.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Zajmijmy sie wyznaczeniem uktadu fundamentalnego (a wiec catki
ogolnej) réwnania jednorodnego

2™ () 4+ pp12™ V(@) + ..+ prad () + pox(t) = 0,

gdzie px, Kk =0,1,...,n — 1, s3 liczbami rzeczywistymi.

Ten szczegélny przypadek réwnania nazywamy réwnaniem linio-
wym o statych wspétczynnikach. Sprébujmy znalezé rozwigzanie
tego réwnania.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

W przypadku réwnania rzedu 1, tzn.
a'(t) + pox(t) =0,

rozwiazanie ogélne jest postaci z(t) = Ce P!, Sprébujmy wiec po-
szuka¢ rozwiazania réwnania rzedu n w postaci

z(t) = e,

gdzie A jest niewiadomga liczba.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Zauwazmy, ze
) =xeM, o, 2@ =AM, 2 (1) = Ane,
Po wstawieniu do réwnania otrzymamy
M (A” NIIPD o SIS +po) =0,

wiec aby réwnos¢ byta spetniona dla wszystkich ¢, A musi by¢ pier-
wiastkiem réwnania

)\n_i_pnil)\n—l —|—...—|—p1)\+p0 = 0.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Funkcja 2(t) = e jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego wtedy
i tylko wtedy, gdy A jest rozwigzaniem réwnania

)\"+pn_1)\"71+...+p1>\ +po=0

nazywanego réwnaniem charakterystycznym.

W przypadku, gdy réwnanie charakterystyczne ma n réznych rzeczy-
wistych pierwiastkéw, ozn. A1, ..., A, rozwigzanie ogélne réwnania
rézniczkowego jest postaci

x(t) = CreMt 4+ Cpe? + . 4 et

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Przyktad 18.

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe
W (t) — 52" (t) + 4a(t) = 0.

Jest to jednorodne réwnanie liniowe, ktérego réwnanie charaktery-
styczne jest postaci

M _B5X2+4=0.

Sprébujmy znalez¢é pierwiastki tego réwnania.

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Przyktad 18.

Zauwazmy, ze
Mo5A2 4=\ -1\ —4) =0,
wiec pierwiastkami tego réwnania s3
AM=1 X=-1 M=2 M\N=-2
Wobec tego rozwigzaniem ogélnym réwnania jest funkcja

x(t) = Cre' + Che™" + Cse?t + Oy,

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020

Podstawy matematyki stosowane;j...



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Réwnanie charakterystyczne nie musi jednak mie¢ n réznych pier-
wiastkéw rzeczywistych.

Zauwazmy, ze jesli A} € C jest pierwiastkiem réwnania (o wspétczyn-
nikach rzeczywistych), to Ao = A; € C réwniez jest pierwiastkiem
tego réwnania.

Okazuje sie, ze funkcje
Re e)‘lt, Im et

sa rozwigzaniami réwnania rézniczkowego, ktére wchodza w sktad
rozwiazania ogdlnego.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Przyktad 19.

Rozwazmy réwnanie
2" (t) + 32" (t) + 32/ (t) + 2x(t) = 0.

Tak jak wczesniej, widzimy, ze jest to jednorodne réwnanie liniowe,
a jego réwnanie charakterystyczne to

M43\ +30+2=0.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Przyktad 19.

Wéwczas

M43 430 +2=X N+ N2+ +222 422 +2
=M+ A+ DA +2),

wiec pierwiastkami réwnania charakterystycznego sa

1 1
Mo okiiY3 )\2——2—i\f

Az = —2.
92 ) ; 3

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Przyktad 19.
Ponadto

Mt — omt/2 . itV3/2 _ o—t/2 <cos (?t) +isin (?t)) ,

wiec rozwigzanie ogélne réwnania rézniczkowego ma postac

z(t) = C1e—t/2 CoS (?t) + CQG_t/2 sin (\ggt> I Cge_2t,

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Mamy jeszcze trzecig sytuacje — w réwnaniu moga wystapi¢ pier-
wiastki wielokrotne.

Jesli A; € R (lub A; € C) jest pierwiastkiem k-krotnym, to w sktad
rozwigzania ogélnego wejda funkcje

At te)\lt
)

e , tk—le)\lt

*

(i analogicznie dla pierwiastkéw zespolonych).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Przyktad 20.

Rozwazmy réwnanie
620 + 420) 4+ 262 + 112" — 252" — 202’ — 4z =0

(dla czytelnosci pomijamy zmienna niezalezna t).

Jest to oczywiscie jednorodne réwnanie liniowe, ktérego réwnanie
charakterystyczne ma postac

60+ 4X\> + 260 + 1103 — 2502 — 20\ —4 = 0.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Przyktad 20.

Przeprowadzajac odpowiednie obliczenia mozemy roztozyé¢ wielomian
wystepujacy w réwnaniu na czynniki:

(A — 20) (A + 2i) ()\+ ;)3@ 1) =0,

mamy wiec zaréwno pierwiastki zespolone (pojedyncze), pierwiastki
rzeczywiste pojedyncze i wielokrotne:

1
Al =2i, Ad=-2i, A3= —5 (potréjny), A=1.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]e] le}

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Réwnania o statych wspétczynnikach

Przyktad 20.
Otrzymujemy wiec rozwiagzanie ogdlne réwnania rézniczkowego po-
staci:

x(t) = Cq cos(2t) + Coysin(2t) + (C3 + Cyt + C’5t2)e_t/2 + Cﬁet.

Uwaga.

Nalezy zawsze pamietaé o tym, ze rozwigzanie ogélne réwnania li-
niowego n-tego rzedu jest kombinacja liniowa doktadnie n réznych
rozwigzan (stanowiagcych ukfad fundamentalny).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Istnienie i jednoznacznoéé rozwiazan
[e]ele] }

Réwnania liniowe wyzszych rzedéw

Czy koniecznie musimy zna¢ wzor?

Roéwnania liniowe stanowia bardzo wazng klase réwnan. Na ¢wicze-
niach i laboratorium zobaczymy, ze znajomos¢ konkretnego wzoru
na rozwiazanie umozliwi nam wyciagniecie ciekawych wnioskéw do-
tyczacych zachowania tych rozwigzan.

Czesto jednak wiedza o tym jakim wzorem zapisuje sie to rozwigzanie
nie jest potrzebna. Wystarczy wiedza o istnieniu i jednoznacznosci
rozwigzania, a takze tzw. analiza jakosciowa (czesto geometryczna)
prawej strony réwnania rézniczkowego.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[ Jelele]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnanie rézniczkowe, czy pole wektorowe?

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu (skalarne):

z' = f(ta :E)
i zastanéwmy sie co ono ozhacza z geometrycznego punktu

widzenia.

Prawa strona opisuje kierunek stycznej do wykresu funkcji x = x(t),
ktéra jest rozwigzaniem réwnania przechodzacym przez punkt (¢, z).

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[ Jelele]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnanie rézniczkowe, czy pole wektorowe?

- Przyktad 21.
Niech

f(t,z) = tx.

. Woéwczas, jesli wyznaczymy
rozwiazanie réwnania przecho-
ar dzace przez punkt (2,3), to
styczna do jego wykresu ma
w tym punkcie nachylenie
2'(2)=2-3=3.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[ Jelele]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnanie rézniczkowe, czy pole wektorowe?

- Przyktad 21.
Niech

f(t,x) = tx.

Woéwczas, jesli wyznaczymy
rozwiazanie réwnania przecho-
ar dzace przez punkt (2,3), to
styczna do jego wykresu ma
w tym punkcie nachylenie
2'(2)=2-3=3.

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[ Jelele]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnanie rézniczkowe, czy pole wektorowe?

/
1
i
!
!
'
'
’

N .
N e

N U

Przyktad 21.

Mozemy jednak spojrze¢ na
problem ,globalnie” i wy-
znaczyé  pole  wektorowe
(1, f(t,x)) w kazdym punkcie
ptaszczyzny — jest to tzw. pole
kierunkow.

Podstawy matematyki stosowane;j...
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[ Jelele]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnanie rézniczkowe, czy pole wektorowe?

Przyktad 21.

Pozwoli to nam na wyobraze-
nie sobie, jak beda zachowy-
waty sie rozwiazania przecho-
dzace przez konkretne punkty
- ptaszczyzny.
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[ Jelele]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnanie rézniczkowe, czy pole wektorowe?

- Przyktad 21.

Widzimy na przyktad, ze w za-

leznosci od znaku warunku po-

czatkowego z(0), rozwiazania

beda miaty zupetnie inny cha-
‘ rakter.

— rozwigzania dla z(0) = —0,05,
2(0) = 0 i 2(0) = 0,05.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnanie rézniczkowe, czy pole wektorowe?

Innga sytuacje mamy w przy-

Przyktad 22.
padku réwnania
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wiazania maja wtasnos¢
lim z(t) = 0.

Tutaj, niezaleznie od warunku
poczatkowego, wszystkie roz-
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[e] le]e]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnania autonomiczne
Na szczegélna uwage zastuguja tutaj réwnania, w ktérych prawa stro-
na nie zalezy bezposrednio od zmiennej niezaleznej.

Definicja 13.

Réwnanie rézniczkowe zwyczajne postaci

nazywamy réwnaniem autonomicznym.

Zajmijmy sie przez chwile przypadkiem skalarnym 2/ = f(z).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[e] le]e]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnania autonomiczne

Przyktad 23 i 24.

Rozwazmy dwa réwnania:
¥ =k(A-u1), 7 = kx(A - x),

gdzie k > 0i A € R sa danymi statymi.

Mozna w nich wyrézni¢ pewne szczegélne punkty, dla ktérych prawa
strona sie zeruje. Co to oznacza dla rozwiazania?

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnania autonomiczne
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[e] le]e]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnania autonomiczne

Przyktad 23 i 24.

Punkty, dla ktérych f(xz) = 0 nazywamy punktami krytycznymi
(lub punktami réwnowagi).

Widzimy w pierwszym z przyktadéw, ze rozwiazanie x(t) = A jest
stabilne, tzn. mate odchylenia x nie prowadza do istotnie réznych
rozwigzan (mimo niewielkiej zmiany warunku poczatkowego wciaz
zachodzi z(t) — A dla t — o0).

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[e] le]e]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnania autonomiczne

Przyktad 23 i 24.

Punkty, dla ktérych f(xz) = 0 nazywamy punktami krytycznymi
(lub punktami réwnowagi).

Drugi przyktad jest znacznie inny — mamy tutaj dwa rozwiazania
rownowagowe, z(t) = A oraz z(t) = 0, jednak tylko jeden z nich
(z(t) = A) mozemy nazwa¢ stabilnym. Drugi (z(t) = 0) nazywamy
niestabilnym.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[e] le]e]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnania autonomiczne

Definicja 14.

Niech x bedzie rozwigzaniem x’ = f(¢,x), gdzie f € C'(R"*!), na
przedziale [0, +00). Méwimy, ze rozwiazanie x jest stabilne w sensie
Lapunowa dla t — +o0, jesli dla kazdego € > 0 istnieje takie tg > 0
oraz & > 0, ze kazde rozwigzanie x uktadu takie, ze

1x(to) — %(to)ll <9,

spetnia dla t > tg warunek

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[e] le]e]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnania autonomiczne

Widaé jednak z tych przyktadéw, ze aby zbadaé dtugofalowe za-
chowanie rozwigzan, nie musimy rozwiazywac réwnania — wystarczy
naszkicowa¢ jego pole kierunkéw, aby mie¢ wystarczajaco duzo in-
formacji.

Wyznaczenie petnego pola kierunkéw moze by¢ kiopotliwe. Wystar-
czy jednak naszkicowaé tzw. portret fazowy réwnania.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[e] le]e]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnania autonomiczne

Przyktad 24 (ciag dalszy). !
Aby narysowa¢ portret fazowy w przy- I
padku jednowymiarowym wystarczy na-
rysowaé o$, zaznaczy¢ na niej punk- \
ty krytyczne i narysowaé odpowiednie 1.—0
strzatki:
Y
— jesli f(x) > 0: strzatka w gore,
— jesli f(x) < 0: strzatka w dot. a’ = 0,1z(5 - )

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[e] le]e]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Réwnania autonomiczne

Portrety fazowe pozwalaja nam sklasyfikowa¢ punkty krytyczne jako
stabilne lub niestabilne.

A A Y Y

—+— 4= = niestabilne —4— stabilny

Y T Y A

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[e]e] o]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Nie tylko jeden wymiar

Podobna analize mozemy przeprowadzi¢ dla uktadéw réwnan (a wiec
takze dla réwnan wyzszych rzedéw).

Rozwazmy na poczatek uktad dwéch réwnan liniowych:

' =ax + by, N x/_ a b K

y = cx+ dy, Y c d v
Jest to ukfad autonomiczny i, podobnie jak w przypadku 1-wymiarowym,
mozemy z nim zwiaza¢ odpowiednie pole wektorowe.

~

~

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[e]e] o]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Nie tylko jeden wymiar

y Przyktad 25.

| A A A A ) VR VY

(e ko
VAN b d b1 h b fanaraaniss Mamy tutaj tylko jeden punkt
[NNLIE T I R S Y B 7 o) AV AV k t B tk k+d
SN Y rY}fzn):j Eoczae uxiadu
L U S L R I S B A A LAV A av 4 r4

wspétrzednych.

Analiza stabilnosci sprowadza
sie wéwczas do analizy warto-

A $ci wiasnych macierzy uktadu
AR A A ey ‘o

IR A A

AAASAA LA rownan.

YA AN AN

AN

KA K KA

vy

VAVAVaVaNS /7
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Zachowanie graniczne rozwigzan
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Zachowanie graniczne rozwigzan

Nie tylko jeden wymiar

Warto wyrézni¢ jeszcze kilka

innych przypadk

ow.

Przyktad 26.

y/ = —2y.

= —Tr—Y,

/

x

-1

Wartosci witasne: A\

i Ao = —2 (rzeczywiste, ujem-

ne).

Punkt krytyczny (0,0): stabil-

iek.
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ny — tzw. $cie
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[e]e] o]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Nie tylko jeden wymiar

Warto wyrézni¢ jeszcze kilka

BN DRRRRRRNNN innych przypadkéw.

Pl PRI

b AU

by NN

! NN NG

! : ; NN NN N Oy Przyk’*’ad 27.

s NN NN NN NN

ol N , ,

o NS : v=rty, y=-2.

3 X

O N T A Wartoséci wtasne: Ay = 1
i Ao = —2 (rzeczywiste, réz-

nych znakéw).
Punkt krytyczny (0,0):
tzw. punkt siodfowy.

IAAAA A7 s s )i
IAAAAA S S
A
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Zachowanie graniczne rozwigzan

Nie tylko jeden wymiar
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[eJele] ]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Autonomiczne uktady nieliniowe

Analiza stabilnosci punktéw krytycznych w uktadach réwnan linio-
wych jest pierwszym krokiem w analizie stabilnosci dla dowolnych
réwnan rézniczkowych.

Majac uktad réwnan

x’=f1($,y)7 y/:fQ(xvy)v

mozemy skonstruowaé pole kierunkéw tak samo, jak w przypadku
réwnan liniowych (i tak samo je zinterpretowa¢). Niezmieniona po-
zostaje takze definicja punktéw krytycznych.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[eJele] ]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Autonomiczne uktady nieliniowe

Przyktad 31.

Rozwazmy réwnanie
= —x+ z2.

Zauwazmy, ze podstawiajac y = 2’ mozemy zapisa¢ to réwnanie jako
uktad réwnan:

!/ /

r =y, y:—x+x2.

Mozemy tez tatwo sprawdzié¢, ze uktad ten ma dwa punkty krytyczne:
(0,0) oraz (1,0), a takze sprawdzi¢ ich stabilnos¢.

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Zachowanie graniczne rozwigzan

Autonomiczne uktady nieliniowe
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[eJele] ]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Autonomiczne uktady nieliniowe

Teoretyczna analiza stabilnosci moze byé w tym przypadku trudna.
Jednak w niektérych przypadkach mozna sprowadzi¢ analize do przy-
padku liniowego — przeprowadzajac tzw. linearyzacje.

Woéwczas badanie stabilnosci bedzie wigzato sie ze znajdowaniem
wartosci wtasnych odpowiednich macierzy — nie zawsze jednak bedzie
mozna to zrobic¢.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[eJele] ]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Autonomiczne uktady nieliniowe

Definicja 15.
Niech x' = f(x) i x¢ bedzie punktem krytycznym. Linearyzacja
ukfadu w otoczeniu xg nazywamy uktad liniowy
x = A(x — xp),
gdzie A € R™*", taki ze wyjsciowy uktad mozna zapisa¢ w postaci
x' = A(x —x9) + g(x),
gdzie g jest klasy C! w otoczeniu x¢, g(xo) = 0, oraz

lim 8™ —0 dia pewnego € > 0.

T
l[x—xo||—0 Ix—xoll"**

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[eJele] ]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Autonomiczne uktady nieliniowe

W praktyce sprowadza sie to do wyznaczenia wartosci macierzy
Jakobiego tego uktadu w punkcie krytycznym xg:

0, 0

3 (x0) j;l

9 (x0) 9
Jest to ta poszukiwana macierz A.

Zobaczmy jak =zachowuja sie wartosci wilasne tej macierzy
w Przyktadzie 31.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[eJele] ]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Autonomiczne uktady nieliniowe

Przyktad 31 (ciag dalszy).

Uktad autonomiczny
=y, y= —z + 22
ma dwa punkty krytyczne ((0,0) i (1,0)), a jego macierz Jakobiego

to
(%Q(x,y) %?(ar,y)>:< 0 1)
8 (z,y) Y2(x,y) —1+22 0)°

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[eJele] ]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Autonomiczne uktady nieliniowe

Przyktad 31 (ciag dalszy).
W punktach (0,0) i (1,0) mamy wiec

0 1 0 1
Ao,0) = <_1 0) ) Ao = (1 0) :

Wartosci wtasne tych macierzy to
AL =1, Ay = —i, A =1, A= -1,

mozemy wiec wywnioskowa¢, ze w zlinearyzowanym uktadzie punkty
krytyczne to centrum (?7) oraz siodto.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[eJele] ]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Autonomiczne uktady nieliniowe

W niektérych przypadkach rzeczywiscie mozna wnioskowa¢ o charak-
terze punktu krytycznego na podstawie jego linearyzacji.

Twierdzenie 8 (Grobmana-Hartmana).

Niech x( bedzie punktem krytycznym uktadu x’ = f(x) takim, ze
po linearyzacji macierz ukfadu réwnan ma wartosci wtasne o niezero-
wych czesciach rzeczywistych. Wéwczas jesli punkt xq jest zrodtem,
Sciekiem lub siodtem dla uktadu zlinearyzowanego

x' = A(x — xq),

to jest takze zrédtem, Sciekiem lub siodtem dla réwnania x’ = f(x).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[eJele] ]

Zachowanie graniczne rozwigzan

Autonomiczne uktady nieliniowe

Na ¢wiczeniach i laboratorium przeanalizujemy szczegétowo uktad
rownan Lotki-Volterry:

o' =x(a—by), ¢ =y(—c+dr),
ktéry opisuje model drapieznika i ofiary:
— x jest populacja ofiary,
— y jest populacja drapieznika,
Interesujace s3 tu zaréwno punkty réwnowagi, w ktérych wystepuja
obie populacje, jak i te, w ktérych jedna z populacji wymiera.

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[ Jele}
Do czego to zmierza?

Nie tylko punkty moga by¢ graniczne

W przypadku ukfadéw nieliniowych

trajektorie rozwiagzan nie musza zbiega¢ wytacznie do punktéw réw-
nowagi — moze zbliza¢ sie do bardziej skomplikowanych zbioréw.

Prowadzi to do definicji tzw. zbioréw granicznych.

Podstawy matematyki stosowane;... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

@00

Do czego to zmierza?

Nie tylko punkty moga by¢ graniczne

Przyktad 32.

Rozwazmy réwnanie tzw. oscylatora Van der Pola:
2" — p(l — 2?2’ + 2 =0, >0,

ktéry swoje zrédto ma w teorii obwodéw elektrycznych. Mozemy to
réwnanie zapisa¢ jako uktad réwnan pierwszego rzedu:

/

d=y,  y=pl-2Yy-—=z

i zbada¢ jego pole kierunkéw. Przypusémy dla uproszczenia p = 1.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

[ Jele}
Do czego to zmierza?

Nie tylko punkty moga by¢ graniczne

Widzimy, ze niezaleznie od warunkéw poczatkowych, wszystkie roz-
wigzania zblizaja sie do pewnego rozwigzania okresowego — jest to
tzw. cykl graniczny.

Przyktad 33.

Przyjrzyjmy sie rozwiazaniom uktadu

o=y + (2? +y* 1), y = —x+ (22 +14% - 1)%y.
Mozna zauwazy¢, ze funkcja x(t) = sint, y(t) = cost (czyli
22(t) + y%(t) = 1) jest rozwiazaniem. Okazuje sie jednak, ze du-
za klasa rozwiazan bedzie przyblizata sie do tego cyklu.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Analiza jakosciowa réwnah rézniczkowych

(o] le}

Do czego to zmierza?

Efekt motyla

Do tej pory rozwazalismy jedynie przypadki jedno- lub dwuwymiaro-
we. Ciekawe sytuacje moga sie jednak pojawi¢ w przypadku uktadéw
wielowymiarowych (n > 2).

Portrety fazowe pewnych uktadéw moga by¢ niezwykle skomplikowa-
ne. Mimo, ze s3 to obrazu deterministycznego uktadu réwnan réznicz-
kowych, to ich wyglad raczej kojarzy sie ze zjawiskami chaotycznymi,
ktérych zachowania nie da sie przewidzie¢.
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Przyktad 34.
Przyjrzyjmy sie tzw. modelowi Lorenza:

!/

8
¥ =—10x + 10y, o =28z —y — xz, z:—§z+my.

Model ten ma swoja geneze w badaniu ruchu konwekcyjnego powie-
trza w atmosferze i tworzeniu dtugoterminowych prognoz pogody.
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Rozwiazania zbiegaja do tzw. atraktora w przestrzeni, tzw. atrak-
tora Lorenza. Jest to przyktad zachowania chaotycznego.

Definicja 16.

Model wykazuje czufa zalezno$¢ od warunkéw poczatkowych
w punkcie xg, jesli istnieje takie g > 0, ze dla kazdego 0 > 0
istnieje pewne x; takie, ze ||x; — X¢|| < J oraz istnieje czas ¢ > 0,
dla ktérego ||x*1(t) — x*0(t)|| > eo, gdzie x*¢ jest rozwigzaniem
uktadu z warunkiem poczatkowym x*i(0) = x;.

Atraktor A nazywamy chaotycznym, jesli wykazuje czuty zaleznos¢
ze wzgledu na warunki poczatkowe po obcieciu do A.
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