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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Równania ró»niczkowe, pojawiaj¡c si¦ w ró»nych modelach, mog¡
prowadzi¢ do powstania zupeªnie nowych narz¦dzi analizy pewnych
wielko±ci.

Jedno z takich narz¦dzi pojawiªo si¦ w 1807 roku dzi¦ki pracy fran-
cuskiego matematyka Josepha Fouriera, który rozwa»aª model prze-
wodnictwa cieplnego.
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Rozwa»my nast¦puj¡cy model: mamy cienki jednorodny pr¦t o dªu-
go±ci π (o staªej g¦sto±ci i jednakowym przekroju na caªej dªugo±ci)
� z matematycznego punktu widzenia mo»emy go traktowa¢ jako
odcinek [0, π]. Niech funkcja u = u(t, x) opisuje temperatur¦ pr¦ta
w chwili t i w punkcie x.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Zmiany temperatury opisuje równanie przewodnictwa ciepªa:

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
, x ∈ (0, π), t > 0,

gdzie k > 0 jest pewn¡ staª¡ materiaªow¡.
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
, x ∈ (0, π), t > 0,

Je±li lewy i prawy koniec pr¦ta utrzymywane s¡ w staªej (zerowej)
temperaturze, to otrzymujemy tzw. warunek brzegowy:

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t > 0.

Pocz¡tkowy rozkªad temperatury, czyli warunek pocz¡tkowy, za-
dany jest przez pewn¡ funkcj¦

u(0, x) = f(x), x ∈ (0, π).
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Pomysª: spróbujmy poszuka¢ rozwi¡zania w szczególnej postaci, tzn.

u(t, x) = T (t) ·X(x),

gdzie T i X s¡ funkcjami jednej zmiennej.

Równanie przyjmuje wówczas posta¢

T ′(t)
T (t)

=
X ′′(x)
X(x)

, x ∈ (0, π), t > 0

(poszukujemy rozwi¡za«, które nie s¡ stale równe zero).
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Zauwa»my, »e lewa i prawa strona tej równo±ci zale»¡ od nieza-
le»nych od siebie zmiennych, a sama równo±¢ musi zachodzi¢ dla
wszystkich t > 0 i x ∈ (0, π), zatem obie strony musz¡ by¢ staªe:

T ′(t)
T (t)

=
X ′′(x)
X(x)

= −λ.

Otrzymali±my zatem dwa równania zwyczajne:

T ′(t) + λT (t) = 0, t > 0,

X ′′(x) + λX(x) = 0, x ∈ (0, π).
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Pierwsze z tych równa« ma rozwi¡zanie ogólne

T (t) = D · e−λt, D ∈ R.

O rozwi¡zaniach drugiego równania mo»emy powiedzie¢ wi¦cej.

Zauwa»my, »e z zadanego warunku brzegowego wynika, »e

u(t, 0) = T (t) ·X(0) = 0 ⇒ X(0) = 0,

u(t, π) = T (t) ·X(π) = 0 ⇒ X(π) = 0.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Mamy wi¦c zagadnienie brzegowe

X ′′(x) + λX(x) = 0, x ∈ (0, π),

X(0) = X(π) = 0.

Jest to tzw. zagadnienie Sturma-Liouville'a, które polega na zna-
lezieniu warto±ci λ (nazywanych warto±ciami wªasnymi), przy któ-
rych istniej¡ niezerowe rozwi¡zania równania (nazywane funkcjami
wªasnymi) speªniaj¡ce podane warunki brzegowe.

Zauwa»my, »e aby rozwi¡za¢ to zagadnienie nale»y rozpatrzy¢ trzy
przypadki.
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Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Przypadek 1 � λ < 0. Wówczas rozwi¡zanie ogólne jest postaci

X(x) = C1ex
√
−λ + C2e−x

√
−λ,

a warunki brzegowe X(0) = X(π) = 0 implikuj¡, »e C1 = C2 = 0,
zatem X ≡ 0.

Nie interesuj¡ nas rozwi¡zania zerowe � ten przypadek odrzuca-
my.
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Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Przypadek 2 � λ = 0. Wówczas rozwi¡zanie ogólne jest postaci

X(x) = C1x+ C2,

a warunki brzegowe X(0) = X(π) = 0 implikuj¡, »e C1 = C2 = 0,
zatem X ≡ 0.

Nie interesuj¡ nas rozwi¡zania zerowe � ten przypadek odrzucamy.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Przypadek 3 � λ > 0. Wówczas rozwi¡zanie ogólne jest postaci

X(x) = C1 cos(x
√
λ) + C2 sin(x

√
λ).

Warunek brzegowy X(0) = 0 implikuje, »e

X(0) = C1 cos 0 = 0 ⇒ C1 = 0.

Z kolei uwzgl¦dniaj¡c warunek X(π) = 0 dostajemy

X(π) = C2 sin(π
√
λ) = 0,

co daje: C2 = 0 (odrzucamy) lub π
√
λ = kπ, k ∈ Z+.
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Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Widzimy wi¦c, »e niezerowe rozwi¡zania otrzymamy gdy λ = k2,
k ∈ Z+, i s¡ to rozwi¡zania postaci

X(x) = C · sin(kx),

zatem funkcje

u(t, x) = Ae−k
2t sin(kx)

speªniaj¡ równanie przewodnictwa ciepªa z zerowymi warunkami brze-
gowymi. Pozostaje nam teraz tak dobra¢ staª¡ A, by speªniony byª
tak»e warunek pocz¡tkowy.
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Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Przypu±¢my, »e warunek pocz¡tkowy jest postaci

u(0, x) = f(x) = x(π − x), x ∈ (0, π).

Zauwa»my, »e nie da si¦ tak dobra¢ staªych A ∈ R i k ∈ Z+, by

u(0, x) = A sin(kx) = x(π − x).

Poniewa» rozwa»ane równanie jest liniowe, to równie» kombinacja
liniowa (dla ró»nych k) znalezionych rozwi¡za« je speªnia. Nie mo»na
jednak równie» tak dobra¢ staªych Ak ∈ R, k ∈ {1, . . . ,K}, by

K∑
k=1

Ak sin(kx) = x(π − x).
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Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Fourier wpadª jednak na pomysª, by spróbowa¢ poszuka¢ rozwi¡zania
w postaci szeregu:

u(t, x) =
∞∑
k=1

Ake−k
2t sin(kx).

Je±li tylko ten szereg b¦dzie zbie»ny, to b¦dzie speªniaª wyj±ciowe
równanie, a tak»e warunki brzegowe. Problem sprowadza si¦ wówczas
do znalezienia Ak takich, »e

∞∑
k=1

Ak sin(kx) = x(π − x).
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Klasyczne narz¦dzia

Jak to si¦ zacz¦ªo?

Fourier nie tylko twierdziª, »e mo»na tak zrobi¢, podaª tak»e kon-
kretne warto±ci wspóªczynników Ak:

Ak =
1
π

∫ π

0
x(π − x) sin(kx) dx =

4
π

1− (−1)k

k3
,

a wówczas rozwi¡zanie to

u(t, x) =
∞∑
k=1

4
π

1− (−1)k

k3
e−k

2t sin(kx).

Doprowadziªo to do zde�niowania tzw. szeregów Fouriera.
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Klasyczne narz¦dzia

Formalna de�nicja

Ustalmy ` > 0 i przypu±¢my, »e pewn¡ funkcj¦ f : [−`, `]→ Rmo»na
przedstawi¢ jako sum¦ szeregu postaci

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

(
kπ

`
x

)
+ bk sin

(
kπ

`
x

))
, x ∈ [−`, `].

Jak obliczy¢ wspóªczynniki ak, bk tego szeregu?

Jakie zaªo»enia musi speªnia¢ funkcja f , »eby szereg byª zbie»ny?

Zaobserwujmy najpierw kilka faktów.
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Klasyczne narz¦dzia

Formalna de�nicja

Lemat 1.

Dla n,m ∈ Z+ zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci:∫ +`
−`

dx = 2`,

∫ +`
−`

cos
(
nπ

`
x
)

cos
(
mπ

`
x
)

dx = ` · δm,n,∫ +`
−`

cos
(
nπ

`
x
)

dx = 0,

∫ +`
−`

sin
(
nπ

`
x
)

sin
(
mπ

`
x
)

dx = ` · δm,n,∫ +`
−`

sin
(
nπ

`
x
)

dx = 0,

∫ +`
−`

cos
(
nπ

`
x
)

sin
(
mπ

`
x
)

dx = 0,

gdzie δm,n to delta Kroneckera.
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Klasyczne narz¦dzia

Formalna de�nicja

Wobec tego (zakªadaj¡c, »e szereg jest odpowiednio zbie»ny) dosta-
niemy ∫ +`

−`
f(x) dx = a0 · `,∫ +`

−`
f(x) cos

(
kπ

`
x
)

dx = ak · `,∫ +`
−`

f(x) sin
(
kπ

`
x
)

dx = bk · `,

gdzie k ∈ Z+.

To ju» pozwala nam wprowadzi¢ formaln¡ de�nicj¦.
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Klasyczne narz¦dzia

Formalna de�nicja

De�nicja 1.

Niech f : [−`, `] → R b¦dzie bezwzgl¦dnie caªkowalna. Trygono-
metrycznym szeregiem Fouriera funkcji f jest funkcja

f̃(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

(
kπ

`
x
)

+ bk sin
(
kπ

`
x
))

,

gdzie

ak =
1
`

∫ +`
−`

f(x) cos
(
kπ

`
x
)

dx, k ∈ Z+ ∪ {0},

bk =
1
`

∫ +`
−`

f(x) sin
(
kπ

`
x
)

dx, k ∈ Z+.
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Klasyczne narz¦dzia

Formalna de�nicja

Uwagi.

Zauwa»my, »e

wspóªczynniki ak, bk s¡ dobrze okre±lone i sko«czone;

je±li szereg jest zbie»ny (punktowo, cho¢ jeszcze nie wiemy do
jakiej funkcji), to jego suma jest funkcj¡ 2`-okresow¡ na R.

Jakie musz¡ by¢ speªnione warunki, by szereg byª zbie»ny?

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

Zacznijmy od dwóch przykªadów.

Przykªad 1.

Rozwa»my funkcj¦ f : [−π, π]→ R dan¡ wzorem

f(x) =


0, dla − π ¬ x < 0,

x, dla 0 ¬ x < π
2 ,

π − x, dla π
2 ¬ x ¬ π.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

-3 -2 -1 1 2
x

0.5

1.0

f (x)
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Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

Przykªad 1.

Obliczaj¡c wspóªczynniki szeregu Fouriera otrzymamy:

a0 =
1
π

∫ +π
−π

f(x) dx = . . . =
π

4
,

ak =
1
π

∫ +π
−π

f(x) cos(kx) dx = . . . =
4
k2π

cos
kπ

2
sin2

kπ

4
,

bk =
1
π

∫ +π
−π

f(x) sin(kx) dx = . . . =
8
k2π

cos
kπ

4
sin3

kπ

4
.

Zaobserwujmy jak zachowuj¡ si¦ sumy cz¦±ciowe szeregu Fouriera.
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Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

f̂K(x) =
a0
2

+
K∑
k=1

(ak cos (kx) + bk sin (kx))

K  40

f (x)

f


K (x)

-3 -2 -1 1 2
x

0.5

1.0

f (x)
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Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

Spójrzmy jednak na inny przykªad.

Przykªad 2.

Rozwa»my funkcj¦ f : [−π, π]→ R dan¡ wzorem

f(x) =

{
−1, dla − π ¬ x < 0,

1, dla 0 ¬ x ¬ π.

Tym razem mamy do czynienia z funkcj¡ nieci¡gª¡.
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Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

Przykªad 2.

W tym przypadku otrzymamy:

a0 =
1
π

∫ +π
−π

f(x) dx = 0 (funkcja nieparzysta),

ak =
1
π

∫ +π
−π

f(x) cos(kx) dx = 0 (funkcja nieparzysta),

bk =
1
π

∫ +π
−π

f(x) sin(kx) dx = . . . =
2
kπ

(1− (−1)k).

Tym razem b¦dzie mo»na zauwa»y¢ pewne charakterystyczne punkty.
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Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

K  99

f (x)

f

K (x)

-3 -2 -1 1 2
x
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-1.0

-0.5

0.5
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f (x)

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

Przykªad 2.

Zauwa»my, »e szereg Fouriera funkcji f jest postaci

f̃(x) =
∞∑
k=1

2
kπ

(1− (−1)k) sin(kx).

Wówczas

f̃(0) = f̃(−π) = f̃(+π) = 0.

Nie jest to przypadek.
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Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

De�nicja 2.

Funkcja f : [−`, `]→ R speªnia warunki Dirichleta, je±li
1 jest przedziaªami monotoniczna,
2 ma w przedziale (−`, `) sko«czon¡ liczb¦ punktów nieci¡gªo±ci

I rodzaju, i je±li x0 jest takim punktem, to

f(x0) =
1
2

(
lim
x→x+0

f(x) + lim
x→x−0

f(x)

)
,

3 na kra«cach przedziaªu zachodzi

f(−`) = f(`) =
1
2

(
lim

x→−`+
f(x) + lim

x→`−
f(x)

)
.
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Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

Twierdzenie 1 (Dirichleta).

Je±li funkcja f : [−`, `] → R speªnia warunki Dirichleta, to dla
x ∈ [−`, `] prawdziwa jest równo±¢

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

(
kπ

`
x

)
+ bk sin

(
kπ

`
x

))
,

gdzie ak, bk s¡ wspóªczynnikami szeregu Fouriera funkcji f .

Uwaga.

Mo»na pokaza¢, »e rozwini¦cie w szereg Fouriera jest jednoznaczne.
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Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

Uwaga.

Zauwa»my, »e

funkcja z Przykªadu 1 speªniaªa warunki Dirichleta, funkcja
z Przykªadu 2 � nie;

w przypadku funkcji przedziaªami monotonicznych, maj¡cych
sko«czon¡ liczb¦ punktów nieci¡gªo±ci mo»na stwierdzi¢, »e

f̃(x0) =
1
2

(
lim
x→x+0

f(x) + lim
x→x−0

f(x)

)

(i analogicznie na kra«cach przedziaªów);
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Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

Uwaga.

Zauwa»my, »e

je±li funkcja f : R → R jest 2`-okresowa i speªnia warunki
Dirichleta na przedziale [−`, `], to jest równa swojemu szere-
gowi Fouriera dla wszystkich x ∈ R.
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Klasyczne narz¦dzia

Kiedy to dziaªa?

Warto zaobserwowa¢ jeszcze jedn¡ wªasno±¢ szeregów Fouriera:

je±li funkcja f : [−`, `]→ R jest parzysta, to bk = 0 oraz

ak =
1
`

∫ +`
−`

f(x) cos
(
kπ

`
x
)

dx =
2
`

∫ +`
0

f(x) cos
(
kπ

`
x
)

dx,

je±li funkcja f : [−`, `]→ R jest nieparzysta, to ak = 0 oraz

bk =
1
`

∫ +`
−`

f(x) sin
(
kπ

`
x
)

dx =
2
`

∫ +`
0

f(x) sin
(
kπ

`
x
)

dx.

Pozwoli nam to na zde�niowanie transformaty dla funkcji okre±lonej
na przedziale niesymetrycznym.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Szereg sinusów i cosinusów

Wprowadzaj¡c metod¦ rozdzielenia zmiennych mieli±my do czynienia
z funkcj¡

f(x) = x(1− x), x ∈ (0, π),

która zostaªa rozwini¦ta w pewien szereg sinusów:

f(x) =
∞∑
k=1

4
π

1− (−1)k

k3
sin(kx).

Nie jest to jednak funkcja nieparzysta.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Szereg sinusów i cosinusów

Mo»emy jednak rozszerzy¢ t¦ funkcj¦ w sposób nieparzysty do funkcji
g : [−π, π]→ R, tzn.

g(x) =


f(x), dla 0 < x < π,

−f(−x), dla − π < x < 0,

0, dla x ∈ {0,±π}.

Otrzymujemy wówczas funkcj¦ nieparzyst¡, której szereg Fouriera
skªada si¦ z samych sinusów, a po obci¦ciu do przedziaªu [0, π] jest
równy funkcji f .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Szereg sinusów i cosinusów

K  11

f (x)
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Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Szereg sinusów i cosinusów

De�nicja 3.

Niech f : [0, `] → R b¦dzie bezwzgl¦dnie caªkowalna. Szeregiem
Fouriera sinusów funkcji f jest funkcja

f̃(x) =
∞∑
k=1

bk sin
(
kπ

`
x

)
,

gdzie

bk =
2
`

∫ +`
0

f(x) sin
(
kπ

`
x

)
, k ∈ Z+.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Szereg sinusów i cosinusów

Prowadzi to do bezpo±redniego wniosku z Twierdzenia Dirichleta.

Twierdzenie 2.

Je±li funkcja f : [0, `] → R speªnia warunki Dirichleta wewn¡trz
przedziaªu oraz f(0) = f(`) = 0, to

f(x) =
∞∑
k=1

bk sin
(
kπ

`
x

)
,

gdzie bk s¡ wspóªczynnikami szeregu Fouriera sinusów funkcji f .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Szereg sinusów i cosinusów

Analogiczne rozumowanie mo»emy przeprowadzi¢, chc¡c rozwin¡¢
funkcj¦ f okre±lon¡ na przedziale [0, `] w szereg Fouriera skªadaj¡cy
si¦ z samych cosinusów.

W tym przypadku rozszerzamy j¡ w sposób parzysty do funkcji
g : [−`, `]→ R, tzn.

g(x) =

{
f(x), dla 0 ¬ x ¬ `,
f(−x), dla − ` ¬ x < 0.

Otrzymana funkcja jest parzysta, a jej szereg Fouriera skªada si¦
z samych cosinusów.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Szereg sinusów i cosinusów

De�nicja 4.

Niech f : [0, `] → R b¦dzie bezwzgl¦dnie caªkowalna. Szeregiem
Fouriera cosinusów funkcji f jest funkcja

f̃(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos
(
kπ

`
x

)
,

gdzie

ak =
2
`

∫ +`
0

f(x) cos
(
kπ

`
x

)
, k ∈ Z+ ∪ {0}.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Szereg sinusów i cosinusów

Wniosek z Twierdzenia Dirichleta jest analogiczny.

Twierdzenie 3.

Je±li funkcja f : [0, `] → R speªnia warunki Dirichleta wewn¡trz
przedziaªu oraz jest ci¡gªa na kra«cach przedziaªu, to

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos
(
kπ

`
x

)
,

gdzie ak s¡ wspóªczynnikami szeregu Fouriera cosinusów funkcji f .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Szereg sinusów i cosinusów

Dotychczasowe rozwa»ania mog¡ prowadzi¢ do do±¢ zaskakuj¡cych
wniosków.

Przykªad 3.

Zauwa»my, »e funkcja f(x) = sinx, rozwa»ana na odcinku [−π, π]
jest sama w sobie swoim rozwini¦ciem w szereg Fouriera. Ogranicza-
j¡c si¦ jednak do przedziaªu [0, π] mo»emy j¡ przedstawi¢ w postaci

f(x) =
2
π

+
∞∑
k=1

4
π

1
1− (2k)2

cos(2kx),

a wi¦c jako szereg samych cosinusów.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

Szereg sinusów i cosinusów

K  40
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Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

I po co to wszystko?

Mo»na zacz¡¢ zastanawia¢ si¦, czemu rozwa»amy szeregi zªo»one
akurat z samych sinusów i cosinusów. Mamy przecie» dost¦pne na-
rz¦dzie w postaci szeregu Taylora.

Nale»y jednak pami¦ta¢ o tym, »e sinus i cosinus to (prawdopodob-
nie) najwa»niejsze funkcje okresowe, które pojawiaj¡ si¦ w wi¦kszo-
±ci modeli zwi¡zanych np. z drganiami, w szczególno±ci z d¹wi¦ka-
mi.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

I po co to wszystko?

t

t

y(t)

x(t)

x

y

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

I po co to wszystko?

Spróbujmy przedstawi¢ szereg Fouriera w nieco innej postaci. Mamy

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

(
kπ

`
x

)
+ bk sin

(
kπ

`
x

))
.

Wprowad¹my wielko±¢ ω = π
` � wielokrotno±ci tej liczby to tzw.

cz¦sto±ci koªowe de�niuj¡ce szybko±¢ zmian kolejnych skªadowych
harmonicznych szeregu.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

I po co to wszystko?

Otrzymujemy wówczas

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos (kωx) + bk sin (kωx)) .

Spróbujmy dla ka»dego k ∈ Z+ znale¹¢ takie liczby ck i ϕk, »e
zachodzi

ak cos (kωx) + bk sin (kωx) = ck cos (kωx+ ϕk) .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

I po co to wszystko?

Nie jest to trudne, wystarczy zauwa»y¢, »e

ck cos (kωx+ ϕk) = ck cos(kωx) cos(ϕk)− ck sin(kωx) sin(ϕk),

a wówczas poszukiwane liczby to rozwi¡zania ukªadu równa«

ck cos(ϕk) = ak, ck sin(ϕk) = −bk.

⇒ ck =
√
a2k + b2k, cosϕk = ak√

a2
k
+b2

k

, sinϕk = −bk√
a2
k
+b2

k

(o ile
√
a2k + b2k 6= 0, w p.p. przyjmujemy ϕk = 0).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

I po co to wszystko?

Tak przedstawiony szereg Fouriera

f(x) =
∞∑
k=0

ck cos (kωx+ ϕk)

gdzie c0 = a0
2 , a ϕ0 = 0 je±li a0  0 i ϕ = π je±li a0 < 0, pozwala na

zde�niowanie tzw. widma amplitudowego oraz widma fazowego
funkcji:

widmo amplitudowe: ci¡g ck, k = 0, 1, 2, . . .,

widmo fazowe: ci¡g ϕk, k = 0, 1, 2, . . ..

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Klasyczne narz¦dzia

I po co to wszystko?

t

f (t)

x

y

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Inne podej±cie

Z wyznaczaniem widma amplitudowego i fazowego wi¡»e si¦ jeszcze
inna posta¢ szeregu Fouriera, tzw. wykªadniczy szereg Fouriera.

Zanim do niego przejdziemy � krótka powtórka z algebry. Przypo-
mnijmy, »e ka»d¡ liczb¦ zespolon¡ z ∈ C mo»emy przedstawi¢ jako

z = x+ iy = r · (cosϕ+ i sinϕ),

gdzie

r =
√
x2 + y2, cosϕ =

x√
x2 + y2

, sinϕ =
y√

x2 + y2

(wygl¡da znajomo?).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Inne podej±cie

Korzystaj¡c ze wzorów Eulera mamy

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ,

a st¡d

cosϕ =
1
2

(
eiϕ + e−iϕ

)
, sinϕ =

1
2i

(
eiϕ − e−iϕ

)
.

Podstawmy te wzory do trygonometrycznego szeregu Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Inne podej±cie

Niech f : [−`, `]→ R b¦dzie taka, »e

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos (kωx) + bk sin (kωx)) .

(gdzie ω = π
` ). Wówczas

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak
2

(
eikωx + e−ikωx

)
+
bk
2i

(
eikωx − e−ikωx

))

=
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak − ibk

2
eikωx +

ak + ibk
2

e−ikωx
)
.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Inne podej±cie

Oznaczmy teraz

d0 =
a0
2
, dk =

ak − ibk
2

, k = 1, 2, . . . ,

a wtedy nasz szereg b¦dzie miaª posta¢

d0 +
∞∑
k=1

dkeikωx +
∞∑
k=1

dke−ikωx =
∞∑

k=−∞
dkeikωx,

gdzie d−k = dk dla k = 1, 2, . . ..

Czy mo»na wyznaczy¢ wspóªczynniki dk bezpo±rednio?

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Przyspieszony kurs analizy funkcji o warto±ciach zespolonych

Rozwa»my funkcj¦ f : I → C, gdzie I ⊂ R. Mo»emy wówczas zapi-
sa¢

f(t) = x(t) + iy(t),

gdzie x, y : I → R s¡ funkcjami o warto±ciach rzeczywistych.

Z geometrycznego punktu widzenia (interpretuj¡c liczb¦ zespolon¡
jako punkt na pªaszczy¹nie) mo»emy funkcj¦ f traktowa¢ jako opis
parametryczny krzywej na pªaszczy¹nie.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Przyspieszony kurs analizy funkcji o warto±ciach zespolonych

Przykªad 4.

Funkcja f(t) = eit = cos t+ i sin t, t ∈ [0, 2π] jest parametrycznym
opisem okr¦gu jednostkowego.

Przykªad 5.

Funkcja f(t) = Aeit+Be−it, t ∈ [0, 2π] jest parametrycznym opisem
elipsy o póªosi wielkiej A+B i póªosi maªej A−B.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Przyspieszony kurs analizy funkcji o warto±ciach zespolonych

Wszystkie operacje na funkcjach zmiennej rzeczywistej o warto-
±ciach zespolonych (obliczanie granic, pochodnych, itd.) mo»na wy-
konywa¢ po wspóªrz¦dnych, np. f ′(t) = x′(t) + iy′(t).

Przykªad 4 (ci¡g dalszy).

Dla f(t) = eit mamy

f ′(t) =
d
dt

(cos t+ i sin t) = ieit

(dziaªaj¡ znane wzory � liczby zespolone traktujemy jako... liczby).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Przyspieszony kurs analizy funkcji o warto±ciach zespolonych

W szczególno±ci caªk¦ z funkcji zmiennej rzeczywistej o warto±ciach
zespolonych de�niujemy po wspóªrz¦dnych:∫ b

a
f(t) dt =

∫ b

a
x(t) dt+ i

∫ b

a
y(t) dt.

Pozwoli to nam na uproszczenie wzorów na wspóªczynniki wyprowa-
dzanego szeregu Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Wykªadniczy szereg Fouriera

Przeanalizujmy kolejny wspóªczynniki dk:

d0 =
a0
2

=
1
2`

∫ +`
−`

f(x) dx,

dla k = 1, 2, . . ., mamy dk = ak−ibk
2 , a zatem

dk =
1
2`

∫ +`
−`

f(x) cos(kωx) dx− i
2`

∫ +`
−`

f(x) sin(kωx) dx

=
1
2`

∫ +`
−`

f(x) (cos(kωx)− i sin(kωx)) dx

=
1
2`

∫ +`
−`

f(x)e−ikωx dx.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Wykªadniczy szereg Fouriera

Z drugiej strony dla k = −1,−2, . . ., mamy dk = d−k, czyli

dk =
1
2`

∫ +`
−`

f(x) cos(−kωx) dx+
i

2`

∫ +`
−`

f(x) sin(−kωx) dx

=
1
2`

∫ +`
−`

f(x) (cos(kωx)− i sin(kωx)) dx

=
1
2`

∫ +`
−`

f(x)e−ikωx dx.

Wida¢ tutaj pewn¡ prawidªowo±¢.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Wykªadniczy szereg Fouriera

Mo»emy dla dowolnego k ∈ Z napisa¢

dk =
1
2`

∫ +`
−`

f(x)e−ikωx dx

a to prowadzi nas ju» do formalnej de�nicji wykªadniczego szeregu
Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Wykªadniczy szereg Fouriera

De�nicja 5.

Niech f : [−`, `] → R b¦dzie bezwzgl¦dnie caªkowalna. Wykªadni-
czym szeregiem Fouriera funkcji f jest funkcja

f̃(x) =
∞∑

k=−∞
dk exp

(
i
kπ

`
x

)
,

gdzie

dk =
1
2`

∫ +`
−`

f(x) exp
(
−ikπ

`
x

)
dx, k ∈ Z.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Wykªadniczy szereg Fouriera

Uwagi.

Twierdzenie Dirichleta jest prawdziwe równie» dla tej postaci
szeregu Fouriera.

Je±li funkcja f jest okre±lona na caªej prostej R i okresowa, to
mo»emy caªkowa¢ po dowolnym przedziale o dªugo±ci 2`.

W literaturze mo»na si¦ spotka¢ nast¦puj¡c¡ notacj¡: dla funkcji
okresowej o okresie podstawowym T wykªadniczy szereg Fourie-
ra de�niujemy jako

f̃(x) =
∞∑

k=−∞

dk exp
(
i
2kπ
T

x
)
, dk =

1
T

∫ T

0

f(x) exp
(
−i2kπ

T
x
)

dx.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Filtrowanie sygnaªów

Wró¢my jeszcze do Przykªadu 2 z funkcj¡ znaku.

Przykªad 2 (ci¡g dalszy).

Rozwa»aj¡c funkcj¦

f(x) =

{
−1, dla − π ¬ x < 0,

1, dla 0 ¬ x ¬ π,

otrzymali±my wspóªczynniki

d0 = 0, dk =
i
kπ

((−1)k − 1), k ∈ Z \ {0}.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Filtrowanie sygnaªów

Z obliczeniowego punktu widzenia, nie da si¦ stworzy¢ wykresu do-
wolnej funkcji zadanej za pomoc¡ niesko«czonego szeregu � mo»e-
my jedynie stosowa¢ pewne przybli»enia i próbowa¢ rysowa¢ wykresy
pewnych sum cz¦±ciowych.

Spójrzmy jeszcze raz jak te sumy cz¦±ciowe wygl¡daªy w przypadku
tej funkcji.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Filtrowanie sygnaªów

f̂K(x) =
K∑

k=−K
dk exp (ikx) .
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Filtrowanie sygnaªów

Mo»na zaobserwowa¢, »e w pobli»u punktu nieci¡gªo±ci x = 0 poja-
wiaj¡ si¦ oscylacje. Poniewa» wiemy, »e szereg Fouriera w tym punkcie
jest zbie»ny (do zera), to spodziewaliby±my si¦, »e te oscylacje b¦d¡
si¦ wygªadza¢ � tak jednak nie jest.

Dodatkowo mo»na te» zauwa»y¢, »e oscylacje te maj¡ (z grubsza)
t¦ sam¡ amplitud¦ dla dowolnego K (cho¢ im wy»sze K tym te
oscylacje b¦d¡ si¦ przesuwaªy bli»ej do punktu x = 0).

Zjawisko wyst¦powania takich oscylacji w pobli»u punktów nieci¡gªo-
±ci nazywamy efektem Gibbsa � zostaªo ono szczegóªowo opisane
na pocz¡tku XX wieku przez ameryka«skiego �zyka Josiaha Willarda
Gibbsa.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Filtrowanie sygnaªów

Efekt Gibbsa jest zjawiskiem (najcz¦±ciej) niepo»¡danym i próbuje
si¦ go wyeliminowa¢. W tym celu stosuje si¦ tzw. �ltracj¦.

De�nicja 6.

Niech dk, k ∈ Z, b¦d¡ wspóªczynnikami wykªadniczego szeregu
Fouriera pewnej funkcji f : [−`, `] → R. Filtrowan¡ sum¡ cz¦-
±ciow¡ szeregu Fouriera funkcji f nazywamy funkcj¦

f̃K(x) =
K∑

k=−K
Z

(
k

K

)
dk exp

(
i
kπ

`
x

)
,

gdzie Z : [−1, 1]→ R jest funkcj¡ ci¡gª¡ i parzyst¡ � �ltrem.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Filtrowanie sygnaªów

Dobieraj¡c odpowiednio funkcj¦ Z mo»na osi¡gn¡¢ ró»ne efekty.

Jeden z pomysªów, który doprowadziª do zde�niowania tzw. �ltru
Cesàro, bazowaª na nast¦puj¡cej obserwacji: je»eli funkcja f jest 2π
okresowa i bezwzgl¦dnie caªkowalna, to w ka»dym punkcie x ci¡gªo±ci
f zachodzi

f̃K(x) =
1
K

K−1∑
n=0

Sn(x) K→∞−−−−→ f(x),

gdzie Sn jest n-t¡ sum¡ cz¦±ciow¡ wykªadniczego szeregu Fouriera:

Sn(x) =
n∑

k=−n
dk exp (ikx) .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Filtrowanie sygnaªów

Po pewnych przeksztaªceniach mo»na sprowadzi¢ ten wzór do postaci

f̂K(x) =
K∑

k=−K

(
1−

∣∣∣∣ kK
∣∣∣∣) dk exp (ikx) .

Otrzymana w ten sposób funkcja

Z(t) = 1− |t| , t ∈ [−1, 1],

nazywana jest �ltrem Cesàro.

Zobaczmy jak ten �ltr radzi sobie w praktyce, na przykªadzie rozwa-
»anej wcze±niej funkcji.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Filtrowanie sygnaªów

f̃K(x) =
K∑

k=−K

(
1−

∣∣∣∣ kK
∣∣∣∣) dk exp (ikx) .
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Funkcje o warto±ciach zespolonych?

Filtrowanie sygnaªów

Widzimy, »e �ltr Cesàro wygªadza i tªumi pojawiaj¡ce si¦ oscylacje.

Podobny efekt mo»na osi¡gn¡¢ korzystaj¡c np. z �ltru Hamminga:

Z(t) = 0,54 + 0,46 cos(πt),

albo �ltru Gaussa:

Z(t) = e−απ
2t2 , α > 0.

Wi¦cej szczegóªów na laboratorium.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Caªki Fouriera

Trygonometryczny szereg Fouriera pozwala na reprezentacj¦ funk-
cji okre±lonych na sko«czonym przedziale [−`, `].

Mo»na jego de�nicj¦ rozszerzy¢, ale tylko na funkcje 2`-okresowe.

W przypadku funkcji okre±lonych na caªej prostej, mo»emy spró-
bowa¢ zmody�kowa¢ de�nicj¦ szeregu Fouriera i doprowadzi¢ j¡
do postaci znan¡ jako transformata Fouriera.

Spróbujmy zaobserwowa¢, jak (w sposób nieformalny) to roz-
szerzenie przeprowadzi¢.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Caªki Fouriera

Przypu±¢my, »e funkcja f : R → R jest bezwzgl¦dnie caªkowalna
i zapiszmy jej szereg Fouriera na pewnym przedziale [−`, `]:

f̃(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

kπx

`
+ bk sin

kπx

`

)
,

gdzie

ak =
1
`

∫ `

−`
f(y) cos

kπy

`
dy, bk =

1
`

∫ `

−`
f(y) sin

kπy

`
dy.

B¦dziemy próbowali przej±¢ do granicy `→∞.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Caªki Fouriera

Wybierzmy punkty ωk = kπ
` , wówczas ωk − ωk−1 = π

` =: ∆ω oraz

f̃(x) =
1
2`

∫ `

−`
f(y) dy +

∞∑
k=1

((
1
`

∫ `

−`
f(y) cos(ωky) dy

)
cos(ωkx)

+

(
1
`

∫ `

−`
f(y) sin(ωky) dy

)
sin(ωkx)

)
=

1
2π

(∫ `

−`
f(y) dy

)
∆ω +

∞∑
k=1

((
1
π

∫ `

−`
f(y) cos(ωky) dy

)
cos(ωkx)

+

(
1
π

∫ `

−`
f(y) sin(ωky) dy

)
sin(ωkx)

)
∆ω.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Caªki Fouriera

Zauwa»my, »e poniewa» funkcja f jest bezwzgl¦dnie caªkowalna, to

1
2π

(∫ `

−`
f(y) dy

)
∆ω

`→∞−−−→ 0,

a drugie wyra»enie przypomina sum¦ Riemanna dla caªki oznaczonej.
Gdy `→∞, to ∆ω → 0 i wyra»enie przyjmie posta¢

f̃(x) =

∫ +∞
0

((
1
π

∫ +∞
−∞

f(y) cos(ωy) dy

)
cos(ωx)

+

(
1
π

∫ +∞
−∞

f(y) sin(ωy) dy

)
sin(ωx)

)
dω.

Jest to tzw. caªka Fouriera dla funkcji f : R→ R.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Caªki Fouriera

Otrzymali±my wyra»enie postaci

f̃(x) =
∫ +∞
0

(A(ω) cos(ωx) +B(ω) sin(ωx)) dω,

gdzie

A(ω) =
1
π

∫ +∞
−∞

f(y) cos(ωy) dy, B(ω) =
1
π

∫ +∞
−∞

f(y) sin(ωy) dy.

Sumowanie zamienili±my na caªkowanie, a indeks k ∈ Z+ ∪ {0} na
zmienn¡ ω ∈ R+ ∪ {0}. Wynik dotycz¡cy zbie»no±ci caªki Fouriera
jest analogiczny do Twierdzenia Dirichleta.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Caªki Fouriera

Twierdzenie 4.

Niech funkcja f : R → R b¦dzie bezwzgl¦dnie caªkowalna oraz ka-
waªkami gªadka na ka»dym przedziale [−`, `], ` > 0. Wówczas, je±li
f̃ jest caªk¡ Fouriera funkcji f , to dla ka»dego x0 ∈ R zachodzi

f̃(x0) =
1
2

(
lim
x→x+0

f(x) + lim
x→x−0

f(x)

)
.

W szczególno±ci, je±li funkcja f jest ci¡gªa, to jej caªka Fouriera
w punkcie x0 zbiega do f(x0).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Caªki Fouriera

Zobaczmy jak to dziaªa na przykªadzie.

Przykªad 6.

Rozwa»my funkcj¦ f : R→ R dan¡ wzorem

f(x) =


1, dla |x| < 1,
1
2 , dla |x| = 1,

0, dla |x| > 1.

Jest to funkcja speªniaj¡ca zaªo»enia Twierdzenia 4.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Caªki Fouriera

Przykªad 6.

Mo»na ªatwo policzy¢, »e

A(ω) =
1
π

∫ +1
−1

cos(ωy) dy =
2 sinω
πω

,

B(ω) =
1
π

∫ +1
−1

sin(ωy) dy = 0,

a wobec tego

f(x) =
∫ +∞
0

2 sinω
πω

sin(ωx) dω.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Od caªki do transformaty

Zauwa»my, »e caªk¦ Fouriera (przy zaªo»eniu odpowiedniej zbie»no-
±ci) mo»emy zapisa¢ tak»e w innej formie:

f̃(x) =

∫ +∞
0

((
1
π

∫ +∞
−∞

f(y) cos(ωy) dy

)
cos(ωx)

+

(
1
π

∫ +∞
−∞

f(y) sin(ωy) dy

)
sin(ωx)

)
dω

=
1
π

∫ +∞
0

∫ +∞
−∞

f(y) (cos(ωy) cos(ωx) + sin(ωy) sin(ωx)) dy dω

=
1
π

∫ +∞
0

∫ +∞
−∞

f(y) cos(ω(y − x)) dy dω.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Od caªki do transformaty

Mo»na pokaza¢, »e wzór

f(x) =
1
π

∫ +∞
0

∫ +∞
−∞

f(y) cos(ω(y − x)) dy dω

jest prawdziwy przy dokªadnie tych samych zaªo»eniach, co Twier-
dzenie 4.

Wykorzystamy go do wyprowadzenia zespolonej postaci caªki
Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Od caªki do transformaty

Skorzystajmy ze wzoru cosx = 1
2

(
eix + e−ix

)
, a wtedy

f̃(x) =
1

2π

∫ +∞
0

∫ +∞
−∞

f(y)
(
eiω(y−x) + e−iω(y−x)

)
dy dω

=
1

2π

∫ +∞
0

∫ +∞
−∞

f(y)eiω(y−x) dy dω

+
1

2π

∫ +∞
0

∫ +∞
−∞

f(y)e−iω(y−x) dy dω.

W przedostatniej caªce dokonajmy zamiany zmiennych ω 7→ −ω.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Od caªki do transformaty

Wówczas

f̃(x) =
1

2π

∫ 0
−∞

∫ +∞
−∞

f(y)e−iω(y−x) dy dω

+
1

2π

∫ +∞
0

∫ +∞
−∞

f(y)e−iω(y−x) dy dω

=
1

2π

∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞

f(y)e−iω(y−x) dy dω

=
1

2π

∫ +∞
−∞

(∫ +∞
−∞

f(y)e−iωy dy
)

eiωx dω.

Jest to zespolona reprezentacja caªki Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Od caªki do transformaty

Otrzymali±my wyra»enie

f̃(x) =
1

2π

∫ +∞
−∞

C(ω)eiωx dω,

gdzie

C(ω) =
∫ +∞
−∞

f(y)e−iωy dy.

Wynik dotycz¡cy zbie»no±ci tego wzoru jest analogiczny do Twier-
dzenia 4, a funkcj¦ C(ω) b¦dziemy nazywa¢ transformat¡ Fouriera
funkcji f .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera � podstawowe wyniki

De�nicja 7.

Niech f : R → C b¦dzie bezwzgl¦dnie caªkowalna. Transformat¡
Fouriera funkcji f nazywamy funkcj¦ f̂ : R→ C zde�niowan¡ wzo-
rem

f̂(ω) =
∫ +∞
−∞

f(x)e−iωx dx.

Operator (liniowy), który funkcji caªkowalnej przyporz¡dkowuje jej
transformat¦ Fouriera, nazywamy transformacj¡ Fouriera, ozn. F
(tj. f̂ = F [f ]).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera � podstawowe wyniki

Uwagi.

Tym razem rozwa»amy funkcje o warto±ciach zespolonych � de-
�nicja jest poprawna, a zaªo»enia twierdze« o caªce Fouriera
nale»y rozpatrywa¢ osobno dla cz¦±ci rzeczywistej i urojonej.

Mo»na ªatwo pokaza¢, »e transformata Fouriera funkcji caªko-
walnej jest ograniczona, ale tak»e (cho¢ ju» nie tak ªatwo), »e
jest jednostajnie ci¡gªa.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera � podstawowe wyniki

Uwagi.

W literaturze mo»na si¦ spotka¢ równie» z inn¡ de�nicj¡:

f̂(ξ) =
∫ +∞
−∞

f(x)e−i2πξx dx

Jest to de�nicja równowa»na, b¦dziemy mieli tylko inny wzór
caªkowy:

f̃(x) =
∫ +∞
−∞

(∫ +∞
−∞

f(y)e−i2πξy dy
)

ei2πξx dξ.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera � podstawowe wyniki

Uwagi.

Interpretuj¡c funkcj¦ f jako funkcj¦ pewnej wielko±ci zmien-
nej w czasie, stosuj¡c transformacj¦ Fouriera przeksztaªcamy
j¡ w dziedzin¦ pulsacji (cz¦sto±ci koªowej) ω = 2πf , gdzie f to
cz¦stotliwo±¢ zmian (uwaga: to inne f).

Analiza sygnaªów (funkcji) z wykorzystaniem transformat
Fouriera nazywana jest analiz¡ cz¦stotliwo±ciow¡. Transfor-
mat¦ Fouriera sygnaªu nazywa si¦ wówczas widmem sygnaªu.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera � podstawowe wyniki

Przykªad 6 (ci¡g dalszy).

Wró¢my do przykªadu z funkcj¡

f(x) =


1, dla |x| < 1,
1
2 , dla |x| = 1,

0, dla |x| > 1.

Wykonuj¡c proste obliczenia mo»na policzy¢, »e

f̂(ω) = 2
sinω
ω

(wzór prawdziwy równie» dla ω = 0 � z ci¡gªo±ci).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera � podstawowe wyniki

Poniewa» transformata Fouriera jest funkcj¡ o warto±ciach zespolo-
nych, mo»na wyró»ni¢ dwie wielko±ci:

widmo amplitudowe: funkcja
∣∣∣f̂(ω)

∣∣∣,
widmo fazowe: funkcja arg(f̂(ω)).

Mo»na ªatwo pokaza¢, »e je±li funkcja f ma warto±ci rzeczywiste,
to widmo amplitudowe jest funkcj¡ parzyst¡, a widmo fazowe jest
funkcj¡ nieparzyst¡.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera � podstawowe wyniki

Widmo sygnaªu f z Przykªadu 6 (f̂(ω) = 2 sinωω ):
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera � podstawowe wyniki

Jednym z istotnych aspektów analizy cz¦stotliwo±ciowej jest mo»-
liwo±¢ odwracania transformacji Fouriera � znajdowania funkcji f ,
której transformata jest równa f̂ .

Widzieli±my ju» wcze±niej, »e (przy odpowiednich zaªo»eniach) mamy

f(x) =
1

2π

∫ +∞
−∞

(∫ +∞
−∞

f(y)e−iωy dy
)

eiωx dω

=
1

2π

∫ +∞
−∞

f̂(ω)eiωx dω.

Z tej postaci mo»na wywnioskowa¢ wzór na tzw. odwrotn¡ trans-
format¦ Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera � podstawowe wyniki

De�nicja 8.

Niech g : R→ C b¦dzie bezwzgl¦dnie caªkowalna. Odwrotn¡ trans-
format¡ Fouriera funkcji g nazywamy funkcj¦ ǧ : R → C zde�nio-
wan¡ wzorem

ǧ(x) =
1

2π

∫ +∞
−∞

g(ω)eiωx dω.

Operator (liniowy), który funkcji caªkowalnej przyporz¡dkowuje jej
odwrotn¡ transformat¦ Fouriera, nazywamy odwrotn¡ transforma-
cj¡ Fouriera, ozn. F−1 (tj. ǧ = F−1[g]).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera � podstawowe wyniki

Uwagi.

Mo»na ªatwo wywnioskowa¢, »e przy zaªo»eniach Twierdzenia 4
(oddzielnie dla cz. rzeczywistej i urojonej), jest to rzeczywi±cie
transformacja odwrotna:

f(x) = ˇ̂
f(x) =

1
2π

∫ +∞
−∞

f̂(ω)eiωx dω.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Wªasno±ci transformat

Transformata Fouriera ma szereg istotnych wªasno±ci, przydatnych
zarówno w obliczaniu samych transformat, jak i ich interpretowaniu.
Ze wzgl¦du na zastosowania zmienn¡ funkcji b¦dziemy traktowa¢
jako czas.

Przesuni¦cie czasowe:

Niech t0 ∈ R i g(t) = f(t− t0), wówczas

ĝ(ω) = e−iωt0 f̂(ω).

Przesuni¦cie czasowe sygnaªu nie zmienia jego widma amplitudowe-
go, zmienia jedynie widmo fazowe.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Wªasno±ci transformat
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Wªasno±ci transformat

Modulacja:

Niech ω0 ∈ R i gc(t) = f(t) · cos(ω0t), gs(t) = f(t) · sin(ω0t),
wówczas

ĝc(ω) =
1
2

(
f̂(ω + ω0) + f̂(ω − ω0)

)
,

ĝs(ω) =
i
2

(
f̂(ω + ω0)− f̂(ω − ω0)

)
.

Modulacja sygnaªu �rozsuwa� widmo sygnaªu w sposób symetryczny
lub antysymetryczny.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Wªasno±ci transformat
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Wªasno±ci transformat

Z wªasno±ci modulacji mo»na ªatwo wywnioskowa¢ wªasno±¢ przesu-
ni¦cia cz¦stotliwo±ciowego.

Przesuni¦cie cz¦stotliwo±ciowe:

Niech ω0 ∈ R i g(t) = f(t) · eiω0t, wówczas

ĝ(ω) = f̂(ω − ω0).

Nale»y pami¦ta¢, »e funkcja g ma warto±ci zespolone.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Wªasno±ci transformat
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Wªasno±ci transformat

Skalowanie:

Niech c ∈ R \ {0} i g(t) = f(ct), wówczas

ĝ(ω) =
1
|c|
f̂

(
t

c

)
.

Mo»na to interpretowa¢ nast¦puj¡co: im szerszy no±nik funkcji, tym
w¦»szy no±nik widma. Powy»sze twierdzenie dziaªa równie» dla c
ujemnych.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Wªasno±ci transformat

-10 -5 5
x

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

f (x)

-10 -5 5
ω

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

c f

(ω )

-10 -5 5
ω

-3

-2

-1

1

2

arg ( f

(ω ))

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Wªasno±ci transformat

Ró»niczkowanie:

Je±li f jest absolutnie ci¡gªa i jej pochodna f ′ jest caªkowalna,
a g(t) = f ′(t), to

ĝ(ω) = iωf̂(ω).

Ta wªasno±¢ ªatwo rozszerza si¦ na pochodne wy»szych rz¦dów.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Wªasno±ci transformat

Zauwa»my, »e ta formuªa pozwala nam sprowadzi¢ równania ró»nicz-
kowe zwyczajne do równa« algebraicznych. Maj¡c równanie

x(n)(t) + pn−1x
(n−1)(t) + . . .+ p1x

′(t) + p0x(t) = f(t),

mo»emy zastosowa¢ transformacj¦ Fouriera do lewej i prawej strony,
wówczas:

(iω)nX(ω) + pn−1(iω)n−1X(ω) + . . .+ p1iωX(ω) + p0X(ω)

= F (ω),

gdzie X i F to transformaty x i f .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Wªasno±ci transformat

St¡d otrzymujemy

X(ω) =
F (ω)

(iω)n + pn−1(iω)n−1 + . . .+ p1iω + p0
,

�wystarczy� wi¦c odwróci¢ transformat¦ Fouriera.

Tylko co z warunkami pocz¡tkowymi?

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

Wªasno±ci transformat

Twierdzenie 5.

Je±li funkcja f : R→ C jest bezwzgl¦dnie caªkowalna, to

lim
|ω|→∞

f̂(ω) = 0.

Mo»na te» ªatwo pokaza¢, »e

ˆ̂
f(x) = 2πf(−x).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Rozszerzenie poj¦cia szeregu Fouriera

To tylko pocz¡tek

Wspomniane wªasno±ci transformat Fouriera to tylko kilka przy-
kªadów.

Mo»na wyprowadzi¢ wiele innych, które maj¡ równie du»y wpªyw
na analiz¦ cz¦stotliwo±ciow¡ sygnaªów � wªasno±ci splotu, za-
chowywanie energii, itp.

O tym innym razem.

Spojrzymy jeszcze na jeden aspekt zwi¡zany ze wspóªczesn¡
analiz¡ sygnaªów.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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�Cyfryzacja�?

Transformata, a szereg Fouriera

Jedn¡ z najwa»niejszych �umiej¦tno±ci� w analizie sygnaªów jest mo»-
liwo±¢ zrekonstruowania sygnaªu z jego cyfrowych próbek.

Przykªad 7.

Rozwa»my bardzo prosty przykªad: niech x(t) = cos t i zarejestrujmy
jego próbki, tzn. warto±ci x(tn) w pewnych punktach tn ∈ R.

Na pocz¡tek niech tn = 2nπ, a nast¦pnie tn = 2
3nπ. Przypu±¢my, »e

nie wiemy, od jakiej funkcji x zacz¦li±my, mamy tylko próbki x(tn).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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�Cyfryzacja�?

Transformata, a szereg Fouriera

Do takiego zestawu próbek pasuje wiele ró»nych funkcji � która jest
ta �wªa±ciwa�?

tn  2 π n
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cos(3 t)
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�Cyfryzacja�?

Transformata, a szereg Fouriera

Do takiego zestawu próbek pasuje wiele ró»nych funkcji � która jest
ta �wªa±ciwa�?

tn 
2 π n

3
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cos(2 t)
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�Cyfryzacja�?

Transformata, a szereg Fouriera

Przypu±¢my, »e wiemy, »e nasza poszukiwana funkcja x ma ogra-
niczone pasmo, tzn. istnieje taki odcinek [−ωm, ωm], poza którym
widmo tej funkcji ma jedynie warto±ci zerowe:

∃ωm>0 ∀|ω|>ωm x̂(ω) = 0.

Najmniejsze takie ωm b¦dziemy nazywa¢ szeroko±ci¡ pasma.

(Zakªadamy, »e transformat¦ Fouriera x daje si¦ odwróci¢.)

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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�Cyfryzacja�?

Transformata, a szereg Fouriera

Wówczas

x(t) =
1

2π

∫ +ωm
−ωm

x̂(ω)eiωt dω.

Z drugiej strony, rozwi«my funkcj¦ x̂ w wykªadniczy szereg Fouriera
na odcinku [−ωm, ωm]:

x̂(ω) =
+∞∑

n=−∞
cn exp

(
i
nπ

ωm
ω

)
,

gdzie

cn =
1

2ωm

∫ +ωm
−ωm

x̂(ω) exp
(
−i nπ
ωm

ω

)
dω.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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�Cyfryzacja�?

Transformata, a szereg Fouriera

Widzimy wi¦c, »e

cn =
π

ωm
x

(
− nπ
ωm

)
,

a st¡d

x̂(ω) =
π

ωm

+∞∑
n=−∞

x

(
− nπ
ωm

)
exp

(
i
nπ

ωm
ω

)

=
π

ωm

+∞∑
n=−∞

x

(
nπ

ωm

)
exp

(
−i nπ
ωm

ω

)
.
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�Cyfryzacja�?

Transformata, a szereg Fouriera

Wstawmy to wyra»enie do wzoru na odwrotn¡ transformat¦ Fouriera
i przeprowad¹my (nieformalnie) obliczenia:

x(t) =
1

2π
π

ωm

∫ +ωm
−ωm

+∞∑
n=−∞

x

(
nπ

ωm

)
exp

(
−i nπ
ωm

ω

)
exp (iωt) dω

=
1

2ωm

+∞∑
n=−∞

x

(
nπ

ωm

)∫ +ωm
−ωm

exp
(
iω
(
t− nπ

ωm

))
dω = . . .

=
+∞∑

n=−∞
x

(
nπ

ωm

)
sin(ωmt− nπ)
ωmt− nπ

.

Jest to przepis na rekonstrukcj¦ funkcji z jej próbek.
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�Cyfryzacja�?

Twierdzenie Shannona o próbkowaniu

Twierdzenie 6.

Niech x : R→ C b¦dzie funkcj¡, której transformata Fouriera x̂ jest
odwracalna i speªnia warunek

∃ωm>0 ∀|ω|>ωm x̂(ω) = 0.

Wówczas, je»eli ta funkcja jest próbkowana z okresem Ts = π
ωm

,
to jej warto±ci mi¦dzy chwilami próbkowania mo»na odtworzy¢ na
podstawie próbek x(nTs) za pomoc¡ wzoru

x(t) =
+∞∑

n=−∞
x (nTs)

sin(ωm(t− nTs))
ωm(t− nTs)

.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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�Cyfryzacja�?

Twierdzenie Shannona o próbkowaniu

Wzór w Twierdzeniu 6 nosi nazw¦ wzoru interpolacyjnego
Kotielnikowa-Shannona.

Próbkowanie w tym twierdzeniu odbywa si¦ z cz¦sto±ci¡
ωs = 2π

Ts
= 2ωm, czyli z cz¦sto±ci¡ dwukrotnie wi¦ksz¡ od

maksymalnej wyst¦puj¡cej w widmie funkcji. T¦ cz¦stotliwo±¢
nazywa si¦ cz¦sto±ci¡ Nyquista.

Aby poprawnie zrekonstruowa¢ sygnaª mi¦dzy chwilami próbko-
wania musi by¢ speªniony warunek ωs  2ωm.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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�Cyfryzacja�?

Twierdzenie Shannona o próbkowaniu

Z Twierdzeniem Kotielnikowa-Shannona spotykamy si¦ wªa±ci-
wie codziennie � popularna cz¦stotliwo±¢ próbkowania d¹wi¦ków
do zapisu cyfrowego to ok. 44,1 kHz, wynikaj¡ca z faktu, »e
maksymalna cz¦stotliwo±¢ rejestrowana przez ludzkie ucho to
ok. 20 kHz.

Podobny powód stoi za tym, »e kamery �lmowe rejestruj¡ z cz¦-
stotliwo±ci¡ 24 fps (ramek na sekund¦).

Próbkowanie z mniejsz¡ cz¦stotliwo±ci¡ mo»e mie¢ ró»ne kon-
sekwencje � przede wszystkim mo»e znieksztaªci¢ sygnaª.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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�Cyfryzacja�?

Twierdzenie Shannona o próbkowaniu
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�Cyfryzacja�?

Twierdzenie Shannona o próbkowaniu
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�Cyfryzacja�?

Twierdzenie Shannona o próbkowaniu

Wyst¦puje wówczas zjawisko aliasingu. Mo»na je zaobserwowa¢
np. obserwuj¡c obracaj¡ce si¦ koªo samochodowe lub ±migªa he-
likoptera � wydaje si¦, »e poruszaj¡ si¦ z mniejsz¡ cz¦stotliwo±ci¡
ni» w rzeczywisto±ci.

Rzeczywiste sygnaªy rzadko maj¡ ograniczone pasmo � próbuje
si¦ je wówczas �ltrowa¢, tak by �wyci¡¢� skªadowe o zbyt du»ych
cz¦stotliwo±ciach.
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�Cyfryzacja�?

Filtrowanie (po raz drugi)

Idea, jaka stoi za poj¦ciem �ltracji funkcji okre±lonych na caªej pro-
stej, jest taka sama jak w przypadku funkcji okresowych (lub okre-
±lonych na odcinku).

De�nicja 9.

Niech x : R→ C b¦dzie funkcj¡, której transformata Fouriera x̂ jest
odwracalna. Filtracja funkcji x polega na zmody�kowaniu jej widma:

y(t) =
1

2π

∫ +∞
−∞

ĥ(ω)x̂(ω)eiωt dω,

gdzie ĥ : R → C jest funkcj¡ parzyst¡, nazywan¡ charakterystyk¡
cz¦stotliwo±ciow¡ �ltru.
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�Cyfryzacja�?

Filtrowanie (po raz drugi)

W najprostszym przypadku mo»e to by¢ tzw. �ltr prostok¡tny:

ĥ(ω) =


1, dla |ω| < ω0,

1/2, dla |ω| = ω0,

0, dla |ω| > ω0,

gdzie ω0 > 0 jest pewn¡ ustalon¡ staª¡.

Jest to przykªad �ltru dolnoprzepustowego � przepuszcza on wy-
ª¡cznie niskie cz¦stotliwo±ci, zeruje te wysokie.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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�Cyfryzacja�?

Filtrowanie (po raz drugi)
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�Cyfryzacja�?

Filtrowanie (po raz drugi)

W praktyce stosuje si¦ �ltry, których charakterystyki s¡ funkcjami
gªadkimi, np. �ltr Gaussa:

ĥ(ω) = e−απ
2ω2 .

Filtry dolnoprzepustowe maj¡ cech¦ wygªadzania funkcji (w szczegól-
no±ci wygªadzania kraw¦dzi).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

�Cyfryzacja�?

Filtrowanie (po raz drugi)

α  10-4x(t)

y(t)
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Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

�Cyfryzacja�?

Filtrowanie (po raz drugi)

Dziaªanie odwrotne maj¡ tzw. �ltry górnoprzepustowe. Tak jak
wcze±niej, mo»emy wskaza¢ tutaj prosty przykªad:

ĥ(ω) =


0, dla |ω| < ω0,

1/2, dla |ω| = ω0,

1, dla |ω| > ω0,

ale tak»e popularniejszy dolnoprzepustowy �ltr Gaussa:

ĥ(ω) = 1− e−απ
2ω2 .

Filtry te maj¡ cech¦ uwypuklania kraw¦dzi.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

�Cyfryzacja�?

Filtrowanie (po raz drugi)

α  10-3.5x(t)

y(t)

-2 -1 1
x

-0.5

0.5

1.0

1.5

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

�Cyfryzacja�?

Filtrowanie (po raz drugi)

Omawiane w tej cz¦±ci kwestie z ªatwo±ci¡ uogólniaj¡ si¦ na
przypadek wielowymiarowy, tzn. na funkcje wielu zmiennych.

Mo»na wówczas wyra¹nie zauwa»y¢ tak»e dziaªanie omawianych
tutaj �ltrów, w szczególno±ci dolnoprzepustowych (wygªadzaj¡-
cych) i górnoprzepustowych (kraw¦dziowych).

Zajmiemy si¦ tym (gªównie na laboratorium) omawiaj¡c trans-
formacje dyskretne.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Od szeregu Fouriera do przeksztaªce« dyskretnych

Wró¢my do szeregu Fouriera, tym razem wykªadniczego.

Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ okresow¡ o okresie T . Jej szereg
Fouriera jest na przedziale [0, T ] postaci

f̃(t) =
∞∑

k=−∞
dk exp

(
i
2kπ
T
t

)
,

gdzie

dk =
1
T

∫ T

0
f(t) exp

(
−i2kπ

T
t

)
dt, k ∈ Z.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Od szeregu Fouriera do przeksztaªce« dyskretnych

Wiemy, »e przy pewnych zaªo»eniach, szereg ten zbiega w punkcie t
do f(t).

Rozwa»my problem przybli»enia wspóªczynników dk za pomoc¡ sum
Riemanna. Podzielmy odcinek [0, T ] na N podprzedziaªów identycz-
nej dªugo±ci T

N , a nast¦pnie wybierzmy w ka»dym takim podprze-
dziale punkt, tzn.

tn ∈
[
nT

N
,
(n+ 1)T

N

]
, n ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Od szeregu Fouriera do przeksztaªce« dyskretnych

Wówczas

dk ≈
1
N

N−1∑
n=0

f(tn) exp
(
−i2knπ

N

)

(dla funkcji caªkowalnych w sensie Riemanna powy»sze sumy b¦d¡
zbie»ne do dk dla N →∞).

Jest to podstawa de�nicji dyskretnej transformaty Fouriera ci¡gu
N liczb zespolonych.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Od szeregu Fouriera do przeksztaªce« dyskretnych

De�nicja 10.

Niech u = (u0, . . . , uN−1) ∈ CN . N-punktow¡ dyskretn¡ trans-
format¡ Fouriera wektora u nazywamy ci¡g û = (ûk)k∈Z dany
wzorem

ûk =
N−1∑
n=0

un exp
(
−i2knπ

N

)
, k ∈ Z

Cz¦sto b¦dziemy skraca¢ nazw¦ dyskretnej transformaty Fouriera do
DFT (ang. discrete Fourier transform).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przykªadów

Przykªad 8.

Rozwa»my sygnaª (wektor) staªy, tzn. u = (u0, . . . , uN−1) ∈ CN ,
un = A, n = 0, 1, . . . , N − 1. Wówczas

ûk =
N−1∑
n=0

une−2πikn/N = A
N−1∑
n=0

e−2πikn/N = A
N−1∑
n=0

(
e−2πik/N

)n
.

Zauwa»my, »e mamy tutaj do czynienia z sum¡ N wyrazów ci¡gu
geometrycznego.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przykªadów

Przykªad 8.

Dla k 6= K ·N , K ∈ Z, mamy

ûk = A · 1− (e−2πik/N )N

1− e−2πik/N
= A · 1− e−2πik

1− e−2πik/N
= 0,

bo e−2πik = cos(2πk)− i sin(2πk) = 1.

Z drugiej strony dla k = K ·N , K ∈ Z, otrzymujemy

ûk = A
N−1∑
n=0

(
e−2πiK

)n
= A

N−1∑
n=0

1 = A ·N.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przykªadów

Przykªad 9.

Spójrzmy teraz na nieco inny sygnaª: u = (u0, . . . , uN−1) ∈ CN ,
gdzie

un =

{
A, dla n = 0, 1, . . . , `− 1,

0, dla n = `, `+ 1, . . . , N − 1.

Sytuacja jest tutaj bardzo podobna do wcze±niejszej.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przykªadów

Przykªad 9.

Dla k 6= K ·N , K ∈ Z, mamy

ûk =
N−1∑
n=0

une−2πikn/N = A
`−1∑
n=0

e−2πikn/N

= A
`−1∑
n=0

(
e−2πik/N

)n
= A · 1− (e−2πik/N )`

1− e−2πik/N

= A · e−πik(`−1)/N · sin(πk`/N)
sin(πk/N)

,

a dla k = K ·N , K ∈ Z, jak wcze±niej ûk = A · `.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przykªadów

Przykªad 10.

Rozwa»my jeszcze jeden przykªad: u = (u0, . . . , uN−1) ∈ CN ,
un = sin(παn/N), gdzie α ∈ R+ \ {K ·N : K ∈ Z}.

Mo»na obliczy¢, »e

ûk =

sgn(k) · N2i , dla 2k±α2N ∈ Z,
1
2i

(
1−eπiα

1−e−πi(2k−α)/N −
1−e−πiα

1−e−πi(2k+α)/N

)
, w p.p.

Z samego wzoru niewiele mo»na wyczyta¢, warto jednak spojrze¢ na
wykres warto±ci DFT tej funkcji.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przykªadów

Wykres û dla N = 128 i α = 16.
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przykªadów

Wykres û dla N = 128 i α = 15.
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Okresowo±¢ DTF

We wszystkich wcze±niejszych przykªadach daªo si¦ zaobserwowa¢,
»e uzyskane transformaty maj¡ pewn¡ wªasno±¢ � s¡ okresowe. Nie
jest to przypadek.

Zauwa»my, »e dla dowolnego k ∈ Z mamy

ûk+N =
N−1∑
n=0

une−2πi(k+N)n/N =
N−1∑
n=0

une−2πikn/N · e−2πin = ûk,

bo dla dowolnego n ∈ Z mamy e−2πin = 1.

Ci¡g û jest wi¦c okresowy z okresem N .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Okresowo±¢ DTF

Z tego wzgl¦du zazwyczaj ogranicza si¦ ci¡g û to wektora û ∈ CN .
Domy±lnie (we wszystkich pakietach obliczeniowych) wynikiem obli-
czania DFT jest wektor

û = (û0, û1, . . . , ûN−1),

jednak wygodnie (zwªaszcza ze wzgl¦du na interpretacj¦ wyniku) jest
umieszcza¢ �zerow¡� cz¦stotliwo±¢ (czyli dla k = 0) w ±rodku wek-
tora.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Okresowo±¢ DTF

Wówczas (w zale»no±ci od parzysto±ci N) przedstawia si¦ wektor:

dla N parzystego:

(ûN
2
, ûN

2 +1
, . . . , ûN−1, û0, û1, . . . , ûN

2 −1︸ ︷︷ ︸
N/2

),

dla N nieparzystego:

(ûN+1
2
, ûN+1

2 +1
, . . . , ûN−1, û0, û1, . . . , ûN−1

2︸ ︷︷ ︸
(N+1)/2

).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Okresowo±¢ DTF

Mo»na to zapisa¢ równie» w postaci:

dla N parzystego:

(û−N2
, û−N2 +1

, . . . , û−1, û0, û1, . . . , ûN
2 −1︸ ︷︷ ︸

N/2

),

dla N nieparzystego:

(û−N+1
2

, û−N+1
2 +1, . . . , û−1, û0, û1, . . . , ûN−12︸ ︷︷ ︸

(N+1)/2

).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Okresowo±¢ DTF

Pozwala to tak»e na zaobserwowanie wªasno±ci analogicznych do wªa-
sno±ci transformaty Fouriera. W przypadku wektora u ∈ RN :

dyskretne widmo amplitudowe, czyli amplituda |û|, jest
funkcj¡ parzyst¡,

dyskretne widmo fazowe, czyli argument arg(û), jest
funkcj¡ nieparzyst¡.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Okresowo±¢ DTF

Wykres û w Przykªadzie 10 dla N = 128 i α = 15.
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Przeksztaªcenie odwrotne

Istotnym zagadnieniem jest tak»e rekonstrukcja sygnaªu (wektora)
na podstawie wspóªczynniku jego dyskretnej transformaty Fouriera.

Procedura b¦dzie tutaj analogiczna do tej, któr¡ znamy z klasycznej
transformacji Fouriera. Zauwa»my, »e k 6= ` mamy

N−1∑
n=0

e−2πi(`−k)n/N =
1− e−2πi(`−k)

1− e−2πi(`−k)/N
= 0,

a gdy k = `, to

N−1∑
n=0

e−2πi(`−k)n/N = N,

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Przeksztaªcenie odwrotne

Wobec tego mamy

1
N

N−1∑
n=0

e−2πi`n/Ne2πikn/N = δ`,k,

a st¡d

uk =
N−1∑
`=0

u` · δ`,k =
1
N

N−1∑
n=0

N−1∑
`=0

u`e−2πi`n/Ne2πikn/N

=
1
N

N−1∑
n=0

ûne2πikn/N .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Przeksztaªcenie odwrotne

Otrzymali±my wi¦c gotowy wzór na odwrotn¡ transformat¦
Fouriera.

De�nicja 11.

Niech v = (v0, . . . , vN−1) ∈ CN . N-punktow¡ odwrotn¡ dyskret-
n¡ transformat¡ Fouriera wektora v nazywamy ci¡g v̌ = (v̌k)k∈Z
dany wzorem

v̌k =
1
N

N−1∑
n=0

vn exp
(
i
2knπ
N

)
, k ∈ Z.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Przeksztaªcenie odwrotne

Podobnie jak DFT, odwrotna transformata Fouriera równie» jest
N -okresowa.

Mo»na wi¦c traktowa¢ dyskretn¡ transformacj¦ Fouriera jako
wzajemnie jednoznaczne przeksztaªcenia z CN w CN .

Wªasno±ci DFT odpowiadaj¡ wªasno±ciom klasycznej transfor-
macji Fouriera.

Dzi¦ki temu DFT staªo niezwykle popularnym narz¦dziem w cy-
frowym przetwarzaniu sygnaªów � pozwala reprezentowa¢ sygnaª
jako wa»on¡ sum¦ sinusoid o ró»nych cz¦stotliwo±ciach.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Przyjrzyjmy si¦ temu, jak wygl¡da obliczanie DFT:

ûk =
N−1∑
n=0

une−2πikn/N .

Zauwa»my, »e ka»da z N liczb ωkN = e−2πik/N , k = 0, 1, . . . , N − 1,
jest jednym z zespolonych pierwiastków N -tego stopnia z jedynki.

Wyró»nijmy ωN = e−2πi/N , wówczas wszystkie pozostaªe pierwiastki
N -tego stopnia z jedynki s¡ jej pot¦gami:

ω0N , ω
1
N , . . . , ω

N−1
N .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

0 1

1

Re z

Im z

ω016

ω116

ω216

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Zauwa»my, »e przy takich oznaczeniach obliczenie DFT to tak na-
prawd¦ znalezienie warto±ci wielomianu

û(x) = u0 + u1x+ . . .+ uN−2x
N−2 + uN−1x

N−1

w punktach ω0N , ω
1
N , . . . , ω

N−1
N .

U»ywaj¡c standardowych algorytmów (np. metody Hornera) nale»a-
ªoby wykona¢ N razy algorytm dziaªaj¡cy z szybko±ci¡ O(N), co
oznacza, »e obliczanie DFT miaªoby szybko±¢ O(N2). Mo»na to jed-
nak zrobi¢ lepiej.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Dla uproszczenia b¦dziemy zakªada¢, »e N jest naturaln¡ pot¦g¡
liczby 2.

Algorytm szybkiej transformaty Fouriera (ang. fast Fourier trans-
form � FFT) wykorzystuje strategi¦ �dziel i rz¡d¹� � zde�niujmy dwa
nowe wielomiany stopnia N

2 − 1:

û[0](x) = u0 + u2x+ u4x
2 + . . .+ uN−2x

N/2−1,

û[1](x) = u1 + u3x+ u5x
2 + . . .+ uN−1x

N/2−1.

û[0] zawiera wszystkie wspóªczynniki û o indeksach parzystych, û[1]

� o indeksach nieparzystych. Wówczas

û(x) = û[0](x2) + xû[1](x2).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

û(x) = û[0](x2) + xû[1](x2).

Zredukowali±my nasz problem do:

obliczenia warto±ci dwóch wielomianów stopnia N
2 − 1 w punk-

tach

(ω0N )2, (ω1N )2, . . . , (ωN−1N )2,

poª¡czenia wyników.

Czy to wci¡» jest N ró»nych punktów?

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Zauwa»my, »e zbiór punktów

(ω0N )2, (ω1N )2, . . . , (ωN−1N )2,

nie zawiera N ró»nych punktów, ale N
2 zespolonych pierwiastków

stopnia N
2 z jedynki.

Wobec tego zredukowali±my problem obliczenia warto±ci wielomia-
nu stopnia N w N ró»nych punktach do rekurencyjnego obliczenia
warto±ci dwóch wielomianów stopnia N

2 w N
2 punktach.

Oba problemy maj¡ t¦ sam¡ form¦, ale podproblemy s¡ dwa razy
mniejsze.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

1: procedure Recursive-FFT(u)
2: N ← u.length
3: if N = 1 then

4: return u
5: end if

6: ωN ← e−2πi/N

7: ω ← 1
8: u[0] ← (u0, u2, . . . , uN−2)
9: u[1] ← (u1, u3, . . . , uN−1)

10: y[0] ← Recursive-FFT(u[0])
11: y[1] ← Recursive-FFT(u[1])
12: for k ← 0, N/2− 1 do

13: yk ← y
[0]
k + ωy

[1]
k

14: yk+(N/2) ← y
[0]
k − ωy

[1]
k

15: ω ← ωωN
16: end for

17: return y
18: end procedure

Mo»na sprawdzi¢, »e czas dziaªania tego algorytmu to

T (N) = 2T (N/2) +O(N) = O(N logN),

w porównaniu do prostej metody dziaªaj¡cej w czasie O(N2).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Rekurencyjny algorytm FFT dziaªa w czasie O(N logN), ale mo»na
uzyska¢ ni»sz¡ staª¡ ukryt¡ w notacji du»ego O.

Zauwa»my, »e p¦tla zawarta w algorytmie wymaga obliczenia warto-

±ci ωy
[1]
k dwukrotnie.

12: for k ← 0, N/2− 1 do

13: yk ← y
[0]
k + ωy

[1]
k

14: yk+(N/2) ← y
[0]
k − ωy

[1]
k

15: ω ← ωωN
16: end for

Zamiast tego, mo»emy t¦ warto±¢ obliczy¢ raz, przechowuj¡c j¡ w po-
mocniczej zmiennej t.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

12: for k ← 0, N/2− 1 do

13: t← ωy
[1]
k

14: yk ← y
[0]
k + t

15: yk+(N/2) ← y
[0]
k − t

16: ω ← ωωN
17: end for

¹ródªo: T. H. Cormen et al. Introduction to algorithms, 3rd ed., The MIT Press, 2009.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Zaprezentowany algorytm jest rekurencyjny (co nie do ko«ca nam
odpowiada). Mo»na jednak go sprowadzi¢ do algorytmu iteracyjnego.

8: u[0] ← (u0, u2, . . . , uN−2)
9: u[1] ← (u1, u3, . . . , uN−1)
10: y[0] ← Recursive-FFT(u[0])
11: y[1] ← Recursive-FFT(u[1])

Spróbujmy zapisa¢ wektory podawane na wej±cie procedury rekuren-
cyjnej w postaci drzewa i prze±led¹my jak wykonywany jest algorytm
Recursive-FFT �od doªu�.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

(u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7)

(u0, u2, u4, u6)

(u0, u4)

(u0) (u4)

(u2, u6)

(u2) (u6)

(u1, u3, u5, u7)

(u1, u5)

(u1) (u5)

(u3, u7)

(u3) (u7)

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Wystarczy wi¦c ustawi¢ wspóªrz¦dne wektora u w odpowiedniej ko-
lejno±ci, a nast¦pnie:

bierzemy pary elementów, obliczamy DFT ka»dej z nich u»ywa-
j¡c jednej operacji �motylkowej�, zast¦pujemy te pary ich trans-
formatami,

bierzemy pary elementów w czwórki, obliczamy DFT ka»dej
z nich u»ywaj¡c dwóch operacji �motylkowych�, zast¦pujemy te
czwórki ich transformatami,

bierzemy czwórki elementów w ósemki, obliczamy DFT ka»dej
z nich u»ywaj¡c czterech operacji �motylkowych�, ...

...

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Iteracyjny algorytm FFT wci¡» dziaªa w czasie O(N logN), jednak
ma jedn¡ zasadnicz¡ zalet¦ � nadaje si¦ do zrównoleglenia. Dzi¦ki
temu staª si¦ niezwykle popularnym narz¦dziem i jest zaimplemento-
wany w ka»dym pakiecie do oblicze« numerycznych.

Pozostaje nam jeszcze kwestia tego, do czego nam si¦ ten algorytm
(a tak naprawd¦ sama transformacja) mo»e przyda¢.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Szeregi Fouriera � raz jeszcze

Rozwa»ania na temat DFT rozpocz¦li±my od zagadnienia przybli-
»ania wspóªczynników dk wykªadniczego szeregu Fouriera. Wró¢my
jeszcze do tego problemu.

Pokazali±my na pocz¡tku, »e

dk ≈
1
N

N−1∑
n=0

f(tn) exp
(
−i2knπ

N

)

dla funkcji f : R→ C okresowej (o okresie T ), gdzie

tn ∈
[
nT

N
,
(n+ 1)T

N

]
, n ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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To si¦ naprawd¦ przydaje?

Szeregi Fouriera � raz jeszcze

We¹my wi¦c punkty

tn =
nT

N
, n ∈ {0, 1, . . . , N − 1},

i stwórzmy wektor próbek

f = (f(t0), f(t1), . . . , f(tN−1)) ∈ CN .

Obliczaj¡c DFT wektora f , tzn. f̂ = (f̂0, . . . , f̂N−1), uzyskujemy
przybli»enie wspóªczynników wykªadniczego szeregu Fouriera:

dk ≈
1
N
f̂k, k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Szeregi Fouriera � raz jeszcze

Przykªad 2 (ci¡g dalszy).

Wró¢my do przykªadu z funkcj¡

f(x) =

{
−1, dla − π ¬ x < 0,

1, dla 0 ¬ x ¬ π,

dla którego otrzymali±my wspóªczynniki

d0 = 0, dk =
i
kπ

((−1)k − 1), k ∈ Z \ {0}.

Porównajmy je z 1N f̂k dla N = 128.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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To si¦ naprawd¦ przydaje?

Szeregi Fouriera � raz jeszcze
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Szeregi Fouriera � raz jeszcze

Widzimy, »e przybli»enie

dk ≈
1
N
f̂k, k ∈ {0, 1, . . . , N − 1},

ma jednak kilka ogranicze«:

DFT jest okresowa, a wspóªczynniki szeregu Fouriera tej wªa-
sno±ci nie maj¡, rozwa»amy tak naprawd¦ wspóªczynniki dla
k ∈ [−N

2 ,
N
2 );

trudno jest w ogólno±ci znale¹¢ efektywne oszacowanie na k iN ,
które dawaªoby okre±lony bª¡d przybli»enia wspóªczynników dk;

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Szeregi Fouriera � raz jeszcze

Widzimy, »e przybli»enie

dk ≈
1
N
f̂k, k ∈ {0, 1, . . . , N − 1},

ma jednak kilka ogranicze«:

mimo wszystko w wielu praktycznych zastosowaniach mo»na
przyj¡¢, »e |k| ¬ N

8 .

Spróbujmy jednak spojrze¢ na mo»liwo±¢ przybli»enia samej transfor-
maty Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

Rozwa»my caªkowaln¡ funkcj¦ f : R→ C i zaªó»my, »e jej transfor-
mat¦ Fouriera daje si¦ przybli»y¢ za pomoc¡ caªki na sko«czonym
przedziale, tzn.

f̂(ω) =
∫ +∞
−∞

f(t)e−iωt dt ≈
∫ 2π`
0

f(t)e−iωt dt

(np. funkcja f ma ograniczony no±nik).

Podzielmy odcinek [0, 2π`] na N podprzedziaªów dªugo±ci 2π`N i wy-

bierzmy punkty tn = 2πn`
N , n = 0, 1, . . . , N − 1.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

Wówczas

f̂(ω) ≈
∫ 2π`
0

f(t)e−iωt dt

≈
N−1∑
n=0

f

(
2πn`
N

)
· exp

(
−i2ωn`π

N

)
·
(

2π`
N

)

=
2π`
N

N−1∑
n=0

f

(
2πn`
N

)
· exp

(
−i2ωn`π

N

)
.

Otrzymali±my niemal formuª¦ DFT. We¹my teraz ω = k/`, gdzie
k ∈ Z.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

Mamy ostatecznie

f̂

(
k

`

)
≈ 2π`

N

N−1∑
n=0

f

(
2πn`
N

)
· exp

(
−i2knπ

N

)
≈ 2π`

N
f̂k,

gdzie f̂ = (f̂k)k∈Z jest dyskretn¡ transformat¡ Fouriera wektora

f =

(
f

(
2πn`
N

)
n∈{0,1,...,N−1}

)
∈ CN .
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To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

Zauwa»my, »e w pierwszej kolejno±ci warto ograniczy¢ k do zbioru[
−N
2 ,

N
2

)
∩ Z (ze wzgl¦du na symetri¦ i okresowo±¢ DFT). Otrzy-

mujemy wi¦c przybli»enie transformaty Fouriera na przedziale

ω ∈
[
−N

2`
,
N

2`

)
.

W praktyce, podobnie jak przy szeregu Fouriera, warto ograniczy¢
si¦ do |k| ¬ N

8 .
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To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

Przykªad 11.

Rozwa»my funkcj¦

f(t) =


e−t, dla t > 0,
1
2 , dla t = 0,

0, dla t < 0.

Mo»na ªatwo sprawdzi¢, »e

f̂(ω) =
1− iω
1 + ω2

.
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To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

Przykªad 11.

Zobaczmy jak zachowuje si¦ DFT tej funkcji (tzn. ci¡gu jej punktów)
dla:

ustalonego ` = 1 i ró»nych warto±ci N ,

ustalonego N = 28 = 256 i ró»nych warto±ci `.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

` = 1, N = 64:
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

` = 1, N = 128:
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

` = 1, N = 256:
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

` = 2, N = 256:
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

` = 4, N = 256:
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

Mo»emy zaobserwowa¢ nast¦puj¡ce zjawiska:

zwi¦kszaj¡c N (przy ustalonym `) zwi¦kszamy zakres cz¦sto±ci
ω, na którym przybli»ana jest transformata;

zwi¦kszaj¡c ` (przy ustalonym N) zmniejszamy zakres
cz¦stotliwo±ci ω, na którym przybli»ona jest transformata, ale
zwi¦kszamy jednocze±nie rozdzielczo±¢, z jak¡ jest przybli»ana.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Przybli»anie transformaty Fouriera

Zauwa»my wobec tego, »e je±li nasz sygnaª (wektor) ma sko«czony
czas trwania, to zwi¦kszaj¡c jednocze±nie ` (na przykªad dopisuj¡c
zera) oraz N mo»emy otrzyma¢ przybli»enie transformaty tego sy-
gnaªu w tym samym zakresie cz¦stotliwo±ci, ale z lepsz¡ rozdziel-
czo±ci¡. Jest to jeden z podstawowych (i najprostszych) zabiegów
praktycznego zwi¦kszania rozdzielczo±ci.

Wykorzystuje si¦ go m.in. w analizie obrazów.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

Do tej pory rozwa»ali±my jedynie sygnaªy jednowymiarowe � funkcje
jednej zmiennej, ci¡gi i wektory. Dotychczas omówione poj¦cia mo»na
bez problemu uogólni¢ na wi¦ksz¡ liczb¦ wymiarów, co ma znaczenie
np. w analizie i przetwarzaniu obrazów.

Z matematycznego punktu widzenia obraz to dwuwymiarowa ma-
cierz u = (um,n), m ∈ {0, 1, . . . ,M −1}, n ∈ {0, 1, . . . , N −1}. Na
potrzeby tego wykªadu ograniczymy si¦ do obrazów w skali odcieni
szaro±ci, dla których ka»dy element macierzy (piksel) jest uto»samia-
ny z jak¡± liczb¡ rzeczywist¡.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

De�nicja 12.

Niech u = (um,n) ∈ CM×N . (M,N)-punktow¡ dyskretn¡
transformat¡ Fouriera macierzy u nazywamy dwuwymiarowy ci¡g
û = (ûk,`)(k,`)∈Z2 dany wzorem

ûk,` =
M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

um,n exp
(
−2πi

(
km

M
+
`n

N

))
, (k, `) ∈ Z2.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

Na podstawie dotychczasowych rozwa»a« ªatwo zaobserwowa¢ pewne
wªasno±ci:

2-wymiarowa DFT jest okresowa wzgl¦dem ka»dej ze zmien-
nych, tzn.

ûk+M,` = ûk,`, ûk,`+N = ûk,`,

wystarczy wi¦c ograniczy¢ wynik do macierzy û ∈ CM×N ;
podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, wygodnie jest
umieszcza¢ �zerow¡� cz¦stotliwo±¢ (czyli (k, `) = (0, 0)) w ±rod-
ku macierzy;
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

Na podstawie dotychczasowych rozwa»a« ªatwo zaobserwowa¢ pewne
wªasno±ci:

obliczenie 2-wymiarowej DFT oznacza tak naprawd¦ obliczenie
1-wymiarowych DFT w dwóch ró»nych kierunkach:

ûk,` =
N−1∑
n=0

(
M−1∑
m=0

um,n exp
(
−2πi

km

M

))
exp

(
−2πi

`n

N

)
,

czyli najpierw po kolumnach, a nast¦pnie po wierszach (mo»na
te» odwrotnie);

dzi¦ki temu mo»na wykorzysta¢ znane algorytmy (FFT) do szyb-
kiego obliczania transformat;
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

Na podstawie dotychczasowych rozwa»a« ªatwo zaobserwowa¢ pewne
wªasno±ci:

powy»sze wªasno±ci pokazuj¡ te» od razu, »e prawdziwy jest
wzór na odwrotn¡ 2-wymiarow¡ DFT:

um,n =
1

M ·N

M−1∑
k=0

N−1∑
`=0

ûk,` exp
(

2πi
(
km

M
+
`n

N

))
.

w taki sam sposób mo»na uogólni¢ DFT na sygnaªy 3-wymiarowe
(element takiej �macierzy�, tzn. woksel, b¦dzie reprezentowaª
pewn¡ obj¦to±¢).
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

Podobnie jak w przypadku transformacji Fouriera funkcji 1 zmiennej
(interpretowanej jako czas), tak i w przypadku transformat funkcji
wielu zmiennych mamy do czynienia z przeksztaªceniem w dziedzin¦
cz¦stotliwo±ci (w przypadku 2-wymiarowym � tzw. cz¦stotliwo±ci
przestrzennych).

Mo»na wówczas interpretowa¢ obszary o staªej jasno±ci jako obszary
wolnozmienne (o niskiej cz¦stotliwo±ci zmian), a kraw¦dzie jako ob-
szary szybkozmienne (o du»ych cz¦stotliwo±ciach). Zaobserwujemy
to na kilku przykªadach.
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

( animacja)
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Cyfrowe przetwarzanie obrazów

Na koniec zaobserwujmy, jak przedstawione rozwa»ania maj¡ si¦ do
analizy i przetwarzania rzeczywistych obrazów w skali odcieni szaro-
±ci.

Warto tutaj zwróci¢ uwag¦ na nast¦puj¡ce aspekty:

cho¢ interpretujemy gªównie widmo amplitudowe obrazów, to
widmo fazowe jest równie istotnym skªadnikiem;

podobnie jak w przypadku klasycznej transformacji Fouriera, dla
dyskretnej wielowymiarowej transformacji Fouriera równie» mo»-
na zastosowa¢ poj¦cie �ltracji � by¢ mo»e tutaj ªatwiej b¦dzie
zinterpretowa¢ jak ona dziaªa.
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Cyfrowe przetwarzanie obrazów

( animacja)
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Szeregi Fouriera Transformacja Fouriera Przeksztaªcenia dyskretne

To si¦ naprawd¦ przydaje?

Podsumowanie

Transformacje Fouriera (i ich dyskretne wersje) maj¡ szczegól-
ne znaczenie w przetwarzaniu danych rzeczywistych (d¹wi¦ków,
obrazów, danych medycznych, itp.), zarówno ze wzgl¦du na ªa-
two±¢ wykrywania pewnych cech w sygnaªach, ale tak»e mo»li-
wo±¢ kompresji.

Podczas laboratorium spróbujemy wykorzysta¢ omawiane meto-
dy (w szczególno±ci dotycz¡ce transformaty dyskretnej) do ana-
lizy i przeksztaªcania rzeczywistych sygnaªów, spojrzymy tak»e
na zagadnienie kompresowalno±ci.

KONIEC CZ��CI 3
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