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Szeregi Fouriera

[ Jelelele}

Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Réwnania rézniczkowe, pojawiajac sie w r6znych modelach, moga
prowadzi¢ do powstania zupetnie nowych narzedzi analizy pewnych
wielkosci.

Jedno z takich narzedzi pojawito sie w 1807 roku dzieki pracy fran-
cuskiego matematyka Josepha Fouriera, ktéry rozwazat model prze-
wodnictwa cieplnego.
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Szeregi Fouriera

[ Jelelele}

Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Rozwazmy nastepujacy model: mamy cienki jednorodny pret o dtu-
gosci (o statej gestosci i jednakowym przekroju na catej dtugosci)
— z matematycznego punktu widzenia mozemy go traktowaé jako
odcinek [0, 7]. Niech funkcja u = wu(t, x) opisuje temperature preta
w chwili ¢ i w punkcie z.
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Zmiany temperatury opisuje réwnanie przewodnictwa ciepfa:

ou 9%u

E:k@7 LL’E(O,?T),t>0,

gdzie k > 0 jest pewng stata materiatowa.
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

ou 9%u

Ezkw, $€(0,7T),t>0,

Jesli lewy i prawy koniec preta utrzymywane s3 w statej (zerowej)
temperaturze, to otrzymujemy tzw. warunek brzegowy:

u(t,0) = u(t,m) =0, t>0.

Poczatkowy rozktad temperatury, czyli warunek poczatkowy, za-
dany jest przez pewna funkcje

u(0,z) = f(x), x € (0,m).
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Pomyst: sprébujmy poszuka¢ rozwigzania w szczegélnej postaci, tzn.
u(t,z) =T(t) - X(x),

gdzie T'i X sa funkcjami jednej zmienne;.

Réwnanie przyjmuje wéwczas postac

) _ X'

z € (0,m),t>0

(poszukujemy rozwigzan, ktére nie s3 stale réwne zero).
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[ Jelelele}

Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Zauwazmy, ze lewa i prawa strona tej réwnosci zaleza od nieza-
leznych od siebie zmiennych, a sama réwnos¢ musi zachodzi¢ dla
wszystkich t > 0 i x € (0,7), zatem obie strony musza by¢ state:

() _ X'()

T#)  X(z) =

Otrzymalismy zatem dwa réwnania zwyczajne:

T'(t) + A\T'(t) =0, t>0,
X"(z)+AX(z) =0
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Pierwsze z tych réwnan ma rozwigzanie ogélne
Tt)=D-¢e*  DecR.
O rozwigzaniach drugiego réwnania mozemy powiedzie¢ wiecej.

Zauwazmy, ze z zadanego warunku brzegowego wynika, ze

£
—~
\.bk
=)
~—

I

0,
0.

T(t)-X(0)=0 = X(0)
Tt X(n)=0 = X(r)

g
=
3

I
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Mamy wiec zagadnienie brzegowe

X"(x) + XX (z) =0, z € (0,m),
X(0) = X(r) = 0.

Jest to tzw. zagadnienie Sturma-Liouville’a, ktére polega na zna-
lezieniu wartosci A (nazywanych warto$ciami wtasnymi), przy kté-
rych istnieja niezerowe rozwigzania réwnania (nazywane funkcjami
wtasnymi) spetniajace podane warunki brzegowe.

Zauwazmy, ze aby rozwigzac to zagadnienie nalezy rozpatrzy¢ trzy
przypadki.
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Przypadek 1 — XA < 0. Wéwczas rozwigzanie ogdlne jest postaci

X(x) = Clex\/j‘ + C’Qe_“m

)

a warunki brzegowe X (0) = X (m) = 0 implikuja, ze C; = Cy = 0,
zatem X = 0.

Nie interesuja nas rozwigzania zerowe — ten przypadek odrzuca-
my.
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Przypadek 2 — A = 0. Wéwczas rozwigzanie ogdlne jest postaci
X(z) = Crz + Cy,

a warunki brzegowe X (0) = X (7) = 0 implikuja, ze C; = Cy = 0,
zatem X =0.

Nie interesuja nas rozwigzania zerowe — ten przypadek odrzucamy.
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Przypadek 3 — A > 0. Wéwczas rozwigzanie ogdlne jest postaci
X (z) = Cy cos(zV\) + Cysin(zv/\).
Warunek brzegowy X (0) = 0 implikuje, ze
X(0)=Cicos0=0 = C;=0.
Z kolei uwzgledniajac warunek X (7) = 0 dostajemy
X () = Cysin(mvVA) =0,

co daje: Cy = 0 (odrzucamy) lub aVA=kn ke Zy.
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Szeregi Fouriera

[ Jelelele}

Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Widzimy wiec, ze niezerowe rozwigzania otrzymamy gdy A\ = k2,
k € Z4, i s3 to rozwiazania postaci

X(x) = C -sin(kx),
zatem funkcje
u(t,x) = Ae™Ft sin(kx)

spetniajg réwnanie przewodnictwa ciepta z zerowymi warunkami brze-
gowymi. Pozostaje nam teraz tak dobraé stata A, by spetniony byt
takze warunek poczatkowy.
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Przypusémy, ze warunek poczatkowy jest postaci
u(0,2) = f(z) = z(r — ), z € (0,m).
Zauwazmy, ze nie da sie tak dobra¢ statych A€ R ik € Z,, by
u(0,z) = Asin(kx) = z(r — z).

Poniewaz rozwazane réwnanie jest liniowe, to réwniez kombinacja
liniowa (dla réznych k) znalezionych rozwiazan je spetnia. Nie mozna
jednak réwniez tak dobra¢ statych Ay € R, k€ {1,..., K}, by

K

Z Agsin(kz) = (7 — x).
k=1
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Fourier wpadt jednak na pomyst, by sprébowa¢ poszuka¢ rozwigzania
w postaci szeregu:

u(t,x) = Z Ape 't sin(kx).
k=1

Jedli tylko ten szereg bedzie zbiezny, to bedzie spetniat wyjsciowe
réwnanie, a takze warunki brzegowe. Problem sprowadza sie wéwczas
do znalezienia Ay takich, ze

Z Apsin(kz) = x(m — ).
k=1
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Szeregi Fouriera

[ Jelelele}

Klasyczne narzedzia

Jak to sie zaczeto?

Fourier nie tylko twierdzit, ze mozna tak zrobi¢, podat takze kon-
kretne wartosci wspétczynnikéw Ayg:

i Y
Ap = 7/0 x(m — z)sin(kz) dx = éﬁ,

T T k3

a woéwczas rozwigzanie to
u(t,z) = Z S sin(kx).

Doprowadzito to do zdefiniowania tzw. szeregéw Fouriera.
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Formalna definicja

Ustalmy ¢ > 0 i przypus¢my, ze pewng funkcje f: [—¢,¢] — R mozna
przedstawi¢ jako sume szeregu postaci

f(z) = % + ;;1 <ak cos (kzrx) + by sin <kzrx)> , xe[=L1.

o Jak obliczy¢ wspétczynniki ay, by tego szeregu?

@ Jakie zatozenia musi spetnia¢ funkcja f, zeby szereg byt zbiezny?

Zaobserwujmy najpierw kilka faktéw.
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Formalna definicja

Lemat 1.

Dla n,m € Z, zachodza nastepujace réwnosci:
+e e nmw mm
/ de = 24, / cos (—x) cos (—x) de =2 dmn,
" e L l
+e nmw e nmw mm
/ cos (—:}c) dz =0, / sin (—:r,) sin (—x) de =2 5mn,
» L L l l
e nm +e mm
/ sin (—m) dz =0, / cos ( x) sin (—x) dz =0,
—¢ ¢ —¢ £

gdzie 6, , to delta Kroneckera.

~[§
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Formalna definicja

Wobec tego (zaktadajac, ze szereg jest odpowiednio zbiezny) dosta-
niemy

+¢
(z)dz =ao - ¢,

gdzie k € Z.

To juz pozwala nam wprowadzi¢ formalng definicje.
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Formalna definicja

Definicja 1.

Niech f: [—¢,/] — R bedzie bezwzglednie catkowalna. Trygono-
metrycznym szeregiem Fouriera funkcji f jest funkcja

f(x) = % + g (ak cos (k%x) + by, sin (k%m)) ,

gdzie
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Formalna definicja

Uwagi.
Zauwazmy, ze
@ wspoétczynniki ag, by sa dobrze okreslone i skonczone;

o jesli szereg jest zbiezny (punktowo, cho¢ jeszcze nie wiemy do
jakiej funkcji), to jego suma jest funkcja 2¢-okresowa na R.

Jakie musza by¢ spetnione warunki, by szereg byt zbiezny?
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Szeregi Fouriera
[e]e] lele}

Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

Zacznijmy od dwéch przyktadéw.

Przyktad 1.

Rozwazmy funkcje f: [—m, ] — R dana wzorem

0, dla —7 <z <0,
flx) =1, da0<z <73,
T — 1, d|a72r< T < .
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

J(x)
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

Przyktad 1.
Obliczajac wspétczynniki szeregu Fouriera otrzymamy:
1 rtr
aoz—/ f(:n)dx:...:ﬁ,
Vg p— 4
1 [tm 4 k k
ap = ;/_W f(z)cos(kx)dax = ... = e cos?wsm %,
1 rt7 ) 8 km . g km
by = = f(z)sin(kx)dz = ... = 2, 08 sin R

Zaobserwujmy jak zachowuja sie sumy czesciowe szeregu Fouriera.
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

— f®
- f[((x)
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

Spéjrzmy jednak na inny przyktad.

Przyktad 2.

Rozwazmy funkcje f: [—m, ] — R dana wzorem

-1, dla —7<z<0,
flz) =
1, dlao<zx<m.

Tym razem mamy do czynienia z funkcja nieciagta.
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Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

Przyktad 2.
W tym przypadku otrzymamy:
1 [t~
apg = — f(x)dx = 0 (funkcja nieparzysta),
T™J—m
1 [+
ar = — f(z) cos(kx) dx = 0 (funkcja nieparzysta),
™ J—7
1 [t~ 2
by = — f(z)sin(kz)de = ... = —(1 — (=1)%).
TJ_r km

Tym razem bedzie mozna zauwazy¢ pewne charakterystyczne punkty.
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Szeregi Fouriera
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Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

— f®
. 1.0
— fk®
0.5 K =99
- - - - - > X
-3 -2 -1 1 2
-05
-15
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Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

Przyktad 2.

Zauwazmy, ze szereg Fouriera funkcji f jest postaci

(1 — (—1)%) sin(kz).

Wéweczas

Nie jest to przypadek.

Podstawy matematyki stosowanej...
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Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

Definicja 2.
Funkcja f: [—¢,¢] — R spetnia warunki Dirichleta, jesli
@ jest przedziatami monotoniczna,

@ ma w przedziale (—¢, ) skoficzong liczbe punktéw nieciagtosci
| rodzaju, i jesli xg jest takim punktem, to

0 Ty

flan) =5 ( limf(2)+ lim f(a:)),

© na krancach przedziatu zachodzi

F(=0) = f(0) = ;( lim _f(z)+ lim f@)).

z——£ T—L—

Podstawy matematyki stosowanej...
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Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

Twierdzenie 1 (Dirichleta).

Jesli funkcja f: [—¢,£] — R spetnia warunki Dirichleta, to dla
x € [—{, (] prawdziwa jest réwnos¢

> k k
f(z) = % + kgl <ak cos (;x> + by sin (;x)> )
gdzie ag, by sa wspoétczynnikami szeregu Fouriera funkcji f.

Uwaga.

Mozna pokaza¢, ze rozwiniecie w szereg Fouriera jest jednoznaczne.

Podstawy matematyki stosowanej...
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Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

Uwaga.

Zauwazmy, ze

o funkcja z Przykfadu 1 spetniata warunki Dirichleta, funkcja
z Przyktadu 2 — nie;

e w przypadku funkcji przedziatami monotonicznych, majacych
skonczona liczbe punktéw nieciagtosci mozna stwierdzi¢, ze

f(xo) = % < 1im+ f(z)+ lim f(x))

T Ty

(i analogicznie na krancach przedziatéw);
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Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

Uwaga.
Zauwazmy, ze

@ jesli funkcja f: R — R jest 2¢-okresowa i spetnia warunki

Dirichleta na przedziale [/, ¢], to jest réwna swojemu szere-
gowi Fouriera dla wszystkich = € R.

Podstawy matematyki stosowanej...
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Klasyczne narzedzia

Kiedy to dziata?

Warto zaobserwowa¢ jeszcze jedng witasnos¢ szeregéw Fouriera:
@ jesli funkcja f: [—¢,¢] — R jest parzysta, to by, = 0 oraz
1 [ kr 2 [* km
ar =7 y f(z )cos(g )dm—z i f(z )cos(é )dx,
o jesli funkcja f: [—¢,¢] — R jest nieparzysta, to aj = 0 oraz
1 [t kr 2 [* km
bk_Z » f()sm(g )dx 7 f()sm(é )dx

0

Pozwoli nam to na zdefiniowanie transformaty dla funkcji okreslonej
na przedziale niesymetrycznym.

Podstawy matematyki stosowanej...
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Klasyczne narzedzia

Szereg sinuséw i cosinuséw

Woprowadzajac metode rozdzielenia zmiennych mielismy do czynienia
z funkcja

f(z)=z(1— ), xz € (0,m),
ktéra zostata rozwinieta w pewien szereg sinuséw:

41— 1’f

Z 1= (=" sin(kx).

Nie jest to jednak funkcja nieparzysta.
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Klasyczne narzedzia

Szereg sinuséw i cosinuséw

Mozemy jednak rozszerzy¢ te funkcje w sposéb nieparzysty do funkgji
g: [-m, 7] — R, tzn.

f(z), dla 0 <z <m,
gx) =< —f(-x), dla —7m<x<0,
0, dla z € {0, £7}.

Otrzymujemy woéwczas funkcje nieparzysty, ktorej szereg Fouriera
sktada sie z samych sinuséw, a po obcieciu do przedziatu [0, 7] jest
rowny funkgji f.
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Szeregi Fouriera

[e]e]e] e}

Klasyczne narzedzia

Szereg sinuséw i cosinuséw
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Klasyczne narzedzia

Szereg sinuséw i cosinuséw

Definicja 3.
Niech f:[0,/] — R bedzie bezwzglednie catkowalna. Szeregiem
Fouriera sinuséw funkcji f jest funkcja

f(z) = Z by, sin (Tm) ,
k=1
gdzie

92 L
bk:f/ f(x)sin (lmx>, keZ,.
¢ Jo 1
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Klasyczne narzedzia

Szereg sinuséw i cosinuséw

Prowadzi to do bezposredniego wniosku z Twierdzenia Dirichleta.
Twierdzenie 2.

Jesli funkcja f:[0,4] — R spetnia warunki Dirichleta wewnatrz
przedziatu oraz f(0) = f(¢) =0, to

f(z) = kij:l b, sin (kgrx) ,

gdzie by, sa wspotczynnikami szeregu Fouriera sinuséw funkcji f.
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Klasyczne narzedzia

Szereg sinuséw i cosinuséw

Analogiczne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢, chcac rozwingé
funkcje f okreslong na przedziale [0, ¢] w szereg Fouriera sktadajacy
sie z samych cosinuséw.

W tym przypadku rozszerzamy ja w sposéb parzysty do funkgji
g: [0, f] — R, tzn.

<Y,
T

o) = {f(x), dla 0 < .

x
f(=z), dla —¢£<

Otrzymana funkcja jest parzysta, a jej szereg Fouriera skfada sie
z samych cosinuséw.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera

[e]e]e] e}

Klasyczne narzedzia

Szereg sinuséw i cosinuséw

Definicja 4.
Niech f:[0,/] — R bedzie bezwzglednie catkowalna. Szeregiem
Fouriera cosinuséw funkcji f jest funkcja

f( :% Zakcos( ),

gdzie

= i/oﬁf(x) cos <I€€7T$) , keZyu{o}.
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Szeregi Fouriera

[e]e]e] e}

Klasyczne narzedzia

Szereg sinuséw i cosinuséw

Whiosek z Twierdzenia Dirichleta jest analogiczny.

Twierdzenie 3.

Jesli funkcja f:[0,4] — R spetnia warunki Dirichleta wewnatrz
przedziatu oraz jest ciagta na kraricach przedziatu, to

gdzie a; sa wspdtczynnikami szeregu Fouriera cosinuséw funkcji f.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera

[e]e]e] e}

Klasyczne narzedzia

Szereg sinuséw i cosinuséw

Dotychczasowe rozwazania moga prowadzi¢ do dos¢ zaskakujacych
wnioskow.

Przyktad 3.

Zauwazmy, ze funkcja f(z) = sinz, rozwazana na odcinku [—m, 7]
jest sama w sobie swoim rozwinieciem w szereg Fouriera. Ogranicza-
jac sie jednak do przedziatu [0, 7] mozemy ja przedstawi¢ w postaci

a wiec jako szereg samych cosinuséw.

:1\%

cos(2kx),

mw

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020

Podstawy matematyki stosowanej...



Szeregi Fouriera

[e]e]e] e}

Klasyczne narzedzia

Szereg sinuséw i cosinuséw

-1.0F

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera

[e]e]e]e] }

Klasyczne narzedzia

| po co to wszystko?

Mozna zacza¢ zastanawia sie, czemu rozwazamy szeregi ztozone
akurat z samych sinuséw i cosinuséw. Mamy przeciez dostepne na-
rzedzie w postaci szeregu Taylora.

Nalezy jednak pamieta¢ o tym, ze sinus i cosinus to (prawdopodob-
nie) najwazniejsze funkcje okresowe, ktére pojawiaja sie w wiekszo-
sci modeli zwigzanych np. z drganiami, w szczeg6lnosci z dzwieka-
mi.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera
[e]e]e]e] }

Klasyczne narzedzia

| po co to wszystko?

Y ()

(7 ,

Podstawy matematyki stosowanej
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Szeregi Fouriera
[e]e]e]e] }

Klasyczne narzedzia

| po co to wszystko?

Sprébujmy przedstawic¢ szereg Fouriera w nieco innej postaci. Mamy

flz) = % + ki::l (ak cos (kzrx) + by, sin (Tm)) .

Wprowadzmy wielkos¢ w = 7 — wielokrotnosci tej liczby to tzw.

czestosci kotowe definiujace szybkos¢ zmian kolejnych sktadowych
harmonicznych szeregu.

Podstawy matematyki stosowanej...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera
[e]e]e]e] }

Klasyczne narzedzia

| po co to wszystko?

Otrzymujemy wéwczas

= 50 z:: ay, cos (kwx) + by sin (kwx)) .

Sprébujmy dla kazdego k € Z. znalez¢ takie liczby cp i g, ze
zachodzi

ay, cos (kwx) + by sin (kwx) = ¢ cos (kwz + @) .

Podstawy matematyki stosowanej...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera
[e]e]e]e] }

Klasyczne narzedzia

| po co to wszystko?

Nie jest to trudne, wystarczy zauwazy¢, ze

¢ cos (kwx + pp) = ¢ cos(kwzx) cos(pg) — ¢k sin(kwx) sin(py),
a wéwczas poszukiwane liczby to rozwigzania uktadu réwnan

c cos(p) = ag, ek sin(pg) = —bg.

_ 2 2 _ ag : _ _ —b
= cp =+/ai +b CoS ) = sin @y, =
k k k° k /ai"!‘bi’ k

(o ile \/m # 0, w p.p. przyjmujemy ¢ = 0).

Podstawy matematyki stosowanej...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera
[e]e]e]e] }

Klasyczne narzedzia

| po co to wszystko?

Tak przedstawiony szereg Fouriera

flz) = i ¢k cos (kwz + i)
k=0

gdzie co = G, a g =0jedliag > 0ip =7 jesliag < 0, pozwala na

zdefiniowanie tzw. widma amplitudowego oraz widma fazowego
funkcji:

e widmo amplitudowe: ciag cx, K =0,1,2,...,
e widmo fazowe: ciag @i, K =0,1,2,....

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera
[e]e]e]e] }

Klasyczne narzedzia

| po co to wszystko?

S @)

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera

0000

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Inne podejscie

Z wyznaczaniem widma amplitudowego i fazowego wigze sie jeszcze
inna postac szeregu Fouriera, tzw. wykfadniczy szereg Fouriera.

Zanim do niego przejdziemy — krotka powtérka z algebry. Przypo-
mnijmy, ze kazda liczbe zespolona z € C mozemy przedstawié jako

z=x+iy=r-(cosp+isiny),

gdzie

/ x . Yy
T = .’L'2+y27 COS@:W,SIHSO:\/TW

(wyglada znajomo?).

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera

0000

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Inne podejscie

Korzystajac ze wzoréw Eulera mamy

e'? = cosp + isin p,

a stad

cosp = % (ei“" + e_i“’> , sinp = % (ei‘p — e_i“") .

Podstawmy te wzory do trygonometrycznego szeregu Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera

0000

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Inne podejscie

Niech f: [—¢,¢] — R bedzie taka, ze
= ?0 Z:: ay, cos (kwx) + by sin (kwx)) .

(gdzie w = 7). Woéwczas

P 2i

fla) = (120 N i (Cgc (eikw:c n e—ikwx) 4o (eikwx _ e—ikw:c))

Q

ag ay, — iby, lk‘wqj a + iby —1sz)
5 T Z (2 += e .

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera

0000

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Inne podejscie

Oznaczmy teraz

a ak—ibk
do = — dp=—,k=1,2,...
0 9’ k 9 ) ) )

a wtedy nasz szereg bedzie miat postac
0 . 0 — . i .
dO + Z dkelkwx + Z dke—lkwx _ Z dkelkwx7
k=1 k=1 k=—o00

gdzied_, =dp dlak=1,2,....

Czy mozna wyznaczy¢ wspétczynniki dj bezposrednio?

Podstawy matematyki stosowanej...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera

0000

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Przyspieszony kurs analizy funkcji o wartosciach zespolonych

Rozwazmy funkcje f: I — C, gdzie I C R. Mozemy wéwczas zapi-
sac

f(t) = x(t) +iy(b),
gdzie x,y: I — R sa funkcjami o wartosciach rzeczywistych.
Z geometrycznego punktu widzenia (interpretujac liczbe zespolong

jako punkt na ptaszczyznie) mozemy funkcje f traktowaé jako opis
parametryczny krzywej na plaszczyznie.

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera

0000

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Przyspieszony kurs analizy funkcji o wartosciach zespolonych

Przyktad 4.

Funkcja f(t) = e’ = cost +isint, t € [0,27] jest parametrycznym
opisem okregu jednostkowego.

Przyktad 5.

Funkcja f(t) = Ae*+Be™, ¢ € [0, 27] jest parametrycznym opisem
elipsy o p6tosi wielkiej A + B i pétosi matej A — B.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera

0000

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Przyspieszony kurs analizy funkcji o wartosciach zespolonych

Wszystkie operacje na funkcjach zmiennej rzeczywistej o warto-
sciach zespolonych (obliczanie granic, pochodnych, itd.) mozna wy-
konywaé po wspétrzednych, np. f/(t) = 2/(t) + iy/(¢).
Przyktad 4 (ciag dalszy).
Dla f(t) = el mamy
/ d sl o it
fi(t) = T (cost +1isint) = ie

(dziataja znane wzory — liczby zespolone traktujemy jako... liczby).

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera

0000

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Przyspieszony kurs analizy funkcji o wartosciach zespolonych

W szczegdlnosci catke z funkcji zmiennej rzeczywistej o wartosciach
zespolonych definiujemy po wspétrzednych:

b

/abf(t)dt:/abx(t)dt—ki/ y(t) dt.

a

Pozwoli to nam na uproszczenie wzoréw na wspotczynniki wyprowa-
dzanego szeregu Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera

[e]e] le]

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Wyktadniczy szereg Fouriera

Przeanalizujmy kolejny wspétczynniki dy:

_ao_l +4
h=3 =5 [, f@

dlak=1,2,..., mamy d; = %, a zatem
1 [+ i [t
di = —/ f(x) cos(kwz) dx — f(z) sin(kwz) dzx
20 )¢ 20 ) 4

L
= 215/——2 f(z) (cos(kwz) — isin(kwzx)) dzx

1 e —ikwz
= ﬂ/—e f(x)e dz.

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera

[e]e] le]

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Wyktadniczy szereg Fouriera

Z drugiej strony dla k = —1,—2,..., mamy dj, = d_j, czyli

+1z +€
dy, = 26/ ) cos(—kwz) dz + 26/ x) sin(—kwz) dz

+
=2 /—Z f(x) (cos(kwzx) — isin(kwz)) dz

1 i —ikwzx
= 2—5/4 flx)e dz.

Wida¢ tutaj pewna prawidtowosc¢.

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera
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Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Wyktadniczy szereg Fouriera

Mozemy dla dowolnego k € Z napisac

1 i —ikwz
dy, = ﬁ/—e f(z)e dz

a to prowadzi nas juz do formalnej definicji wyktadniczego szeregu
Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera

[e]e] le]

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Wyktadniczy szereg Fouriera

Definicja 5.

Niech f: [—¢,¢] — R bedzie bezwzglednie catkowalna. Wyktadni-
czym szeregiem Fouriera funkgji f jest funkcja

~ i Jkm
flx) = k;oo dj, exp <1£x> ,
gdzie

1 [+ km
dy, = ﬂ/_g f(z)exp (—1€a:> dz, keZ.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera
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Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Wyktadniczy szereg Fouriera

Uwagi.
o Twierdzenie Dirichleta jest prawdziwe réwniez dla tej postaci
szeregu Fouriera.
o Jesli funkcja f jest okreslona na catej prostej R i okresowa, to

mozemy catkowaé po dowolnym przedziale o dtugosci 2¢.

@ W literaturze mozna sie spotka¢ nastepujaca notacja: dla funkgji
okresowej o okresie podstawowym 7" wyktadniczy szereg Fourie-
ra definiujemy jako

Z dy, exp (1—:10 / flz exp ) dzx.

k=—o0

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera
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Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Filtrowanie sygnatéw

Wréémy jeszcze do Przyktadu 2 z funkcjg znaku.

Przyktad 2 (ciag dalszy).
Rozwazajac funkcje

-1, dla —7m<x<0,
flz) =
1, dla0<z<m,
otrzymalismy wspétczynniki

i

do =0, dkzﬁ((—l)k—l), keZ\ {0}

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera

[e]e]e]

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Filtrowanie sygnatéw

Z obliczeniowego punktu widzenia, nie da sie stworzy¢ wykresu do-
wolnej funkcji zadanej za pomoca nieskoniczonego szeregu — moze-
my jedynie stosowac pewne przyblizenia i prébowaé rysowac wykresy
pewnych sum czesciowych.

Spéjrzmy jeszcze raz jak te sumy czeSciowe wygladaty w przypadku
tej funkgji.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera

[e]e]e]

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Filtrowanie sygnatéw

A~

K
fr(x) = Z dy, exp (ikz) .

k=—K
— S ®
~ 1.0
— fk®
0.5 K =99
. - > X
_3 ) -1 1 2
-0.5
-15

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera ransformacja Fouriera

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Filtrowanie sygnatéw

Mozna zaobserwowa¢, ze w poblizu punktu nieciagtosci z = 0 poja-
wiaj3 sie oscylacje. Poniewaz wiemy, ze szereg Fouriera w tym punkcie
jest zbiezny (do zera), to spodziewalibysmy sie, ze te oscylacje beda
sie wygtadza¢ — tak jednak nie jest.

Dodatkowo mozna tez zauwazyé, ze oscylacje te maja (z grubsza)
te sama amplitude dla dowolnego K (choé im wyzsze K tym te
oscylacje beda sie przesuwaty blizej do punktu x = 0).

Zjawisko wystepowania takich oscylacji w poblizu punktéw nieciggto-
sci nazywamy efektem Gibbsa — zostato ono szczegétowo opisane
na poczatku XX wieku przez amerykanskiego fizyka Josiaha Willarda
Gibbsa.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera

[e]e]e]

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Filtrowanie sygnatéw
Efekt Gibbsa jest zjawiskiem (najczesciej) niepozadanym i prébuje
sie go wyeliminowaé. W tym celu stosuje sie tzw. filtracje.

Definicja 6.

Niech di, k € 7Z, beda wspétczynnikami wyktadniczego szeregu
Fouriera pewnej funkcji f: [-¢,/] — R. Filtrowana suma cze-
§ciowg szeregu Fouriera funkcji f nazywamy funkcje

fK(ﬂ?) = kf_:KZ (;) di, exp <1k2x> ,

gdzie Z: [—1,1] — R jest funkcja ciagta i parzysta — filtrem.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera

[e]e]e]

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Filtrowanie sygnatéw

Dobierajac odpowiednio funkcje Z mozna osiggnac rézne efekty.

Jeden z pomystéw, ktéry doprowadzit do zdefiniowania tzw. filtru
Cesaro, bazowat na nastepujacej obserwacji: jezeli funkcja f jest 27

okresowa i bezwzglednie catkowalna, to w kazdym punkcie x ciggtosci
f zachodzi

= K
Z — f(x),

gdzie S,, jest n-t3 suma czesciowa wyktadniczego szeregu Fouriera:

n

Sn(x) = Y dpexp (ikz).
k=—n

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Szeregi Fouriera

[e]e]e]

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Filtrowanie sygnatéw

Po pewnych przeksztatceniach mozna sprowadzi¢ ten wzér do postaci

K

fr@) =Y (1— ‘ED dy exp (ikz) .

k=—K

Otrzymana w ten sposéb funkcja
Z(t):1_|t|v tE[—l,l],

nazywana jest filtrem Cesaro.

Zobaczmy jak ten filtr radzi sobie w praktyce, na przyktadzie rozwa-
zanej wczesniej funkcji.

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera
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Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Filtrowanie sygnatéw

Podstawy matematyki stosowanej...
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Szeregi Fouriera

[e]e]e]

Funkcje o wartoéciach zespolonych?

Filtrowanie sygnatéw

Widzimy, ze filtr Cesaro wygtadza i ttumi pojawiajace sie oscylacje.

Podobny efekt mozna osiggnac¢ korzystajac np. z filtru Hamminga:
Z(t) = 0,54 4 0,46 cos(t),

albo filtru Gaussa:

Wiecej szczegétéw na laboratorium.

Podstawy matematyki stosowanej...
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Transformacja Fouriera

[ Jelelele}

Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Catki Fouriera

e Trygonometryczny szereg Fouriera pozwala na reprezentacje funk-
cji okreslonych na skorficzonym przedziale [—/, £].

@ Mozna jego definicje rozszerzyé, ale tylko na funkcje 2¢-okresowe.

@ W przypadku funkcji okreslonych na catej prostej, mozemy spré-
bowaé zmodyfikowa¢ definicje szeregu Fouriera i doprowadzi¢ ja
do postaci znang jako transformata Fouriera.

@ Sprébujmy zaobserwowaé, jak (w sposéb nieformalny) to roz-
szerzenie przeprowadzic.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera

[ Jelelele}

Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Catki Fouriera

Przypusémy, ze funkcja f: R — R jest bezwzglednie catkowalna
i zapiszmy jej szereg Fouriera na pewnym przedziale [/, /]:

kmx kmx
AR X fidahed
+ E (akcos + b sin 7 ),

gdzie

6/ cos— by = 6/ fly sm—

Bedziemy probowali przejs¢ do granicy £ — oo.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera

[ Jelelele}

Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Catki Fouriera

™

kT”, wéwczas wy — wi—1 = 7 =: Aw oraz

Wybierzmy punkty wy =
14 oo 14

Fo) =5 | RELZDY ((2 | sweosten dy> cos(r)
13

+ (2 /_Zf(y) sin(wgy) dy) sin(wm:))

1 ¢ ° 1 [
27 </2 f() dy) Aw + ; <(7T /4 f(y) cos(wry) dy> cos(wxT)

‘
+ (i/ f(y) sin(wky) dy) sin(wkx)) Aw.
-t

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera

[ Jelelele}

Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Catki Fouriera

Zauwazmy, ze poniewaz funkcja [ jest bezwzglednie catkowalna, to

L ([ ) ae 220
g/%f(y)y w——0,

a drugie wyrazenie przypomina sume Riemanna dla catki oznaczonej.
Gdy ¢ — o0, to Aw — 0 i wyrazenie przyjmie postaé

+oo +oo
for= [ (3] st ay) coston)

+oo
+ (711_/ f(y) sin(wy) dy) sin(wx)> dw.

oo

Jest to tzw. catka Fouriera dla funkcji f: R — R.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera

[ Jelelele}

Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Catki Fouriera

Otrzymalismy wyrazenie postaci

+o00
(x) = /0 (A(w) cos(wzx) + B(w) sin(wz)) dw,

+oo +oo
Aw) =1 / fWeosendy,  Blw) = - / £() sin(wy) dy.
Sumowanie zamienilismy na catkowanie, a indeks k € Z, U {0} na
zmienna w € R4 U {0}. Wynik dotyczacy zbieznosci catki Fouriera
jest analogiczny do Twierdzenia Dirichleta.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera

[ Jelelele}

Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Catki Fouriera

Twierdzenie 4.

Niech funkcja f: R — R bedzie bezwzglednie catkowalna oraz ka-
watkami gtadka na kazdym przedziale [—¢,¢], ¢ > 0. Wéwczas, jesli

f jest catka Fouriera funkgji f, to dla kazdego xg € R zachodzi

f(aco) = % <Ilim+ f(z)+ lim f(:c)) i

—Ty ToTy

W szczegélnosci, jesli funkcja f jest ciggta, to jej catka Fouriera
w punkcie x zbiega do f(xo).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Catki Fouriera

Zobaczmy jak to dziata na przyktadzie.

Przyktad 6.

Rozwazmy funkcje f: R — R dana wzorem

1, dla |z| <1,
flz)=43, dla |z|=1,
0, dla |z| > 1.

Jest to funkcja spetniajaca zatozenia Twierdzenia 4.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Catki Fouriera

Przyktad 6.
Mozna fatwo policzy¢, ze
1 [t 2 si
Alw) = —/ cos(wy) dy = ﬂ,
T Jo1 Tw
1 [t+!
B(w) = —/ sin(wy) dy = 0,
™ 1
a wobec tego
T 2sinw
p— 1 d .
f(z) /0 — sin(wx) dw

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020

Podstawy matematyki stosowanej...



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Od catki do transformaty

Zauwazmy, ze catke Fouriera (przy zatozeniu odpowiedniej zbiezno-
$ci) mozemy zapisa¢ takze w innej formie:

fa= [T (2] sweostenan) cose

“+o0o
+ (1/ f(y) sin(wy) dy) sin(wx)) dw

s

(cos(wy) cos(wz) + sin(wy) sin(wz)) dy dw

) cos(w(y — z)) dy dw.

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020

Podstawy matematyki stosowanej...



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Od catki do transformaty

Mozna pokazaé, ze wzér

1 +oo  ptoo
fay =~ [ [ s costwly — ) dyde
jest prawdziwy przy doktadnie tych samych zatozeniach, co Twier-

dzenie 4.

Wykorzystamy go do wyprowadzenia zespolonej postaci catki
Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Od catki do transformaty

Skorzystajmy ze wzoru cosz = % (eim + e*ix>, a wtedy

+oo 400
elw(y—z) iw(y—=)

27r / / +e” ) dy dw

+oo +oo 1w (y—zx)
T o / / dy dw

oo p+o0o
/ / e~ lw (y—zx) dy dw.
271'

W przedostatniej catce dokonajmy zamiany zmiennych w — —w.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Od catki do transformaty

Wéwcezas

+OO w(y—=) q4, d
277/ / Y
—+oco +oo
/ / e wly—o) dy dw
27r

+oo +oo
/ “=2) qy dw

2171' /_OO (/_Oo f(y)e ““’ydy> T dw.

Jest to zespolona reprezentacja catki Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Od catki do transformaty

Otrzymalismy wyrazenie

1 +o0

f(z) O(w)e” dw,

= % .
gdzie
+o00 .
Cw) = [ feiray.

Wynik dotyczacy zbieznosci tego wzoru jest analogiczny do Twier-
dzenia 4, a funkcje C'(w) bedziemy nazywa¢ transformata Fouriera
funkcji f.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera — podstawowe wyniki

Definicja 7.

Niech f: R — C bedzie bezwzglednie catkowalna. Transformata
Fouriera funkcji f nazywamy funkcje f: R — C zdefiniowana wzo-
rem

N +oo .
flw) = / f(x)e " dx.

—00
Operator (liniowy), ktéry funkcji catkowalnej przyporzadkowuje jej
transformate Fouriera, nazywamy transformacja Fouriera, ozn. F

(ti. f = FLf).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera — podstawowe wyniki

Uwagi.

@ Tym razem rozwazamy funkcje o wartosciach zespolonych — de-
finicja jest poprawna, a zatozenia twierdzen o catce Fouriera
nalezy rozpatrywaé osobno dla czesci rzeczywistej i urojone;.

@ Mozna fatwo pokazac, ze transformata Fouriera funkgji catko-
walnej jest ograniczona, ale takze (cho¢ juz nie tak tatwo), ze
jest jednostajnie ciagta.

Podstawy matematyki stosowanej...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera — podstawowe wyniki

Uwagi.
e W literaturze mozna sie spotkac réwniez z inng definicja:
" +00 .
F& = [ pwe s
—00

Jest to definicja réwnowazna, bedziemy mieli tylko inny wzoér
catkowy:

foy= [ ( [ e dy) 27 i

—00 —00

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera — podstawowe wyniki

Uwagi.

o Interpretujac funkcje f jako funkcje pewnej wielkosci zmien-
nej w czasie, stosujac transformacje Fouriera przeksztatcamy
ja w dziedzine pulsacji (czestosci kotowej) w = 27 f, gdzie f to
czestotliwo$¢ zmian (uwaga: to inne f).

e Analiza sygnatéw (funkcji) z wykorzystaniem transformat
Fouriera nazywana jest analiza czestotliwo$ciowa. Transfor-
mate Fouriera sygnatu nazywa sie wéwczas widmem sygnatu.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera — podstawowe wyniki

Przyktad 6 (ciag dalszy).
Wréémy do przyktadu z funkcja

1, dla |z] <1,
fl@)=14q1 dla |z| =1,
0, dla |z| > 1.

Wykonujac proste obliczenia mozna policzyé, ze

A sin w

flw) =2

w

(wzér prawdziwy réwniez dla w = 0 — z ciagtosci).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera — podstawowe wyniki

Poniewaz transformata Fouriera jest funkcja o wartosciach zespolo-
nych, mozna wyrézni¢ dwie wielkosci:
o widmo amplitudowe: funkcja ‘f(w)‘

N

e widmo fazowe: funkcja arg(f(w)).

Mozna tatwo pokaza¢, ze jesli funkcja f ma wartosci rzeczywiste,
to widmo amplitudowe jest funkcja parzysta, a widmo fazowe jest
funkcja nieparzysta.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera — podstawowe wyniki

Widmo sygnatu f z Przyktadu 6 (f(w) = 252«):

w

I/ (@)l m,u(/k(//H

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera — podstawowe wyniki

Jednym z istotnych aspektéw analizy czestotliwosciowe] jest moz-
liwos¢ odwracania transformacji Fouriera — znajdowania funkcji f,
ktérej transformata jest réwna f.

Widzielismy juz wczesniej, ze (przy odpowiednich zatozeniach) mamy

1@ =5 [ ([ rwertray) da

—00 —00
L fea
= — w)e w.
27 J o

Z tej postaci mozna wywnioskowaé wzor na tzw. odwrotng trans-
formate Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera — podstawowe wyniki

Definicja 8.

Niech g: R — C bedzie bezwzglednie catkowalna. Odwrotna trans-
formata Fouriera funkcji g nazywamy funkcje g: R — C zdefinio-
wana wzorem

v() 1/+OO ()iwxd
)= — w)e w.
g o oo g

Operator (liniowy), ktéry funkcji catkowalnej przyporzadkowuje jej
odwrotng transformate Fouriera, nazywamy odwrotng transforma-
cja Fouriera, ozn. F~! (tj. g = F![g]).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Transformata Fouriera — podstawowe wyniki

Uwagi.
@ Mozna tatwo wywnioskowa¢, ze przy zatozeniach Twierdzenia 4
(oddzielnie dla cz. rzeczywistej i urojonej), jest to rzeczywiscie
transformacja odwrotna:

1 [tee

f(z) = f(a) = — @) do,

2 J_

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Witasnosci transformat

Transformata Fouriera ma szereg istotnych wtasnosci, przydatnych
zaréwno w obliczaniu samych transformat, jak i ich interpretowaniu.
Ze wzgledu na zastosowania zmienng funkgcji bedziemy traktowac

jako czas.

Przesuniecie czasowe:
Niech tp € Ri g(t) = f(t — to), wéwczas

gw) = e f(w).

Przesuniecie czasowe sygnatu nie zmienia jego widma amplitudowe-
go, zmienia jedynie widmo fazowe.

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020

Podstawy matematyki stosowanej...



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Witasnosci transformat

10

05

Podstawy matematyki stosowanej
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Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Witasnosci transformat

Modulacja:

Niech wy € R i g.(t) = f(t) - cos(wot), gs(t) = f(t) - sin(wot),
wowczas

o) = 5 (Flw -+ ) + Fw —w0).

6o(w) = 5 (F(w+w0) = flw—w0)).

Modulacja sygnatu ,rozsuwa” widmo sygnatu w sposéb symetryczny
lub antysymetryczny.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Witasnosci transformat

1@l arg(f (@)

Podstawy matematyki stosowanej Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Wtasnosci transformat
Z wtasnosci modulacji mozna tatwo wywnioskowa¢ wtasno$¢ przesu-
niecia czestotliwosciowego.

Przesuniecie czestotliwosciowe:

Niech wg € R i g(t) = f(t) - 0!, wéwczas
§(w) = f(w —wo).

Nalezy pamieta¢, ze funkcja g ma wartosci zespolone.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Witasnosci transformat

Podstawy matematyki stosowanej Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Witasnosci transformat

Skalowanie:
Niech c € R\ {0} i g(t) = f(ct), wéwczas

aw = (2).

Mozna to interpretowaé nastepujgco: im szerszy nosnik funkgji, tym
wezszy nos$nik widma. Powyzsze twierdzenie dziata réwniez dla ¢
ujemnych.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Witasnosci transformat

Podstawy matematyki stosowanej Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Witasnosci transformat

Rézniczkowanie:

Jesli f jest absolutnie ciagta i jej pochodna f’ jest catkowalna,

ag(t) =f'(t), to
§(w) = iwf(w).

Ta wiasno$¢ tatwo rozszerza sie na pochodne wyzszych rzedéw.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Witasnosci transformat

Zauwazmy, ze ta formuta pozwala nam sprowadzi¢ réwnania réznicz-
kowe zwyczajne do réwnan algebraicznych. Majac réwnanie

2™ (1) + pprz™ () + .+ 1 (8) + poz(t) = f(2),

mozemy zastosowa¢ transformacje Fouriera do lewej i prawej strony,
wowCzas:

(iw)" X (W) 4 pr_1(iw)" ' X (W) + ... + priwX (W) + poX (w)

gdzie X i F' to transformaty x i f.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Witasnosci transformat

Stad otrzymujemy

F(w)
(i)™ + pr—1(iw)" 1 + ... + priw + po’

X(w) =

,wystarczy” wiec odwrdéci¢ transformate Fouriera.

Tylko co z warunkami poczatkowymi?

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

Witasnosci transformat

Twierdzenie 5.
Jesli funkcja f: R — C jest bezwzglednie catkowalna, to

lim f(w)=0.

|w|—00
Mozna tez fatwo pokazaé, ze

f(z) = 2nf(~a).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Rozszerzenie pojecia szeregu Fouriera

To tylko poczatek

o Wspomniane whasnosci transformat Fouriera to tylko kilka przy-
ktad6w.

@ Mozna wyprowadzi¢ wiele innych, ktére maja réwnie duzy wptyw
na analize czestotliwosciowy sygnatéw — wtasnosci splotu, za-
chowywanie energii, itp.

@ O tym innym razem.

@ Spojrzymy jeszcze na jeden aspekt zwigzany ze wspéiczesng
analiza sygnatéw.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera

@00

,.Cyfryzacja"?

Transformata, a szereg Fouriera

Jedna z najwazniejszych ,umiejetnosci” w analizie sygnatéw jest moz-
liwo$¢ zrekonstruowania sygnatu z jego cyfrowych prébek.

Przyktad 7.

Rozwazmy bardzo prosty przyktad: niech x(t) = cost i zarejestrujmy
jego prébki, tzn. wartosci x(t,) w pewnych punktach ¢, € R.

Na poczatek niech t,, = 2n7, a nastepnie t,, = %mr. Przypusémy, ze

nie wiemy, od jakiej funkcji x zaczelismy, mamy tylko prébki x(t,,).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020






Transformacja Fouriera
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Transformata, a szereg Fouriera

Do takiego zestawu probek pasuje wiele réznych funkeji — ktéra jest
ta ,wtasciwa"?

— cos(t) y A 2nn
— cos(21) 3

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Transformata, a szereg Fouriera

Przypusémy, ze wiemy, ze nasza poszukiwana funkcja x ma ogra-
niczone pasmo, tzn. istnieje taki odcinek [—wy,,wy,|, poza ktérym
widmo tej funkcji ma jedynie wartosci zerowe:

E|o.)m>0 v|u.)|><.um i‘(w) = 0.
Najmniejsze takie w,, bedziemy nazywa¢ szeroko$cia pasma.

(Zaktadamy, ze transformate Fouriera = daje sie odwrdécic.)

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Transformata, a szereg Fouriera

Wéwcezas

x(t) ! /erm i(w)elt dw.

2 J—w,

Z drugiej strony, rozwinmy funkcje & w wyktadniczy szereg Fouriera
na odcinku [—wy,, wp):

= nm
T(w) = _z: Cn, €Xp (1wmw> ,
n=—00
gdzie
]_ +wm
Cn, —/ Z(w) exp (—imw) dw.

Wm

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Transformata, a szereg Fouriera

Widzimy wiec, ze

a stad

&
S

|

|
%
8
ah
& ‘3
~
@D

=
T
G

Wm "o m m
00
T & nmw T
= — g x| — Jexp | —i—w].
Wm "o m m

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Transformata, a szereg Fouriera

Wstawmy to wyrazenie do wzoru na odwrotng transformate Fouriera
i przeprowadzmy (nieformalnie) obliczenia:

z(t) = 1 /erm io x <Z7T) exp (—i:jﬂw) exp (iwt) dw

27 W J—wm e —oo m m

1 too +wm
=9, Z x(m>/ exp(iw(t—m)>dw—...
Wm Wm —wm Wm

n=-—00
+Z°° <n7r> sin(wy,t — n)
= z|l—) ———~.
e Wm wmt —nm

Jest to przepis na rekonstrukcje funkgji z jej prébek.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Twierdzenie Shannona o prébkowaniu

Twierdzenie 6.

Niech x: R — C bedzie funkcja, ktérej transformata Fouriera & jest
odwracalna i spetnia warunek

Foon>0 Vwf>w,  E(w) = 0.

Woéwczas, jezeli ta funkcja jest probkowana z okresem T, = -,

to jej wartosci miedzy chwilami prébkowania mozna odtworzy¢ na
podstawie prébek x(nTs) za pomoca wzoru

RS sin(wy, (t — nTy))

z(t) = Z x (nTs) ot = 1T)

n=—oo

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Twierdzenie Shannona o prébkowaniu

o Wzér w Twierdzeniu 6 nosi nazwe wzoru interpolacyjnego
Kotielnikowa-Shannona.

@ Prébkowanie w tym twierdzeniu odbywa sie z czestoscia
ws = %’: = 2wy, czyli z czestoscig dwukrotnie wieksza od
maksymalnej wystepujacej w widmie funkgji. Te czestotliwos¢

nazywa sie czesto$cig Nyquista.

@ Aby poprawnie zrekonstruowa¢ sygnat miedzy chwilami prébko-
wania musi by¢ spetniony warunek wg > 2wy,.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Twierdzenie Shannona o prébkowaniu

o Z Twierdzeniem Kotielnikowa-Shannona spotykamy sie wiasci-
wie codziennie — popularna czestotliwosé probkowania dzwiekéw
do zapisu cyfrowego to ok. 44,1 kHz, wynikajaca z faktu, ze
maksymalna czestotliwo$¢ rejestrowana przez ludzkie ucho to
ok. 20 kHz.

o Podobny powdd stoi za tym, ze kamery filmowe rejestrujg z cze-
stotliwoscia 24 fps (ramek na sekunde).

@ Prébkowanie z mniejszg czestotliwoscia moze mieé rézne kon-
sekwencje — przede wszystkim moze znieksztatci¢ sygnat.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera
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Twierdzenie Shannona o prébkowaniu

i wy, =1
— x(t) = &"(Y} 15 "

x(n T,) sin(mn—"2)

— x(t) = Z";’:_m — — = 2 1

Ty,=05m

n w; =4.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Transformacja Fouriera

(o] le}
,.Cyfryzacja"?

Twierdzenie Shannona o prébkowaniu

i wy, =1
= m:m o m
x(n T,) sin(mn—"2)

—nO=E T e /

n

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Transformacja Fouriera

(o] le}
,.Cyfryzacja"?

Twierdzenie Shannona o prébkowaniu

o Wystepuje wéwczas zjawisko aliasingu. Mozna je zaobserwowaé
np. obserwujac obracajace sie koto samochodowe lub $migta he-
likoptera — wydaje sie, ze poruszaja sie z mniejsza czestotliwoscia
niz w rzeczywistosci.

@ Rzeczywiste sygnaty rzadko maja ograniczone pasmo — prébuje
sie je wowczas filtrowac, tak by ,wycig¢” sktadowe o zbyt duzych
czestotliwosciach.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera

[ele] ]

,.Cyfryzacja"?

Filtrowanie (po raz drugi)

Idea, jaka stoi za pojeciem filtracji funkgji okreslonych na catej pro-
stej, jest taka sama jak w przypadku funkcji okresowych (lub okre-
slonych na odcinku).

Definicja 9.
Niech x: R — C bedzie funkcja, ktérej transformata Fouriera & jest
odwracalna. Filtracja funkcji x polega na zmodyfikowaniu jej widma:

1

T 2r

/+Oo h(w)@(w)e! dw,

—00

y(t)

gdzie h:R — C jest funkcja parzysta, nazywana charakterystyka
czestotliwosciowq filtru.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera

[ele] J
,.Cyfryzacja"?

Filtrowanie (po raz drugi)

W najprostszym przypadku moze to by¢ tzw. filtr prostokatny:
1, dla |w| < wo,
h(w)=1<1/2, dla |w| = wo,
0, dla |w| > wo,
gdzie wy > 0 jest pewng ustalong stata.

Jest to przyktad filtru dolnoprzepustowego — przepuszcza on wy-
tacznie niskie czestotliwosci, zeruje te wysokie.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera

[ele] J
,.Cyfryzacja"?

Filtrowanie (po raz drugi)

— x(1) 1.5 wy =20
— @)
0.5
-2 -1 1 *
-0.5

Podstawy matematyki stosowanej...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Transformacja Fouriera

[ele] ]

,.Cyfryzacja"?

Filtrowanie (po raz drugi)

W praktyce stosuje sie filtry, ktérych charakterystyki sa funkcjami
gtadkimi, np. filtr Gaussa:
& 2,2

h(w) = e~o™ .

Filtry dolnoprzepustowe maja ceche wygtadzania funkcji (w szczegdl-
nosci wygtadzania krawedzi).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera

[ele] J
,.Cyfryzacja"?

Filtrowanie (po raz drugi)

— x(1) 15 a=10""*
— @)
0.5
-2 -1 1 *
-0.5

Podstawy matematyki stosowanej...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Transformacja Fouriera

[ele] J
,.Cyfryzacja"?

Filtrowanie (po raz drugi)

Dziatanie odwrotne maja tzw. filtry gdérnoprzepustowe. Tak jak
wczesniej, mozemy wskazaé tutaj prosty przyktad:

0, dla |w| < wo,
h(w) =<¢1/2, dla |w|= wo,
1, dla |w| > wo,

ale takze popularniejszy dolnoprzepustowy filtr Gaussa:

- 2,2

h(w) =1 — e om?,

Filtry te maja ceche uwypuklania krawedzi.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Transformacja Fouriera

[ele] J
,.Cyfryzacja"?

Filtrowanie (po raz drugi)

— x(1) 15 a=1073"°
— @)
0.5
-2 1 1 *
-0.5

Podstawy matematyki stosowanej...
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Transformacja Fouriera

[ele] J
,.Cyfryzacja"?

Filtrowanie (po raz drugi)

@ Omawiane w tej czeSci kwestie z fatwoscig uogdlniajg sie na
przypadek wielowymiarowy, tzn. na funkcje wielu zmiennych.

@ Mozna wéwczas wyraznie zauwazy¢ takze dziatanie omawianych
tutaj filtréw, w szczegélnosci dolnoprzepustowych (wygtadzaja-
cych) i gérnoprzepustowych (krawedziowych).

@ Zajmiemy sie tym (gtéwnie na laboratorium) omawiajac trans-
formacje dyskretne.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[ Jelele]e]
Dyskretna transformacja Fouriera

Od szeregu Fouriera do przeksztatcen dyskretnych

Wré¢my do szeregu Fouriera, tym razem wyktadniczego.

Niech f: R — R bedzie funkcja okresowa o okresie T'. Jej szereg
Fouriera jest na przedziale [0, 7] postaci

gdzie

Podstawy matematyki stosowanej...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[ Jelelele}

Dyskretna transformacja Fouriera

Od szeregu Fouriera do przeksztatcen dyskretnych

Wiemy, ze przy pewnych zatozeniach, szereg ten zbiega w punkcie ¢

do f(t).

Rozwazmy problem przyblizenia wspétczynnikéw dy za pomoca sum

Riemanna. Podzielmy odcinek [0,7] na N podprzedziatéw identycz-
nej dtugosci % a nastepnie wybierzmy w kazdym takim podprze-
dziale punkt, tzn.
nl (n+1)T
tn |:N,(]V):|, nG{O,l,,N—l}

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[ Jelelele}

Dyskretna transformacja Fouriera

Od szeregu Fouriera do przeksztatcen dyskretnych

Wéwcezas

= fty)exp (—i2]j37r>

(dla funkgji catkowalnych w sensie Riemanna powyzsze sumy beda
zbiezne do dj dla N — c0).

Jest to podstawa definicji dyskretnej transformaty Fouriera ciggu
N liczb zespolonych.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[ Jelelele}

Dyskretna transformacja Fouriera

Od szeregu Fouriera do przeksztatcen dyskretnych

Definicja 10.

Niech u = (ug,...,uy_1) € CN. N-punktowa dyskretna trans-
formata Fouriera wektora u nazywamy ciagg 4 = (Uy)rez dany

wzorem
N-1
2knm
U, = E —i keZ
U nounexp< 1 N ), S

Czesto bedziemy skraca¢ nazwe dyskretnej transformaty Fouriera do
DFT (ang. discrete Fourier transform).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e] lele]e}

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 8.

Rozwazmy sygnat (wektor) staty, tzn. u = (ug,...,uny_1) € CV,
up,=A, n=0,1,..., N — 1. Wéwczas

N-1 N-1 N-1 n
i Z unef27nkn/N — A Z 6727r1kn/N — A Z (67271'1]6/]\/) )
n=0 n=0 n=0

Zauwazmy, ze mamy tutaj do czynienia z sumg N wyrazéw ciagu
geometrycznego.

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Przeksztatcenia dyskretne

[e] lele]e}

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 8.
Dla k #£ K- N, K € Z, mamy
_ (a—2mik/N\N _ —27ik
PO Gl B el S
1 — e—2mik/N 1 — e—2mik/N

bo 2™ = cos(27k) — isin(27k) = 1.
Z drugiej strony dla k = K - N, K € 7Z, otrzymujemy

N-1 . n N-1
=AY (e2) =AY 1=4N.
n=0 n=0

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne
o] Telele]

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 9.
Spéjrzmy teraz na nieco inny sygnat: u = (ug,...,uy_1) € CV,
gdzie

A, dlan=0,1,...,0—1,
u =
"o, dlan=¢¢+1,...,N—1.

Sytuacja jest tutaj bardzo podobna do wczesniejsze;j.

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Przeksztatcenia dyskretne

[e] lele]e}

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 9.
Dla k #£ K- N, K € Z, mamy

N-1 /-1
Gy = Z unefQﬂFlkn/N — A Z ef2ﬂ1kn/N
n=0 n=0

-1 _ (a—27ik/N\L
_ —2mik/N\" _ 4. 1—(e )
= Aﬂ;} (e ) =4 1 — o—2mik/N

_ 4. o—rik(e=)n  SI(TKE/N)
sin(rk/N)’

adlak=K N, K €Z, jak wczesniej 1, = A - L.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e] lele]e}

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przyktadéw

Przyktad 10.

Rozwazmy jeszcze jeden przyktad: u = (ug,...,un_1) € CV,
up, = sin(ran/N), gdzie a e Ry \{K - N: K € Z}.

Mozna obliczy¢, ze

. sgn(k) - %, dla %ia €7z,
U = l 1_eTrioz _ l_efwia W
21 \ T_e—mi(2k—a)/N 1—o—7i(Zkta)/N ) p-p.

Z samego wzoru niewiele mozna wyczytaé, warto jednak spojrzec na
wykres wartosci DFT tej funkgji.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne
o] Telele]

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przyktadéw

Wykres t dla N =128 i a = 16.

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2
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Przeksztatcenia dyskretne

[e] lele]e}

Dyskretna transformacja Fouriera

Kilka prostych przyktadéw

Wykres it dla N =128 i a = 15.

Podstawy matematyki stosowanej...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e] lele}

Dyskretna transformacja Fouriera

Okresowos¢ DTF

We wszystkich wczesniejszych przyktadach dato sie zaobserwowac,
ze uzyskane transformaty maja pewng witasnos¢ — s3 okresowe. Nie
jest to przypadek.

Zauwazmy, ze dla dowolnego k € Z mamy

N-1 N-1
—21k+NnN —2mikn/N | —2m_A
Uk—l—N—E upe 2 n/ g wy e~ 2mikn/ ™=y,
n=0 n=0

bo dla dowolnego n € Z mamy e2™i" = 1.

Ciag U jest wiec okresowy z okresem N.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e] lele}

Dyskretna transformacja Fouriera

Okresowos¢ DTF

Z tego wzgledu zazwyczaj ogranicza sie ciag i to wektora 61 € CV.
Domyslnie (we wszystkich pakietach obliczeniowych) wynikiem obli-
czania DFT jest wektor

a = (g, U1,...,UN-1),
jednak wygodnie (zwtaszcza ze wzgledu na interpretacje wyniku) jest
umieszczac ,zerowd" czestotliwos¢ (czyli dla k = 0) w $rodku wek-
tora.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e] lele}

Dyskretna transformacja Fouriera

Okresowos¢ DTF

Woéwczas (w zaleznosci od parzystosci N) przedstawia sie wektor:

o dla N parzystego:

(@

w2

,u%_H,. o, UN—1,UQ, ULy - - - ,u%_l),

N/2
e dla N nieparzystego:

(ﬁN+1,1:LN+1+1, cey UN—1, g, U, .. .,fLNq).
2 2 2

(N+1)/2

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e] lele}

Dyskretna transformacja Fouriera

Okresowos¢ DTF

Mozna to zapisa¢ réwniez w postaci:

o dla N parzystego:

A~

(u_%,u_%Jrl,...,u_l,uo,ul,...,u%_l),

e dla N nieparzystego:

(a—N+1,'LAL—N+1+1, cee ,ufl,ﬂo,ﬂl, ce ,ﬂ 71).
2 2

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e] lele}

Dyskretna transformacja Fouriera

Okresowos¢ DTF

Pozwala to takze na zaobserwowanie wtasnosci analogicznych do wta-
snosci transformaty Fouriera. W przypadku wektora u € RY:

e dyskretne widmo amplitudowe, czyli amplituda |G|, jest
funkcja parzysta,

o dyskretne widmo fazowe, czyli argument arg(a), jest
funkcja nieparzysta.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne
[e]e] le]e]

Dyskretna transformacja Fouriera

Okresowos¢ DTF

Wykres &t w Przyktadzie 10 dla N = 128 i a = 15.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]e] le}

Dyskretna transformacja Fouriera

Przeksztatcenie odwrotne

Istotnym zagadnieniem jest takze rekonstrukcja sygnatu (wektora)
na podstawie wspétczynniku jego dyskretnej transformaty Fouriera.

Procedura bedzie tutaj analogiczna do tej, ktdrg znamy z klasycznej
transformacji Fouriera. Zauwazmy, ze k # ¢ mamy

1 — e—2mi(t—k)

N~ -2mil—kn)
—2mi(f—k)n/N _ _
Zo ¢ T 1 — e—2mi(t—k)/N 0,
agdy k=14, to
N—1 '
Z 672771(€7k)n/N =N,
n=0

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]e] le}

Dyskretna transformacja Fouriera

Przeksztatcenie odwrotne

Wobec tego mamy

1 N-1
—27iln/N 2nikn/N
Nze wiln/ e2mi n/ :5&]“
n=0
a stad
N-1 1 N—-1N-1
up = Z up - 5@,]6 _ N Z Z ufe—27rlén/Ne27r1kn/N
=0 n=0 (=0

1 N-1
—_ ~2mikn/N
= LS e,

n=0

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]e] le}

Dyskretna transformacja Fouriera

Przeksztatcenie odwrotne

Otrzymalismy wiec gotowy wzér na odwrotng transformate
Fouriera.
Definicja 11.

Niech v = (vg, ...,vn_1) € CV. N-punktowa odwrotna dyskret-
na transformata Fouriera wektora v nazywamy ciag v = (U )kez
dany wzorem

2knm

Z Up, €XP <

), kez

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]e] le}

Dyskretna transformacja Fouriera

Przeksztatcenie odwrotne

o Podobnie jak DFT, odwrotna transformata Fouriera réwniez jest
N-okresowa.

@ Mozna wiec traktowaé dyskretna transformacje Fouriera jako
wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenia z CV w CV.

e Wtasnosci DFT odpowiadaja wtasnosciom klasycznej transfor-
macji Fouriera.

@ Dzieki temu DFT stato niezwykle popularnym narzedziem w cy-
frowym przetwarzaniu sygnatéw — pozwala reprezentowac sygnat
jako wazona sume sinusoid o réznych czestotliwo$ciach.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]ele] }

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Przyjrzyjmy sie temu, jak wyglada obliczanie DFT:

N-1 '
fiy = Z unef2ﬂ'1kn/N.
n=0
Zauwazmy, ze kazda z N liczb wk, = e 2mk/N | =0,1,...,N—1,
jest jednym z zespolonych pierwiastkéw N-tego stopnia z jedynki.

Wyréznijmy wy = e~ 2™/N  wéwczas wszystkie pozostate pierwiastki

N-tego stopnia z jedynki s3 jej potegami:

0 1 N—-1
CUN,CUN,...,CUN .

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



j Przeksztatcenia dyskretne
0000e

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Im ~

A

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]ele] }

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Zauwazmy, ze przy takich oznaczeniach obliczenie DFT to tak na-
prawde znalezienie wartosci wielomianu

N 1

N ) N—
w(x) =ug+urx + ... + uy_ox +un_1x

w punktach wQ, wh, ..., W .

Uzywajac standardowych algorytméw (np. metody Hornera) naleza-
toby wykona¢ N razy algorytm dziatajacy z szybkoscia O(N), co
oznacza, ze obliczanie DFT miatoby szybkos¢ O(N?). Mozna to jed-
nak zrobi¢ lepiej.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]ele] }

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Dla uproszczenia bedziemy zaktada¢, ze IV jest naturalna potega
liczby 2.

Algorytm szybkiej transformaty Fouriera (ang. fast Fourier trans-
form — FFT) wykorzystuje strategie ,dziel i rzadz" — zdefiniujmy dwa
nowe wielomiany stopnia % -1

ald () = uo + ugx + w4 ..+ uN,2$N/2_1,

ol () = u1 +usx + usz? 4 ...+ un_12V/2 L

al% zawiera wszystkie wspétczynniki @ o indeksach parzystych, @
— o indeksach nieparzystych. Wéwczas

a(z) = a%(z?) + zal(2?).

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]ele] }

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

a(z) = a%z?) + zall(2?).

Zredukowali$my nasz problem do:

@ obliczenia wartosci dwéch wielomianéw stopnia % — 1 w punk-
tach

(@)% (W), s (wy

@ potaczenia wynikéw.

Czy to wciaz jest N réznych punktéw?

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]ele] }

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Zauwazmy, ze zbiér punktéw
(WR)? (wi)?, -

nie zaW|era N réznych punktéw, ale
stopnia 7 z jedynki.

1)2

)

% zespolonych pierwiastkéw
Wobec tego zredukowaliémy problem obliczenia wartosci wielomia-
nu stopnia N w N réznych punktach do rekurencyjnego obliczenia

wartosci dwéch wielomianéw stopnia % w % punktach.

Oba problemy maja te sama forme, ale podproblemy s3 dwa razy
mnigjsze.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]ele] }

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

1: procedure Recursive-FFT(u) 10:  y! — Recursive-FFT(ul”)
2: N «— u.length 11: yM — Recursive-FFT(ul!))
3 if N =1 then 12: for k — 0,N/2—1 do

4: return u 13: Yk y,[co] + wy,[:]

5: end if o 14: Yot (N/2) < y][eo] _ “-’%[gl]
6: wy — e TN 15: W — WWN

7 w1 16: end for

8 ul’ (uo,u2, ..., un—2) 17: return y

9 ul — (u1,us, ..., un-1) 18: end procedure

Mozna sprawdzi¢, ze czas dziatania tego algorytmu to
T(N) = 2T(N/2) + O(N) = O(Nlog N),

w poréwnaniu do prostej metody dziatajacej w czasie O(N?).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]ele] }

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Rekurencyjny algorytm FFT dziata w czasie O(N log N), ale mozna
uzyskac¢ nizsza stata ukryta w notacji duzego O.

Zauwazmy, ze petla zawarta w algorytmie wymaga obliczenia warto-

sci wy,[j} dwukrotnie.

12: for k — 0,N/2 —1 do
[0] (1]

13: Yk — Y, T Wy,

14: Yk+(N/2) < y;[co] - Wyz[cl]
15: W — WWN

16: end for

Zamiast tego, mozemy te wartos¢ obliczy¢ raz, przechowujac ja w po-
mocniczej zmiennej t.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]ele] }

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

12: for k — 0,N/2 — 1 do

1
13: t— u.)y,[C !
0
14: Yk — y,[c] +t
. 0]
15: Yk (N/2) < Y — L
16: W — WWN
17: end for
e A+ ! s 7+ by
wf ok —>—|
! AT =y 7! W= oy

zrédto: T. H. Cormen et al. Introduction to algorithms, 3rd ed., The MIT Press, 2009.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]ele] }

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Zaprezentowany algorytm jest rekurencyjny (co nie do kofica nam
odpowiada). Mozna jednak go sprowadzi¢ do algorytmu iteracyjnego.

8: ul® — (ug,uz, ..., un_2)
0: ulll — (u1,u3, ..., un—1)
10: y® — Recursive-FFT(ul")
11:  y™ — Recursive-FFT(ul!))

Sprébujmy zapisa¢ wektory podawane na wejscie procedury rekuren-
cyjnej w postaci drzewa i przesledzmy jak wykonywany jest algorytm
Recursive-FFT ,0d dotu”.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]ele] }

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

(w0, u1, uz, us, U4, us, ug, w7)

(uo, u2, u4, ug) (w1, us, us, ur)
(uo,us)  (uz,ue)  (ur,us)  (us,ur)

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]ele] }

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

Woystarczy wiec ustawi¢ wspo6trzedne wektora u w odpowiedniej ko-
lejnosci, a nastepnie:

@ bierzemy pary elementéw, obliczamy DFT kazdej z nich uzywa-
jac jednej operacji ,motylkowej”, zastepujemy te pary ich trans-
formatami,

@ bierzemy pary elementéw w czworki, obliczamy DFT kazdej
z nich uzywajac dwéch operacji ,,motylkowych”, zastepujemy te
czwérki ich transformatami,

@ bierzemy czwoérki elementéw w 6semki, obliczamy DFT kazdej
z nich uzywajac czterech operacji ,motylkowych”, ...

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]ele] }

Dyskretna transformacja Fouriera

Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (FFT)

lteracyjny algorytm FFT wciaz dziata w czasie O(N log N), jednak
ma jedna zasadnicza zalete — nadaje sie do zréwnoleglenia. Dzieki
temu stat sie niezwykle popularnym narzedziem i jest zaimplemento-
wany w kazdym pakiecie do obliczen numerycznych.

Pozostaje nam jeszcze kwestia tego, do czego nam sie ten algorytm
(a tak naprawde sama transformacja) moze przydaé.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[ Jelele]e]
To sie naprawde przydaje?

Szeregi Fouriera — raz jeszcze

Rozwazania na temat DFT rozpoczelismy od zagadnienia przybli-
zania wspoétczynnikéw dj, wyktadniczego szeregu Fouriera. Wré¢my
jeszcze do tego problemu.

Pokazalismy na poczatku, ze

1 N 2knm
dy, ~ N nzzo f(tn) exp (—1 N )

dla funkgcji f: R — C okresowej (o okresie T'), gdzie

: {nT (n+1)T

— 1,...,N —1}.
| me N -

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

90000

To sie naprawde przydaje?

Szeregi Fouriera — raz jeszcze

Wezmy wiec punkty

nT
tn:W7 nE{O,l,,N—l},

i stworzmy wektor prébek

f= (f(tO)vf(tl)a e '7f(tN—1)) € (CN'

Obliczajac DFT wektora f, tzn. f = (fo,...,fN,l), uzyskujemy
przyblizenie wspotczynnikéw wyktadniczego szeregu Fouriera:

1 -
dr ~ — k 0,1,...,N —1}.
k kav 6{77 ) }

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

90000

To sie naprawde przydaje?

Szeregi Fouriera — raz jeszcze

Przyktad 2 (ciag dalszy).
Wréémy do przyktadu z funkcja

-1, dla —7m<x <0,
fl@) =
1, da0o<z<m,

dla ktérego otrzymalismy wspétczynniki

do =0, dkzé((—l)k—l), ke Z\ {0}

Poréwnajmy je z %f‘k dla N =128.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

90000

To sie naprawde przydaje?

Szeregi Fouriera — raz jeszcze

o dy

PR

Wydziat Matematyki

i Nauk Informacyjnych PW 2

Podstawy matematyki stosowanej



Przeksztatcenia dyskretne

90000

To sie naprawde przydaje?

Szeregi Fouriera — raz jeszcze

WidZilIIy, ze przybliienie
k ~ N k> IRt I )

ma jednak kilka ograniczen:

@ DFT jest okresowa, a wspétczynniki szeregu Fouriera tej wia-
snosci nie maja, rozwazamy tak naprawde wspétczynniki dla
ke [_%a %),

@ trudno jest w ogdlnosci znalez¢ efektywne oszacowanie na ki N,
ktére dawatoby okreslony btad przyblizenia wspétczynnikéw dy;

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020

Podstawy matematyki stosowanej...



Przeksztatcenia dyskretne

[ Jelele]e]
To sie naprawde przydaje?

Szeregi Fouriera — raz jeszcze

Widzimy, ze przyblizenie
d ~1f ke{0,1,...,N -1}
k ~ N ks sy Ly )
ma jednak kilka ograniczen:

@ mimo wszystko w wielu praktycznych zastosowaniach mozna
przyjaé, ze |k| < %.

Sprébujmy jednak spojrze¢ na mozliwos¢ przyblizenia samej transfor-
maty Fouriera.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

0@000

To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

Rozwazmy catkowalna funkcje f: R — C i zatézmy, ze jej transfor-
mate Fouriera daje sie przyblizy¢é za pomoca catki na skoficzonym
przedziale, tzn.

R 400 . 2l .
flw) = F(#)e % dt ~ / F(t)e it dt
0

(np. funkcja f ma ograniczony nosnik).

Podzielmy odcinek [0, 27¢] na N podprzedziatéw dtugosci < 2l wy-

bierzmy punkty ¢, 27;\7% n=0,1,...,N — 1.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

(o] Jele]e]
To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

Wéwcezas

b (_i2wn€7r> <27r€>

s N N
ol N= 2mnl 2wnlT

_NZf(N)exp<—1 N )

Otrzymalismy niemal formute DFT. Wezmy teraz w = k/{, gdzie
ke Z.

Podstawy matematyki stosowanej...

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

(o] Jele]e]
To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

Mamy ostatecznie

f( > 27T€ Z f (27Tn€> exp (_ﬁ?fm’)

27T€ .
fk,

gdzie f = (fy)rez jest dyskretna transformata Fouriera wektora

2mnl
f=|(f <> ecCh.
< N ne{o,l,...,N—l})

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

(o] Jele]e]
To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

Zauwazmy, ze w pierwszej kolejnosci warto ograniczy¢ k do zbioru
—N M) N 7Z (ze wzgledu na symetrie i okresowos¢ DFT). Otrzy-
2772 gle €
mujemy wiec przyblizenie transformaty Fouriera na przedziale
c [ N N)
WE |[——,—].
20720
W praktyce, podobnie jak przy szeregu Fouriera, warto ograniczy¢
sie do |k| < &

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

Przyktad 11.

Rozwazmy funkcje

et dlat>0,
f)y=<3%  dlat=o,
0

, dla t < 0.

Podstawy matematyki stosowanej...

Przeksztatcenia dyskretne

0@000
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Przeksztatcenia dyskretne

(o] Jele]e]
To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

Przyktad 11.

Zobaczmy jak zachowuje sie¢ DFT tej funkgji (tzn. ciagu jej punktéw)
dla:

@ ustalonego £ = 1 i réznych wartosci N,

o ustalonego N = 2% = 256 i réznych wartosci /.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

(o] Jele]e]
To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

=1, N =64:

—fw

s
o Sk

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Przeksztatcenia dyskretne

(o] Jele]e]
To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

=1, N =128:

—fw

Ve s
el

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Przeksztatcenia dyskretne

(o] Jele]e]
To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

£=1, N = 256:

—fw

Ve s
el

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Przeksztatcenia dyskretne

(o] Jele]e]
To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

£ =2, N =256:

—fw

Ve s
el

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Przeksztatcenia dyskretne

(o] Jele]e]
To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

£ =4, N = 256:

—fw

Ve s
el

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2



Przeksztatcenia dyskretne

(o] Jele]e]
To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

Mozemy zaobserwowaé nastepujace zjawiska:

e zwiekszajac N (przy ustalonym /) zwiekszamy zakres czestosci
w, na ktérym przyblizana jest transformata;

o zwiekszajac ¢ (przy ustalonym N) zmniejszamy zakres
czestotliwosci w, na ktérym przyblizona jest transformata, ale
zwiekszamy jednocze$nie rozdzielczos¢, z jaka jest przyblizana.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

(o] Jele]e]
To sie naprawde przydaje?

Przyblizanie transformaty Fouriera

Zauwazmy wobec tego, ze jesli nasz sygnat (wektor) ma skoficzony
czas trwania, to zwiekszajac jednoczesnie ¢ (na przyktad dopisujac
zera) oraz N mozemy otrzymac przyblizenie transformaty tego sy-
gnatu w tym samym zakresie czestotliwosci, ale z lepsza rozdziel-
czoscia. Jest to jeden z podstawowych (i najprostszych) zabiegéw
praktycznego zwiekszania rozdzielczosci.

Wykorzystuje sie go m.in. w analizie obrazéw.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



cja Fouriera Przeksztatcenia dyskretne

[e]e] le]e]
To sie naprawde przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

Do tej pory rozwazalismy jedynie sygnaty jednowymiarowe — funkcje
jednej zmiennej, ciagi i wektory. Dotychczas oméwione pojecia mozna
bez problemu uogélni¢ na wieksza liczbe wymiaréw, co ma znaczenie
np. w analizie i przetwarzaniu obrazéw.

Z matematycznego punktu widzenia obraz to dwuwymiarowa ma-
cierzu = (Ump), m€{0,1,...,M—1},n€{0,1,...,N—1}. Na
potrzeby tego wyktadu ograniczymy sie do obrazéw w skali odcieni
szarosci, dla ktérych kazdy element macierzy (piksel) jest utozsamia-
ny z jakas liczba rzeczywista.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e] Je]e}

To sie naprawde przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

Definicja 12.

Niech u = (umn) € CM*N. (M, N)-punktowa dyskretna
transformatg Fouriera macierzy u nazywamy dwuwymiarowy ciag
U = ({k,0) (k,0)ez2 dany wzorem

M—1N-1 Em fn )
s = mexp (—2mi (Z2 LYY (ko) e 72,
U, ¢ ZZu,eXp< m(M—'—N)) (k,0) €

m=0 n=0

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020
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Przeksztatcenia dyskretne

[e]e] le]e]
To sie naprawde przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

Na podstawie dotychczasowych rozwazan tatwo zaobserwowaé pewne
wiasnosci:

@ 2-wymiarowa DFT jest okresowa wzgledem kazdej ze zmien-
nych, tzn.

UMy = Uk, Uk N = Ug, g,

wystarczy wiec ograniczy¢ wynik do macierzy 1 € CM*¥;

@ podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, wygodnie jest
umieszczac ,zerowq” czestotliwos¢ (czyli (k, ¢) = (0,0)) w $rod-
ku macierzy;

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e] le]e]
To sie naprawde przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

Na podstawie dotychczasowych rozwazan tatwo zaobserwowaé pewne
wiasnosci:

@ obliczenie 2-wymiarowej DFT oznacza tak naprawde obliczenie
1-wymiarowych DFT w dwoéch réznych kierunkach:

N-1 e ‘n
Uk = Z Z umnexp( 27T1M) exp (—27riN) ,

n=0 \m=0
czyli najpierw po kolumnach, a nastepnie po wierszach (mozna
tez odwrotnie);

@ dzieki temu mozna wykorzystac znane algorytmy (FFT) do szyb-
kiego obliczania transformat;

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e] le]e]
To sie naprawde przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

Na podstawie dotychczasowych rozwazan tatwo zaobserwowaé pewne
wiasnosci:

@ powyzsze wtasnosci pokazuja tez od razu, ze prawdziwy jest
wzdér na odwrotna 2-wymiarowa DFT:

1 MrAEl N (km In
U, = N l;) ggo U pexp | 27i 573 + N .

@ w taki sam spos6b mozna uogélni¢ DFT na sygnaty 3-wymiarowe
(element takiej ,macierzy”, tzn. woksel, bedzie reprezentowat
pewng objetos¢).

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



macja Fouriera Przeksztatcenia dyskretne

To sie naprawde przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

Podobnie jak w przypadku transformacji Fouriera funkcji 1 zmiennej
(interpretowanej jako czas), tak i w przypadku transformat funkcji
wielu zmiennych mamy do czynienia z przeksztatceniem w dziedzine
czestotliwosci (w przypadku 2-wymiarowym — tzw. czestotliwo$ci
przestrzennych).

Mozna woéwczas interpretowaé obszary o statej jasnosci jako obszary
wolnozmienne (o niskiej czestotliwosci zmian), a krawedzie jako ob-
szary szybkozmienne (o duzych czestotliwosciach). Zaobserwujemy
to na kilku przyktadach.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e] le]e]
To sie naprawde przydaje?

Transformacje wielowymiarowe

(4 animacja)
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cja Fouriera Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]e] o]
To sie naprawde przydaje?

Cyfrowe przetwarzanie obrazéw

Na koniec zaobserwujmy, jak przedstawione rozwazania maja sie do
analizy | przetwarzania rzeczywistych obrazéw w skali odcieni szaro-
sci.

Warto tutaj zwréci¢ uwage na nastepujace aspekty:

@ cho¢ interpretujemy gtéwnie widmo amplitudowe obrazéw, to
widmo fazowe jest réwnie istotnym sktadnikiem;

@ podobnie jak w przypadku klasycznej transformacji Fouriera, dla
dyskretnej wielowymiarowej transformacji Fouriera réwniez moz-
na zastosowac pojecie filtracji — by¢ moze tutaj tatwiej bedzie
zinterpretowaé jak ona dziata.

Podstawy matematyki stosowanej... Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2020



Przeksztatcenia dyskretne

[e]e]e] o]
To sie naprawde przydaje?

Cyfrowe przetwarzanie obrazéw

(4 animacja)
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Fouriera nacja Fouriera Przeksztatcenia dyskretne

To sie naprawde przydaje?

Podsumowanie

e Transformacje Fouriera (i ich dyskretne wersje) maja szczegdl-
ne znaczenie w przetwarzaniu danych rzeczywistych (dzwiekéw,
obrazéw, danych medycznych, itp.), zaréwno ze wzgledu na ta-
twos¢ wykrywania pewnych cech w sygnatach, ale takze mozli-
wos¢ kompres;ji.

@ Podczas laboratorium sprébujemy wykorzysta¢ omawiane meto-
dy (w szczegdlnosci dotyczace transformaty dyskretnej) do ana-
lizy i przeksztatcania rzeczywistych sygnatéw, spojrzymy takze
na zagadnienie kompresowalnosci.

KONIEC CZESCI 3
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