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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Co ju» wiemy?

Na Równaniach ró»niczkowych zwyczajnych:

metody badania istnienia i jednoznaczno±ci,

metody rozwi¡zywania niektórych typów równa«,

zachowanie si¦ rozwi¡za« w zale»no±ci od parametrów.

Po co nam s¡ metody numeryczne?

Wi¦kszo±ci równa« zwyczajnych nie da si¦ rozwi¡za¢ analitycznie,
tzn. nie da si¦ zapisa¢ rozwi¡zania za pomoc¡ znanych funkcji.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Motywacja podj¦cia si¦ tematu

Przykªad 1.

Równanie

x′(t) = sin(t)− x(t), t ∈ R,

ma rozwi¡zanie ogólne

x(t) = Ae−t +
1
2
sin(t)− 1

2
cos(t), A ∈ R.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Motywacja podj¦cia si¦ tematu

Przykªad 2.

Z drugiej strony (bardzo podobne) równanie

x′(t) = sin(t)− 1
10
x3(t), t ∈ R,

ma rozwi¡zania, których nie da si¦ zapisa¢ za pomoc¡ znanych for-
muª.

Co wi¦cej: rozwi¡zania obu równa« dla tych samych warunków po-
cz¡tkowych zachowuj¡ si¦ bardzo podobnie.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Motywacja podj¦cia si¦ tematu
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Co ju» wiemy?

Na Równaniach ró»niczkowych zwyczajnych:

metody badania istnienia i jednoznaczno±ci,

metody rozwi¡zywania niektórych typów równa«,

zachowanie si¦ rozwi¡za« w zale»no±ci od parametrów.

Pytanie prowokacyjne: Skoro metody numeryczne radz¡ sobie z wi¦k-
sz¡ klas¡ problemów, to po co zajmowa¢ si¦ wymienionymi wcze±niej
zagadnieniami teoretycznymi?

Wi¦kszo±ci równa« zwyczajnych nie da si¦ rozwi¡za¢ analitycznie,
wi¦c musimy mie¢ narz¦dzia sprawdzaj¡ce, czy znalezione numerycz-
ne przybli»enie ma sens (czy problem ma w ogóle rozwi¡zanie).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Co ju» wiemy?

Na Równaniach ró»niczkowych zwyczajnych:

metody badania istnienia i jednoznaczno±ci,

metody rozwi¡zywania niektórych typów równa«,

zachowanie si¦ rozwi¡za« w zale»no±ci od parametrów.

Pytanie prowokacyjne: Skoro metody numeryczne radz¡ sobie z wi¦k-
sz¡ klas¡ problemów, to po co zajmowa¢ si¦ wymienionymi wcze±niej
zagadnieniami teoretycznymi?

Niektóre zagadnienia maj¡ niesko«czenie wiele rozwi¡za«, sk¡d
zatem mie¢ pewno±¢, »e metoda numeryczna przybli»a to wªa±ciwe?
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Motywacja podj¦cia si¦ tematu

Przykªad 3.

Zagadnienie

x′(t) = 3x2/3(t), t ∈ R+, x(0) = 0,

ma niesko«czenie wiele rozwi¡za«:

x(t) =

{
(t− t0)3, gdy t ­ t0,
0, gdy t < t0,

t0 ­ 0,

a tak»e x(t) = 0. Metoda numeryczna da tylko jedno z nich...
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Czym si¦ zajmiemy?

Rozwa»amy równania ró»niczkowe zwyczajne pierwszego rz¦du:

x′(t) = f(t,x(t)), t > t0,

gdzie x mo»e by¢ funkcj¡ wektorow¡ lub skalarn¡.

Uwaga (notacja).

W przypadku skalarnym b¦dziemy pisa¢ x′(t) = f(t, x(t)).

Uwaga (przypomnienie).

Ka»de równanie ró»niczkowe zwyczajne da si¦ sprowadzi¢ do ukªadu
równa« ró»niczkowych zwyczajnych pierwszego rz¦du.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Czym si¦ zajmiemy?

Technikami omawianymi na tym przedmiocie nie da si¦ przybli»a¢
rozwi¡za« ogólnych. Do równania ró»niczkowego zawsze b¦dziemy
dodawa¢ warunek pocz¡tkowy:

x(t0) = x0.

Zakªadamy ponadto, »e rozwi¡zania szukamy w sko«czonym prze-
dziale czasu:

t0 ¬ t ¬ tK , t0 < tK < +∞

(nawet je±li rozwi¡zanie istnieje dla wszystkich t > t0).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Omawiane metody

Zajmiemy si¦ dwiema klasami metod:

liniowymi metodami wielokrokowymi,

metodami Runge-Kutty.

Ka»da z tych metod jest uogólnieniem metody Eulera.

Uwaga.

Nie przybli»amy krzywej t 7→ x(t), ale (zazwyczaj) ci¡g warto±ci

x(t0), x(t0 + h), x(t0 + 2h), . . . , x(t0 + nh), . . . ,

gdzie h > 0 jest tzw. wielko±ci¡ siatki lub dªugo±ci¡ kroku.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Omawiane metody
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Omawiane metody

Uwaga (dlaczego zazwyczaj?) #1.

W ogólno±ci mo»na rozwa»a¢ siatki nierównomierne, tzn.

t0 < t1 < t2 < . . . < tn < . . . ,

a wówczas dªugo±¢ kroku b¦dzie si¦ zmienia¢ w czasie:

hn := tn − tn−1, n = 1, 2, . . . .

B¦dziemy zajmowa¢ si¦ gªównie metodami staªokrokowymi, dla któ-
rych hn =: h = const.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Omawiane metody

Uwaga (dlaczego zazwyczaj?) #2.

Niektóre twierdzenia (o oszacowaniach bª¦du przybli»enia) b¦d¡ wy-
muszaªy stworzenie pewnych krzywych, które przechodz¡ przez punk-
ty naszego przybli»enia.

W najprostszym przypadku b¦d¡ to po prostu ªamane ª¡cz¡ce punkty
przybli»enia.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Omawiane metody

Pytanie.

Wydaje si¦ (i sªusznie), »e metody staªokrokowe ªatwiej b¦dzie zaim-
plementowa¢.

Do czego w takim razie mog¡ przyda¢ si¦ metody ze zmienn¡ dªu-
go±ci¡ kroku?

Konkretne przykªady na laboratorium (na ostatnich zaj¦ciach z RRZ).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Notacja � przypomnienie z Algebry liniowej

Przypomnijmy normy wektorowe i macierzowe :

dla wektorów x = (x1, . . . , xN )T ∈ Rn de�niujemy:

‖x‖p =


(
N∑
i=1
|xi|p

)1/p
, dla p ∈ [1,∞),

max
i=1,...,N

|xi| , dla p =∞

(dla dowolnego p ∈ [1,∞] jest to norma, nazywana te» norm¡ `p).

Wi¦kszo±¢ przedstawionych wyników jest prawdziwa dla dowolnej
normy `p, dlatego b¦dziemy wówczas pisa¢ po prostu ‖·‖.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Notacja � przypomnienie z Algebry liniowej

Przypomnijmy normy wektorowe i macierzowe :

dla macierzy A ∈ RM×N de�niujemy:

‖A‖p→q = sup
x 6=0

‖Ax‖q
‖x‖p

= sup
‖x‖p=1

‖Ax‖q

(jest to najmniejsza liczba taka, »e ‖Ax‖q ¬ ‖A‖p→q · ‖x‖p).

Tak jak wcze±niej, je±li wyniki b¦d¡ prawdziwe dla dowolnych p i q,
to b¦dziemy pisa¢ po prostu ‖A‖.

Dla p = q = 2 mamy ‖A‖ =
√
najwi¦ksza warto±¢ wªasna ATA.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Notacja � przypomnienie z Analizy 1

Przypomnijmy tzw. notacj¦ Landaua (czyli notacj¦ du»ego O):

mówimy, »e z = O(hp) (jest co najwy»ej rz¦du O(hp)) dla pewnego
p ∈ Z+, je±li istniej¡ dodatnie staªe h0 i C takie, »e

|z| ¬ Chp dla 0 < h < h0

(w przypadku wielowymiarowym zamiast |·| nale»y wpisa¢ ‖·‖).

Wynika st¡d, »e z → 0, gdy h→ 0 i rz¡d zbie»no±ci jest równy p.
Wprowadzamy t¦ notacj¦, je±li bardziej interesuje nas informacja o p,
a nie o C. B¦dziemy czasem mówi¢, »e z jest p-tego rz¦du.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Wzór Taylora � przypomnienie z Analizy 1

Notacja du»ego O pojawiªa si¦ w kontek±cie wzoru Taylora.

Przykªad 4 (wniosek ze wzoru Taylora).

Stosuj¡c wzór Maclaurina do funkcji f(h) = eh otrzymamy

eh = 1 +O(h)
= 1 + h+O(h2)

= 1 + h+
1
2!
h2 +O(h3)

= . . .
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Podstawowe poj¦cia

Zaªo»enia na reszt¦ wykªadu

Notacj¦ du»ego O stosujemy, »eby porównywa¢ tempo zbie»no±ci �
wyrazy rz¦du O(h3) zbiegaj¡ szybciej do zera ni» rz¦du O(h2).

Zaªo»enie.

Rozwi¡zanie RRZ (czyli t 7→ x(t)) jest odpowiednio gªadkie, tzn. ma
tak wiele ci¡gªych pochodnych na (t0, tK) jak potrzebujemy.

Dzi¦ki czemu b¦dziemy mogli skorzysta¢ ze wzoru Taylora tak wyso-
kiego rz¦du jak chcemy.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Wzór Taylora (znowu)

Rozpoczniemy od przypadku skalarnego i rozwini¦cia rozwi¡zania x
wyj±ciowego równania ze wzoru Taylora wokóª punktu t:

x(t+ h) = x(t) + h · x′(t) +R1(h; t),

gdzie reszt¦ R1 b¦dziemy nazywa¢ lokalnym bª¦dem obci¦cia
(ang. local truncation error � LTE).

Je±li x jest 2-krotnie ró»niczkowalna na (t0, tK), to mo»emy zapisa¢

R1(h; t) =
1
2!
h2x′′(ξ), ξ ∈ (t, t+ h).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Wzór Taylora (znowu)

Zaªó»my, »e ∃M>0 ∀ξ∈(t0,t1) |x′′(ξ)| ¬M , wówczas:

|R1(h; t)| ¬
1
2
Mh2,

czyli R1(h; t) = O(h2).

Inne uzasadnienie:

Wiemy z Tw. o wzorze Taylora (z reszt¡ w postaci Peano), »e je±li xma pochodne
x′, . . . , x(m−1) wokóª t oraz istnieje x(m)(t), to

x(t+ h) =
m∑
k=1

x(k)(t)
k!
hk + o(hm),

a st¡d automatycznie (bior¡c m = 1) otrzymujemy to, co wcze±niej.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Wyprowadzenie metody Eulera

Mamy zatem

x(t+ h) = x(t) + hx′(t) +O(h2),

co po wstawieniu równania x′(t) = f(t, x(t)) daje

x(t+ h) = x(t) + hf(t, x(t)) +O(h2).

Wprowad¹my punkty siatki t = tn, gdzie tn = t0+nh, n = 1, . . . , N ,
a N = b tK−t0h c jest liczb¡ kroków o dªugo±ci h potrzebnych by
dotrze¢ (ale nie przekroczy¢) do czasu t = tK .
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Wyprowadzenie metody Eulera

St¡d dla t = tn (n < N) mamy

x(tn+1) = x(tn) + hf(tn, x(tn)) +O(h2), n = 0, . . . , N − 1,

oraz x(t0) = x0.

Dla odpowiednio maªego h ostatni wyraz mo»e by¢ dowolnie maªy,
a pomijaj¡c go otrzymujemy metod¦ Eulera:

xn+1 = xn + hf(tn, xn), n = 0, . . . , N − 1,

gdzie xn jest przybli»eniem numerycznym warto±ci x(tn).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Metoda Eulera (w przypadku wielowymiarowym):

xn+1 = xn + hf(tn,xn), n = 0, . . . , N − 1,

Co opisuje (dla ustalonego punktu (tn,xn)) powy»sze równanie?

Maj¡c dany punkt (tn,xn) prowadzimy z niego odcinek styczny do

rozwi¡zania przechodz¡cego przez ten punkt:

τ 7→ (tn + τ, xn + τ f(tn,xn)), τ ∈ (0, h).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Przykªad 5.

Rozwa»amy równanie

x′(t) = (1− 2t)x(t), t > 0,

z warunkiem x(0) = 1, a rozwi¡zania szukamy dla 0 ¬ t ¬ 3.

Zagadnienie to ma znane rozwi¡zanie:

x(t) = exp
(
1
4 −

(
1
2 − t

)2)
,

co pozwala nam oceni¢ poziom dokªadno±ci przybli»enia.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przybli»anie rozwi¡zania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przybli»anie rozwi¡zania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przybli»anie rozwi¡zania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Zbie»no±¢?

Otrzymane przybli»enie jest do±¢ zgrubne.
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Dla przypomnienia: h = 0,3.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Zbie»no±¢?

Co si¦ stanie, je±li zmniejszymy dªugo±¢ kroku siatki?
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Teraz: h = 0,15.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Zbie»no±¢?

Co si¦ stanie, je±li zmniejszymy dªugo±¢ kroku siatki?
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Teraz: h = 0,075.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Bª¡d globalny rozwi¡zania i rz¡d zbie»no±ci

Warto zwróci¢ uwag¦ jak zmienia si¦ bª¡d rozwi¡zania (bª¡d global-
ny: en = |x(tn)− xn|) w pewnych charakterystycznych punktach dla
wszystkich tych przybli»e«.

h xn (tn = 0,9) bª¡d glob. xn (tn = 1,5) bª¡d glob.

0,3 x3 ≈ 1,367 e3 ≈ 0,274 x5 ≈ 0,603 e5 ≈ 0,131
0,15 x6 ≈ 1,227 e6 ≈ 0,133 x10 ≈ 0,531 e10 ≈ 0,058
0,075 x12 ≈ 1,159 e12 ≈ 0,065 x20 ≈ 0,500 e20 ≈ 0,028

x(0,9) ≈ 1,094 (dokªadne) x(1,5) ≈ 0,472 (dokªadne)

Czy daje si¦ zauwa»y¢ jak¡± zale»no±¢?
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wprowadzenie

Bª¡d globalny rozwi¡zania i rz¡d zbie»no±ci

Wyprowadzaj¡c metod¦ Eulera otrzymali±my:

x(tn+1) = x(tn) + hf(tn, x(tn)) +O(h2), n = 0, . . . , N − 1

(w przypadku skalarnym).

Zmniejszaj¡c krok siatki dwukrotnie bª¡d globalny równie» zmniejsza
si¦ (co do moduªu) dwukrotnie (okoªo). Sugeruje to, »e bª¡d globalny
tej metody jest proporcjonalny do h (a sama metoda jest zbie»na).

Spróbujemy to sformalizowa¢.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zbie»no±¢ metod numerycznych dla równa« ró»niczkowych zwyczajnych

Sformalizowanie dotychczasowych rozwa»a«

De�nicja 1.

Rozw. numeryczne xn zbiega do rozwi¡zania x zag. pocz¡tkowego

x′(t) = f(t,x(t)), t > 0, x(0) = x0,

w punkcie t = t∗, je±li en = x(tn)− xn w punkcie tn = t∗ speªnia

‖en‖
h→0−−−→ 0

(czyli dla n→∞ i nh = tn = t∗).

Zbie»no±¢ jest rz¦du p, je±li en = O(hp) dla pewnego p ∈ Z+ (przyj-
mujemy, »e rz¦dem metody jest najwi¦ksze takie p).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zbie»no±¢ metod numerycznych dla równa« ró»niczkowych zwyczajnych

Sformalizowanie dotychczasowych rozwa»a«

Mówimy, »e metoda rozwi¡zywania jest zbie»na (rz¦du p), je±li dla
dowolnego zagadnienia

x′(t) = f(t,x(t)), t > 0, x(0) = x0,

(speªniaj¡cego wªa±ciwe zaªo»enia) rozwi¡zanie numeryczne otrzy-
mane t¡ metod¡ zbiega (z rz¦dem p) do rozwi¡zania zagadnienia.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zbie»no±¢ metod numerycznych dla równa« ró»niczkowych zwyczajnych

Rozwi¡zanie otrzymane metod¡ Eulera

Zauwa»my, »e metoda Eulera daje nam tzw. ªaman¡ Eulera:

xh(t) = xn + (t− tn) · f(tn,xn) dla tn ¬ t ¬ tn+1,
n = 0, . . . , N − 1.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zbie»no±¢ metod numerycznych dla równa« ró»niczkowych zwyczajnych

Zbie»no±¢ metody Eulera

Rozwa»amy zagadnienie

x′(t) = f(t,x(t)), t > t0, x(t0) = x0.

Oznaczenia.

Dxf =
(
∂f
∂x1

. . . ∂f
∂xn

)
=


∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1

. . . ∂fn
∂xn

 ,
ft =

∂f
∂t
=
(
∂f1
∂t . . . ∂fn

∂t

)T
.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zbie»no±¢ metod numerycznych dla równa« ró»niczkowych zwyczajnych

Zbie»no±¢ metody Eulera

Twierdzenie 1.

Przypu±¢my, »e w pewnym otoczeniu rozwi¡zania x wyj±ciowego za-
gadnienia zachodzi

‖f‖ ¬ A, ‖Dxf‖ ¬ L, ‖ft‖ ¬M,

a tak»e niech xh b¦dzie ªaman¡ Eulera (uzyskan¡ z krokiem h).
Wówczas dla odpowiednio maªych h > 0 mamy

‖x(t)− xh(t)‖ ¬
M +AL

L

(
eL(t−t0) − 1

)
· h.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zbie»no±¢ metod numerycznych dla równa« ró»niczkowych zwyczajnych

Zbie»no±¢ metody Eulera

Uwagi.

Do±¢ mocne zaªo»enia na funkcj¦ f � musi by¢ ró»niczkowalna.

Zakªadamy, »e rozwi¡zanie x istnieje (i jest jednoznaczne)...

... ale przy tych zaªo»eniach na f to wªa±ciwie nie jest zaªo»enie,
tylko wniosek (np. z Tw. Picarda-Lindelöfa).

Twierdzenie mówi, »e ªamana Eulera zbiega jednostajnie do roz-
wi¡zania, a sama metoda Eulera jest zbie»na (rz¦du 1).

Jest to na tyle sªaby rezultat, »e dowód pomijamy (udowodnimy
lepsze twierdzenie) ...

... ale mo»na go znale¹¢ w ksi¡»ce E. Hairer et al. Solving Or-

dinary Di�erential Equations I: Nonsti� Problems (1993).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Dlaczego metoda Eulera jest taka zªa?

Przykªad 6.

Rozwa»amy równanie

x′(t)− x(t) = −1
2
et/2 sin(5t) + 5et/2 cos(5t), t > 0,

z warunkiem x(0) = 0, a rozwi¡zania szukamy dla 0 ¬ t ¬ 5.

Zagadnienie to ma znane rozwi¡zanie:

x(t) = et/2 sin(5t).

Przybli»enia szukamy metod¡ Eulera z krokiem h = 0,1 (a nast¦pnie
h = 0,05 i h = 0,01).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Dlaczego metoda Eulera jest taka zªa?

Otrzymane przybli»enie jest zupeªnie bezsensowne.
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Na pocz¡tek: h = 0,1.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Dlaczego metoda Eulera jest taka zªa?

Zmniejszenie kroku siatki nie daje zbyt wiele.
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Teraz: h = 0,05.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Dlaczego metoda Eulera jest taka zªa?

Zmniejszenie kroku siatki nie daje zbyt wiele.
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Teraz: h = 0,01.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Dlaczego metoda Eulera jest taka zªa?

Uwagi.

Metoda Eulera daje sensowne wyniki, gdy rozwi¡zania s¡ wolno
zmienne.

Gdy rozwi¡zania szybko zmieniaj¡ si¦ w czasie, bª¡d bezwzgl¦d-
ny staje si¦ rosn¡c¡ funkcj¡ czasu.

Do tej pory badali±my jedynie przykªady, w których znali±my
rozwi¡zanie analityczne � zazwyczaj jednak nie mamy takich
informacji.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Wykorzystajmy histori¦

Metoda Eulera wykorzystuje informacje o zaledwie jednym wcze±niej-
szym kroku, zapominaj¡c o wcze±niejszych przybli»eniach.

Wprowadzimy liniowe metody wielokrokowe, które pozwol¡ osi¡-
gn¡¢ wy»szy rz¡d zbie»no±ci, wykorzystuj¡c dost¦pn¡ histori¦, tzn.
warto±ci x i x′ przybli»one we wcze±niejszych krokach.

Zaczniemy od prostego przykªadu: 2-krokowej metody Adamsa-
Bashfortha.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Wzór Taylora (po raz kolejny)

Zaczniemy ponownie od przypadku skalarnego i ponownie od rozwi-
ni¦cia rozwi¡zania x wyj±ciowego równania ze wzoru Taylora wokóª
punktu t:

x(t+ h) = x(t) + h · x′(t) + 1
2
h2 · x′′(t) +O(h3).

Pojawia si¦ wyraz z drug¡ pochodn¡. Mo»emy go wyeliminowa¢:

x′(t− h) = x′(t)− h · x′′(t) +O(h2)
⇒ h · x′′(t) = x′(t)− x′(t− h) +O(h2).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Wzór Taylora (po raz kolejny)

St¡d (pami¦tamy, »e h · x′′(t) = x′(t)− x′(t− h) +O(h2))

x(t+ h) = x(t) + h · x′(t) + 1
2
h · h · x′′(t) +O(h3)

= x(t) + h · x′(t) + 1
2
h ·
(
x′(t)− x′(t− h) +O(h2)

)
+O(h3)

= x(t) +
1
2
h ·
(
3 · x′(t)− x′(t− h)

)
+O(h3)

= x(t) +
1
2
h ·
(
3 · f(t, x(t))− f(t− h, x(t− h))

)
+O(h3)

Poªó»my t = tn. Pomijamy reszt¦, stosujemy notacj¦ fn = f(tn, xn)
(gdzie xn to przybli»enie x(tn)) i otrzymujemy now¡ metod¦.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

2-krokowa metoda Adamsa-Bashfortha

Otrzymali±my 2-krokow¡ metod¦ Adamsa-Bashfortha (AB2):

xn+2 = xn+1 +
h

2
(3fn+1 − fn) , n = 0, . . . , N − 2.

Uwaga.

Potrzebujemy zna¢ warto±ci przybli»e« w dwóch poprzednich
krokach.

Warto±¢ x1 znajdujemy metod¡ ni»szego rz¦du (np. metod¡ Eu-
lera albo metod¡ Runge-Kutty).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Liniowe metody wielokrokowe

W ogólno±ci liniowe metody wielokrokowe zapisujemy w postaci

xn+k + αk−1xn+k−1 + . . .+ α0xn
= h · (βkfn+k + βk−1fn+k−1 + . . .+ β0fn) .

Metody jawne i niejawne.

Je±li βk 6= 0, to do obliczenia przybli»enia xn+k potrzeba zna¢
fn+k = f(tn+k, xn+k) � trzeba rozwi¡za« (cz¦sto nieliniowe) rów-
nanie. Takie metody nazywamy niejawnymi (ang. implicit).

Je±li βk = 0, to metoda jest jawna (ang. explicit) � np. metoda
Eulera, czy metoda AB2.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Jawne metody Adamsa

2-krokowa metoda Adamsa-Bashfortha jest szczególnym przypad-
kiem jawnych metod Adamsa, które wyprowadza si¦ z postaci
caªkowej

x(tn+1) = x(tn) +
∫ tn+1

tn
f(t, x(t)) dt,

gdzie nieznane rozwi¡zanie x(t) na przedziale [tn, tn+1] przybli»a si¦
stosuj¡c wzór interpolacyjny Newtona*:

f̃(t) = f̃(tn + sh) =
k−1∑
j=0

(−1)j
(
−s
j

)
∇jfn,

gdzie ∇0fn = fn, ∇j+1fn = ∇jfn −∇jfn−1.
* D. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna, WNT 2006.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Wzór interpolacyjny Newtona

Przykªad 5 (jeszcze raz).

Wró¢my do przykªadu z równaniem

x′(t) = (1− 2t)x(t), t > 0,

z warunkiem x(0) = 1.

Jak b¦d¡ wygl¡daªy przybli»enia funkcji f(t, x) = (1− 2t)x(t)*?

* Uwaga. Znamy w tym przypadku dokªadn¡ posta¢ funkcji x.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Wzór interpolacyjny Newtona

Szukamy przybli»enia w punkcie t5 = 5h (h = 0,3) na podstawie
warto±ci w punkcie t4 (k = 1, metoda Eulera):
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Wzór interpolacyjny Newtona

Szukamy przybli»enia w punkcie t5 = 5h (h = 0,3) na podstawie
warto±ci w punktach t4 i t3 (k = 2, metoda Adamsa-Bashfortha):

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
t

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

f Ht,xL

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Wzór interpolacyjny Newtona

Szukamy przybli»enia w punkcie t5 = 5h (h = 0,3) na podstawie
warto±ci w punktach t4, t3 i t2 (k = 3):
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Wzór interpolacyjny Newtona

Szukamy przybli»enia w punkcie t5 = 5h (h = 0,3) na podstawie
warto±ci w punktach t4, t3, t2 i t1 (k = 4):
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Istniej¡ lepsze metody

Jawne metody Adamsa

Specjalne przypadki jawnych metod Adamsa wyra»aj¡ si¦ wzorami:

k = 1: xn+1 = xn + hfn (metoda Eulera)

k = 2: xn+2 = xn+1 + h
(
3
2fn+1 −

1
2fn

)
(metoda AB2)

k = 3: xn+3 = xn+2 + h
(
23
12fn+2 −

16
12fn+1 +

5
12fn

)
k = 4: xn+4 = xn+3 + h

(
55
24fn+3 −

59
24fn+2 +

37
24fn+1 −

9
24fn

)

Inny rodzaj (jawnych) metod wielokrokowych: Nyströma.
Co z metodami niejawnymi?
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Wprowadzenie do formalizmu

Liniowa metoda wielokrokowa:

αkxn+k + αk−1xn+k−1 + . . .+ α0xn
= h · (βkfn+k + βk−1fn+k−1 + . . .+ β0fn) . (?)

De�nicja 2.

Liniowym operatorem ró»nicowym Lh zwi¡zanym z liniow¡ me-
tod¡ k-krokow¡ (?) nazywamy operator przypisuj¡cy dowolnej funkcji
z klasy C1 funkcj¦

Lhz(t) =
k∑
j=0

(
αjz(t+ jh)− hβjz′(t+ jh)

)
.

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Wprowadzenie do formalizmu

Liniowa metoda wielokrokowa:

αkxn+k + αk−1xn+k−1 + . . .+ α0xn
= h · (βkfn+k + βk−1fn+k−1 + . . .+ β0fn) . (?)

De�nicja 3.

Liniowy operator ró»nicowy Lh jest zgodny rz¦du p, je±li

Lhz(t) = O(hp+1)

dla p ∈ Z+ i dla dowolnej funkcji odpowiednio gªadkiej z. Metod¦
nazywamy zgodn¡, je±li jest zgodna rz¦du 1.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Wprowadzenie do formalizmu

Liniowa metoda wielokrokowa:

αkxn+k + αk−1xn+k−1 + . . .+ α0xn
= h · (βkfn+k + βk−1fn+k−1 + . . .+ β0fn) . (?)

De�nicja 4.

Pierwszym oraz drugim wielomianem charakterystycznym me-
tody k-krokowej (?) nazywamy odpowiednio

ρ(r) = αkrk + αk−1rk−1 + . . .+ α0,

σ(r) = βkrk + βk−1rk−1 + . . .+ β0.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zgodno±¢ liniowych metod wielokrokowych

Twierdzenie 2.

Liniowa metoda wielokrokowa (?) jest zgodna rz¦du p wtedy i tylko
wtedy, gdy

k∑
j=0

αj = 0 oraz
k∑
j=0

αjj
q = q

k∑
j=0

βjj
q−1 dla q = 1, . . . , p.

Wniosek.

Metoda jest zgodna wtedy i tylko wtedy, gdy

ρ(1) = 0 oraz ρ′(1) = σ(1).

Dowód.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zbie»no±¢ liniowych metod wielokrokowych

Aby móc mówi¢ o zbie»no±ci rozwa»anych metod, musimy zaªo»y¢,
»e zagadnienie

x′(t) = f(t,x(t)), x(0) = x0,

posiada jednoznaczne rozwi¡zanie.

Aby to osi¡gn¡¢, b¦dziemy zakªada¢, »e speªnione s¡ zaªo»enia Twier-
dzenia Picarda-Lindelöfa (lub Twierdzenia Peano oraz Twierdzenia
o jednoznaczno±ci z RRZ).

B¦dziemy oznacza¢ przez xh funkcj¦ okre±lon¡ na tym samym prze-
dziale, co x i tak¡, »e xh(tn) = xn we wszystkich punktach siatki
(np. ªamana ª¡cz¡ca punkty).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zbie»no±¢ liniowych metod wielokrokowych

De�nicja 5a.

Liniowa metoda k-krokowa jest zbie»na, je±li dla dowolnych warun-
ków pocz¡tkowych speªniaj¡cych wymienione wcze±niej zaªo»enia za-
chodzi

x(t)− xh(t)
h→0+−−−−→ 0 dla wszystkich t ∈ [0, T ],

o ile warto±ci startowe metody speªniaªy

x(tn)− xh(tn)
h→0+−−−−→ 0 dla n = 0, 1, . . . , k − 1.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zbie»no±¢ liniowych metod wielokrokowych

De�nicja 5b.

Liniowa metoda k-krokowa jest zbie»na rz¦du p, je±li dla dowol-
nych warunków pocz¡tkowych i dla dowolnej funkcji f odpowiednio
gªadkiej istniej¡ staªe C, h > 0 takie, »e

‖x(t)− xh(t)‖ ¬ Chp dla h ¬ h0,

o ile warto±ci startowe metody speªniaªy

‖x(tn)− xh(tn)‖ ¬ Chp dla h ¬ h0 i n = 0, 1, . . . , k − 1.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zbie»no±¢ liniowych metod wielokrokowych

Mamy nast¦puj¡cy pierwszy warunek konieczny zbie»no±ci.

Twierdzenie 3.

Zbie»na liniowa metoda wielokrokowa (?) jest zgodna.

Dowód.

Czy jest to warunek wystarczaj¡cy?
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zgodno±¢ to za maªo

Przykªad 7.

Rozwa»my metod¦ dwukrokow¡

xn+2 + 4xn+1 − 5xn = h(4fn+1 + 2fn).

Mo»na ªatwo sprawdzi¢, »e jest to metoda zgodna rz¦du 3.

Zastosujmy j¡ do zagadnienia

x′(t) = x(t), x(0) = 1,

które ma znane rozwi¡zanie x(t) = et. Poniewa» metoda jest dwukro-
kowa, musimy zna¢ x0 oraz x1 � przyjmujemy x0 = 1 oraz x1 = eh

(czyli prawdziwe warto±ci).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zgodno±¢ to za maªo

Numeryczne przybli»anie rozwi¡zania dla h = 0,1:
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zgodno±¢ to za maªo

Numeryczne przybli»anie rozwi¡zania dla h = 0,05:
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zgodno±¢ to za maªo

Numeryczne przybli»anie rozwi¡zania dla h = 0,025:
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zgodno±¢ to za maªo

W dalszej cz¦±ci wyka»emy, »e aby metoda wielokrokowa byªa zbie»-
na, to nie wystarczy by byªa zgodna, potrzebny jest jeszcze dodat-
kowy warunek, tzn. stabilno±¢ :

zbie»no±¢ = zgodno±¢ + stabilno±¢.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Stabilno±¢ liniowych metod wielokrokowych

Liniowa metoda wielokrokowa:

αkxn+k + αk−1xn+k−1 + . . .+ α0xn
= h · (βkfn+k + βk−1fn+k−1 + . . .+ β0fn) . (?)

De�nicja 6.

Liniowa metoda k-krokowa (?) jest 0-stabilna (D-stabilna lub sta-
bilna w sensie Dahlquista), je±li wszystkie pierwiastki pierwszego
wielomianu charakterystycznego ρ(r) = αkrk+αk−1rk−1+ . . .+α0
le»¡ wewn¡trz lub na brzegu koªa jednostkowego, a pierwiastki le»¡ce
na brzegu s¡ pojedyncze.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Stabilno±¢ liniowych metod wielokrokowych

W przypadku jawnych metod Adamsa, tzn.

xn+1 = xn + h
k−1∑
j=0

γj∇jfn

mamy zawsze

ρ(r) = rk − rk−1 = rk−1(r − 1),

a zatem jawne metody Adamsa s¡ 0-stabilne.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Stabilno±¢ liniowych metod wielokrokowych

Przykªad 7 (jeszcze raz).

Zauwa»my, »e dla metody

xn+2 + 4xn+1 − 5xn = h(4fn+1 + 2fn)

mamy ρ(r) = r2 + 4r − 5 = (r − 1)(r + 5) i σ(r) = 4r + 2.
Jest to wi¦c metoda zgodna, ale niestabilna.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zbie»no±¢ liniowych metod wielokrokowych

W ogólno±ci, stabilno±¢ jest drugim warunkiem koniecznym zbie»-
no±ci.

Twierdzenie 4.

Zbie»na liniowa metoda wielokrokowa (?) jest 0-stabilna.

Dowód.

Stabilno±¢, w poª¡czeniu ze zgodno±ci¡ metody, stanowi równie» wa-
runek wystarczaj¡cy.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zbie»no±¢ liniowych metod wielokrokowych

Twierdzenie 5 (Dahlquist, 1956).

Je±li liniowa metoda wielokrokowa (?) jest 0-stabilna i zgodna rz¦du
p, to jest zbie»na rz¦du p.

Dowód w E. Hairer et al. Solving Ordinary Di�erential Equations I:

Nonsti� Problems (1993).
(prosty, ale wymaga »mudnych rachunków)

Jaki jest jednak maksymalny rz¡d zbie»no±ci dla metody k-krokowej?
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Maksymalny rz¡d zbie»no±ci

Twierdzenie 6 (Pierwsza bariera Dahlquista, 1959).

Rz¡d p 0-stabilnej liniowej metody k-krokowej speªnia warunki:

1 p ¬ k + 2 je±li k jest parzyste,

2 p ¬ k + 1 je±li k jest nieparzyste,

3 p ¬ k je±li βk/αk ¬ 0 (w szczególno±ci dla metod jawnych).

Dowód w E. Hairer et al. Solving Ordinary Di�erential Equations I:

Nonsti� Problems (1993).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Czy zbie»na to ju» u»yteczna?

Zgodno±¢ i stabilno±¢ stanowi¡ minimalne wymagania wobec u»y-
tecznej metody caªkowania równa« zwyczajnych, jednak nie uwzgl¦d-
niaj¡ one w ogóle dªugo±ci kroku siatki.

To znacznie ogranicza u»yteczno±¢ takich metod.

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zbie»na to jeszcze nie u»yteczna

Przykªad 8.

Rozwa»my zagadnienie pocz¡tkowe

x′(t) = −x(t), t > 0,

z warunkiem x(0) = 1, a tak»e tzw. metod¦ punktu ±rodkowego

(ang. midpoint rule lub leapfrog method):

xn+2 − xn = 2hfn+1.

Zauwa»my, »e ρ(r) = r2 − 1 oraz σ(r) = 2r, zatem metoda jest
zgodna rz¦du 2 oraz stabilna, a wi¦c zbie»na.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zbie»na to jeszcze nie u»yteczna

Numeryczne przybli»anie rozwi¡zania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zbie»na to jeszcze nie u»yteczna

Numeryczne przybli»anie rozwi¡zania dla h = 0,15:
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zbie»na to jeszcze nie u»yteczna

Numeryczne przybli»anie rozwi¡zania dla h = 0,075:
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Zgodno±¢, zbie»no±¢ i stabilno±¢

Zbie»na to jeszcze nie u»yteczna

1 Poj¦cie zbie»no±ci (a tak»e zgodno±ci i stabilno±ci) s¡ poj¦ciami
granicznymi.

2 0-stabilno±¢ oznacza, »e przy przej±ciu do granicy z dªugo±ci¡
kroku rozwi¡zanie jest stabilne...

3 ... ale w praktyce nie da si¦ "przej±¢ do granicy" z dªugo±ci¡
kroku.

4 Wprowadza si¦ dodatkowe wymaganie � A-stabilno±¢ (lub ab-
solutn¡ stabilno±¢) metody...

5 ... ale o tym ju» przy innej okazji :-)
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wyprowadzenie podstawowych metod

I znów metoda Eulera...

Wró¢my jeszcze do metody, od której zacz¦li±my � metody Eulera
(w przypadku skalarnym). Tym razem jednak, zamiast liczy¢ od razu
xn+1 na podstawie xn, wprowad¹my punkt po±redni :

xn+ 12
= xn +

h

2
f(tn, xn),

xn+1 = xn+ 12
+
h

2
f(tn+ 12

, xn+ 12
).

Spróbujmy zapisa¢ te dwa wyra»enia w jednym wzorze.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wyprowadzenie podstawowych metod

... ale w nowym wydaniu

xn+1 = xn

+ h ·
(
1
2︸︷︷︸
↑
b1

f(tn, xn)︸ ︷︷ ︸
↑
k1

+
1
2︸︷︷︸
↑
b2

f
(
tn +

a
↓︷︸︸︷
1
2
h, xn +

a
↓︷︸︸︷
1
2
h

k1
↓︷ ︸︸ ︷

f(tn, xn)
)

︸ ︷︷ ︸
↑
k2

)

Nachylenie stycznej do przybli»onego rozwi¡zania jest ±redni¡ nachy-
le« rzeczywistego rozwi¡zania przechodz¡cego przez ró»ne punkty (tn
oraz tn + ah).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wyprowadzenie podstawowych metod

Dwustopniowa metoda Runge-Kutty

Jawne 2-stopniowe metody Rungego-Kutty mo»emy zapisa¢ w po-
staci:

k1 = f(tn, xn),

k2 = f(tn + ah, xn + ahk1),

xn+1 = xn + h(b1k1 + b2k2).

Jak dobra¢ warto±ci wspóªczynników a, b1 i b2, aby osi¡gn¡¢ jak
najlepszy rz¡d metody?
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wyprowadzenie podstawowych metod

Dwustopniowa metoda Runge-Kutty

Skorzystamy (jak zwykle) ze wzoru Taylora, ale zastosujemy go do
wyra»enia k2:

f(t+ αh, x+ βh) = f(t, x) + h
(
αft(t, x) + βfx(t, x)

)
+O(h2).

Zauwa»my, »e u nas α = a oraz β = ak1, st¡d dla (t, x) = (tn, xn):

f(tn + ah, xn + ahk1) = fn + ah(ft + ffx)|t=tn, x=xn +O(h2).

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wyprowadzenie podstawowych metod

Dwustopniowa metoda Runge-Kutty

Po podstawieniu do wzoru na xn+1 daje to

xn+1 = xn + h(b1k1 + b2k2) = xn + hb1k1 + hb2k2

= xn + hb1fn + hb2

(
fn + ah(ft + ffx)|t=tn, x=xn +O(h2)

)
= xn + h(b1 + b2)fn + h2ab2(ft + ffx)|t=tn x=xn +O(h3).

Z drugiej strony (jak zwykle z Twierdzenia Taylora)

x(tn + h) = x(tn) + h · 1 · fn + h2 ·
1
2
· (ft + ffx)|t=tn, x=xn +O(h3).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wyprowadzenie podstawowych metod

Dwustopniowa metoda Runge-Kutty

Przypu±¢my, »e warto±¢ przybli»enia w kroku tn jest dokªadna (tzn. ma-
my xn = x(tn)), wówczas

x(tn+1)− xn+1 = h · (1− b1 − b2) · fn

+ h2 ·
(
1
2
− ab2

)
· (ft + ffx)|t=tn, x=xn +O(h3).

Powstaª¡ w ten sposób wielko±¢ nazywamy bª¦dem lokalnym. W ogól-
no±ci ta metoda ma bª¡d lokalny rz¦du O(h) � nie jest to najlepszy
rezultat (metoda nie jest nawet zgodna). Ale...
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wyprowadzenie podstawowych metod

Rz¡d zbie»no±ci 2-stopniowej metody RK

... zeruj¡c kolejne wspóªczynniki otrzymujemy rz¡d metody równy 1
lub 2.

bª¡d lokalny warunki osi¡gni¦cia rz¦du metody rz¡d*

O(h2) je±li b1 + b2 = 1 oraz dowolne a p = 1
O(h3) je±li b1 + b2 = 1 oraz ab2 = 12 p = 2

* W przypadku metod RK mówimy, »e metoda jest rz¦du p, je±li bª¡d
lokalny jest O(hp+1).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Wyprowadzenie podstawowych metod

Rz¡d zbie»no±ci 2-stopniowej metody RK

Przyjmuj¡c b2 = θ otrzymujemy rodzin¦ 2-stopniowych jawnych me-
tod RK rz¦du 2 (dla θ 6= 0), gdzie b1 = 1− θ, a = 1

2θ . Najpopular-
niejsze z nich to:

1 ulepszona metoda Eulera: θ = 12 ,
2 zmody�kowana metoda Eulera: θ = 1.

Mo»na pokaza¢, »e nie da si¦ dobra¢ parametrów a, b1 i b2 tak, by
rz¡d metody byª równy 3.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Klasa metod Runge-Kutty

Ogólna r-stopniowa metoda RK mo»e zosta¢ zapisana w postaci:

xn+1 = xn + h
r∑
i=1

biki,

gdzie ki s¡ obliczane na podstawie warto±ci funkcji f :

ki = f

(
tn + cih, xn + h

r∑
j=1

ai,jkj

)
, i = 1, . . . , r.

Tak jak w przypadku metod 2-stopniowych widzimy, »e nachylenie
stycznej do przybli»onego rozwi¡zania b¦dzie ±redni¡ wa»on¡ na-
chyle« w ró»nych punktach po±rednich (o ile mamy odpowiednie ci).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Klasa metod Runge-Kutty

Wobec tego naturalnym warunkiem jest naªo»enie ograniczenia

ci =
r∑
j=1

ai,j , i = 1, . . . , r.

Metoda zawiera wówczas r2 + r parametrów {ai,j , bj}.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Tablica Butchera

c1 a1,1 a1,2 . . . a1,r−1 a1,r
c2 a2,1 a2,2 . . . a2,r−1 a2,r
...

...
...

. . .
...

...
cr ar,1 ar,2 . . . ar,r−1 ar,r

b1 b2 . . . br−1 br

Parametry metody RK cz¦sto zapisuje si¦ w postaci tabeli (tzw. ta-
blica Butchera).
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Tablica Butchera

c1 a1,1 a1,2 . . . a1,r−1 a1,r
c2 a2,1 a2,2 . . . a2,r−1 a2,r
...

...
...

. . .
...

...
cr ar,1 ar,2 . . . ar,r−1 ar,r

b1 b2 . . . br−1 br

Zauwa»my, »e w ogólno±ci wyznaczenie warto±ci ki wymaga rozwi¡-
zania r (najcz¦±ciej nieliniowych) równa«:

ki = f
(
tn + cih, xn + h

r∑
j=1

ai,jkj

)
, i = 1, . . . , r.

Metody RK s¡ wi¦c w ogólno±ci metodami niejawnymi.

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Tablica Butchera

c1 a1,1 a1,2 . . . a1,r−1 a1,r
c2 a2,1 a2,2 . . . a2,r−1 a2,r
...

...
...

. . .
...

...
cr ar,1 ar,2 . . . ar,r−1 ar,r

b1 b2 . . . br−1 br

Je±li jednak tablica Butchera jest ±ci±le trójk¡tna dolna (tzn. mamy
ai,j = 0 dla wszystkich j ­ i), to metoda staje si¦ jawna � nie
trzeba wówczas rozwi¡zywa¢ »adnych równa« nieliniowych.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Rz¡d metody RK

De�nicja 7.

Mówimy, »e metoda Runge-Kutty jest rz¦du p, je±li dla dostatecznie
gªadkich funkcji x mamy

|x(t0 + h)− x1| ¬ C · hp+1,

tzn. bª¡d lokalny jest równy O(hp+1).

Okre±lenie warunków, by metoda miaªa odpowiedni rz¡d wi¡»e si¦
zazwyczaj ze »mudnymi obliczeniami (widzieli±my to na przykªadzie
metody 2-stopniowej). Ograniczymy si¦ do metod jawnych.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Rz¡d metody � warunki dla metody rz¦du 3

Twierdzenie 7.

Jawna metoda RK jest rz¦du 3 wtedy i tylko wtedy, gdy:

r∑
j=1

bj = 1,
r∑
j=2

j−1∑
k=1

bjaj,k =
1
2
,

r∑
j=2

j−1∑
k=1

j−1∑
`=1

bjaj,kaj,` =
1
3
,

r∑
j=3

j−1∑
k=2

k−1∑
`=1

bjaj,kak,` =
1
6
.

Pierwszy warunek gwarantuje rz¡d 1, kolejny � rz¡d 2 (to ju» wi-
dzieli±my), a kolejne dwa gwarantuj¡ rz¡d 3. Musimy mie¢ zatem co
najmniej 3-stopniow¡ metod¦.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Rz¡d metody � warunki dla metody rz¦du 4

Twierdzenie 8.

Jawna metoda RK jest rz¦du 4 wtedy i tylko wtedy, gdy s¡
speªnione warunki dla metody rz¦du 3 oraz:

r∑
j=2

j−1∑
k=1

j−1∑
`=1

j−1∑
m=1

bjaj,kaj,`aj,m =
1
4
,

r∑
j=3

j−1∑
k=1

j−1∑
`=2

`−1∑
m=1

bjaj,kaj,`a`,m =
1
8
,

r∑
j=3

j−1∑
k=2

k−1∑
`=1

k−1∑
m=1

bjaj,kak,`ak,m =
1
12
,

r∑
j=4

j−1∑
k=3

k−1∑
`=2

`−1∑
m=1

bjaj,kak,`a`,m =
1
24
.

Warunki robi¡ si¦ coraz bardziej skomplikowane.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Ile stopni powinna mie¢ metoda rz¦du p?

Mo»na przypuszcza¢, »e metoda rz¦du p potrzebuje p stopni
(zgadza si¦ dla p = 1, 2, 3, 4). Jednak nie jest to prawda dla
p > 4.

Znane s¡ dokªadne liczby potrzebnych stopni dla p ¬ 8.

Aby uzyska¢ rz¡d metody równy 9, potrzeba mi¦dzy 12 a 17
stopni, a parametry musz¡ speªnia¢ 486 nieliniowych równa«
algebraicznych. :-)

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Najpopularniejsza z metod RK

0 0
1
2

1
2 0

1
2 0 1

2 0
1 0 0 1 0

1
6

1
3

1
3

1
6

0 0
1
3

1
3 0

2
3 −13 1 0
1 1 −1 1 0

1
8

3
8

3
8

1
8

W 1901 roku Kutta zaproponowaª dwie metody 4-stopniowe, które
osi¡gaj¡ rz¡d 4. Powy»ej znajduj¡ si¦ tablice Butchera tych metod.
Pierwsza z nich jest bardziej popularna (nazywana jest cz¦sto po
prostu metod¡ Runge-Kutty), a druga jest bardziej dokªadna.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Zbie»no±¢ metod Runge-Kutty

Zakªadamy, »e zagadnienie x′(t) = f(t, x(t)) dla t > t0, x(t0) = x0
ma jednoznaczne rozwi¡zanie. Oznaczmy przez xh ªaman¡ ª¡cz¡c¡
punkty rozwi¡zania numerycznego z krokiem h.

Twierdzenie 9.

Przypu±¢my, »e w pewnym otoczeniu rozwi¡zania x wyj±ciowego za-
gadnienia zachodzi |fx| ¬ L, a tak»e, »e bª¡d lokalny nie przekracza
warto±ci C · hp+1. Wówczas dla odpowiednio maªych h > 0 mamy

|x(t)− xh(t)| ¬
C

L

(
eL(t−t0) − 1

)
· hp.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Porównanie jawnych metod staªokrokowych

Wró¢my jeszcze do Przykªadu 6 z równaniem

x′(t)− x(t) = −1
2
et/2 sin(5t) + 5et/2 cos(5t), t > 0,

z warunkiem x(0) = 0.

Porównajmy bª¡d globalny dla t = 1 przy ró»nych metodach i ró»nych
warto±ciach h.
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Porównanie jawnych metod staªokrokowych
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Wprowadzenie Metoda Eulera Liniowe metody wielokrokowe Metody Runge-Kutty

Ogólne metody RK

Podsumowanie

Ka»d¡ z przedstawionych metod mo»na uogólni¢ na rozwi¡zy-
wanie ukªadów równa«.

Na laboratorium, poza implementacj¡ podstawowych metod,
zajmiemy si¦ równie» kwesti¡ doboru wielko±ci kroku siatki tak,
aby osi¡gn¡¢ po»¡dany poziom dokªadno±ci rozwi¡zania (czyli
zajmiemy si¦ adaptacyjnym wyborem kroku).

KONIEC CZ��CI 1
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