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Wprowadzenie

0000000000

Podstawowe pojecia

Co juz wiemy?

Na Rownaniach rézniczkowych zwyczajnych:
e metody badania istnienia i jednoznacznosci,
@ metody rozwigzywania niektérych typéw réwnan,

@ zachowanie sie rozwigzan w zaleznosci od parametréw.

Po co nam s3 metody numeryczne?

Wiekszosci réwnan zwyczajnych nie da sie rozwiaza¢ analitycznie,
tzn. nie da sie zapisa¢ rozwigzania za pomoca znanych funkgji.
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Wprowadzenie
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Podstawowe pojecia

Motywacja podjecia sie tematu

Przyktad 1.

Réwnanie

7' (t) = sin(t) — x(t), teR,
ma rozwigzanie ogélne

z(t) = Ae™t + %Sin(t) - %cos(t), AecR.
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Podstawowe pojecia

Motywacja podjecia sie tematu

Przyktad 2.
Z drugiej strony (bardzo podobne) réwnanie
! : 1 3
x'(t) = sin(t) — o* (1), t eR,

ma rozwiazania, ktérych nie da sie zapisa¢ za pomoca znanych for-
mut.

Co wiecej: rozwigzania obu réwnan dla tych samych warunkéw po-
czatkowych zachowuja sie bardzo podobnie.
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Podstawowe pojecia

Motywacja podjecia sie tematu
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Wprowadzenie
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Podstawowe pojecia

Co juz wiemy?

Na Rownaniach rézniczkowych zwyczajnych:
e metody badania istnienia i jednoznacznosci,
@ metody rozwigzywania niektérych typéw réwnan,

@ zachowanie sie rozwigzan w zaleznosci od parametréw.

Pytanie prowokacyjne: Skoro metody numeryczne radzg sobie z wiek-
sz3 klasg probleméw, to po co zajmowac sie wymienionymi wczesniej
zagadnieniami teoretycznymi?

Wiekszosci réwnan zwyczajnych nie da sie rozwigzac analitycznie,
wiec musimy miec narzedzia sprawdzajace, czy znalezione numerycz-
ne przyblizenie ma sens (czy problem ma w ogéle rozwiazanie).
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Wprowadzenie
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Podstawowe pojecia

Co juz wiemy?

Na Rownaniach rézniczkowych zwyczajnych:
e metody badania istnienia i jednoznacznosci,
@ metody rozwigzywania niektérych typéw réwnan,

@ zachowanie sie rozwigzan w zaleznosci od parametréw.

Pytanie prowokacyjne: Skoro metody numeryczne radzg sobie z wiek-
sz3 klasg probleméw, to po co zajmowac sie wymienionymi wczesniej
zagadnieniami teoretycznymi?

Niektére zagadnienia maja nieskonczenie wiele rozwigzan, skad
zatem mie¢ pewnos¢, ze metoda numeryczna przybliza to wiasciwe?
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Podstawowe pojecia

Motywacja podjecia sie tematu

Przyktad 3.

Zagadnienie

o/ (t) = 32¥3(t), teRy,  xz(0)=0,
ma nieskonczenie wiele rozwigzan:
(t—t0)°, gdyt>to,
x(t) =
0, gdy t < to,

a takze z(t) = 0. Metoda numeryczna da tylko jedno z nich...
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Wprowadzenie
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Podstawowe pojecia

Czym sie zajmiemy?

Rozwazamy réwnania rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu:
x'(t) = £(t,x(t)), t > to,

gdzie x moze by¢ funkcja wektorowa lub skalarna.

Uwaga (notacja).

W przypadku skalarnym bedziemy pisaé 2/(t) = f (¢, z(t)).

Uwaga (przypomnienie).

Kazde réwnanie rézniczkowe zwyczajne da sie sprowadzi¢ do uktadu
rownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu.
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Podstawowe pojecia

Czym sie zajmiemy?

Technikami omawianymi na tym przedmiocie nie da sie przybliza¢
rozwigzan ogdlnych. Do réwnania rézniczkowego zawsze bedziemy
dodawa¢ warunek poczatkowy:

X(to) = X0-

Zaktadamy ponadto, ze rozwigzania szukamy w skoficzonym prze-
dziale czasu:

o < t<tg, to < tg <400

(nawet jesli rozwiazanie istnieje dla wszystkich t > t).

Metody komputerowe w réwnaniach rézniczkowych Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Wprowadzenie
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Podstawowe pojecia

Omawiane metody

Zajmiemy sie dwiema klasami metod:
o liniowymi metodami wielokrokowymi,
o metodami Runge-Kutty.

Kazda z tych metod jest uogélnieniem metody Eulera.

Uwaga.

Nie przyblizamy krzywej ¢t — x(t), ale (zazwyczaj) ciag wartosci
x(to), x(to + h), x(to + 2h), ..., x(to + nh), ...,

gdzie h > 0 jest tzw. wielkoscia siatki lub dtugosciag kroku.
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Podstawowe pojecia

Omawiane metody
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Podstawowe pojecia

Omawiane metody

Uwaga (dlaczego zazwyczaj?) #1.

W ogélnosci mozna rozwazaé siatki nieréwnomierne, tzn.
o<ti <to<...<tp <...,

a wowczas dtugos¢ kroku bedzie sie zmieniaé w czasie:
hp =tn —th_1, n=12,....

Bedziemy zajmowac sie gtéwnie metodami statokrokowymi, dla kté-
rych h,, =: h = const.
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Podstawowe pojecia

Omawiane metody

Uwaga (dlaczego zazwyczaj?) #2.

Niektére twierdzenia (o oszacowaniach btedu przyblizenia) beda wy-
muszaty stworzenie pewnych krzywych, ktére przechodzg przez punk-
ty naszego przyblizenia.

W najprostszym przypadku bedg to po prostu tamane taczace punkty
przyblizenia.
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Podstawowe pojecia

Omawiane metody

Pytanie.

Wydaje sie (i stusznie), ze metody statokrokowe tatwiej bedzie zaim-
plementowac.

Do czego w takim razie moga przydac sie metody ze zmienng dtu-
goscig kroku?

Konkretne przyktady na laboratorium (na ostatnich zajeciach z RRZ).
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0O00000e000

Podstawowe pojecia

Notacja — przypomnienie z Algebry liniowej

Przypomnijmy normy wektorowe i macierzowe :

dla wektoréw x = (z1,...,2n)T € R™ definiujemy:

N 1/p
<Z ‘x2|p> ) dla pe [1,00),
i=1

z-:nil,f‘?’fw |z, dlap=o0

%Il

(dla dowolnego p € [1, 00| jest to norma, nazywana tez norma /).

Wiekszoé¢ przedstawionych wynikéw jest prawdziwa dla dowolnej
normy ¢, dlatego bedziemy wéwczas pisa¢ po prostu ||-||.
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Podstawowe pojecia

Notacja — przypomnienie z Algebry liniowej

Przypomnijmy normy wektorowe i macierzowe :

dla macierzy A € RM*N definiujemy:

IA[,_, = sup 1Ax]l, _ sup [|Ax][,
20 %[, g, =1

(jest to najmniejsza liczba taka, ze [|Ax|, < [[A[,_, - [Ix]],)-

to bedziemy pisa¢ po prostu ||A].

Dla p = ¢ = 2 mamy ||A|| = \/najwieksza warto$¢ wiasna ATA.
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Podstawowe pojecia

Notacja — przypomnienie z Analizy 1

Przypomnijmy tzw. notacje Landaua (czyli notacje duzego O):
méwimy, ze z = O(hP) (jest co najwyzej rzedu O(hP)) dla pewnego
p € Z., jesli istniejg dodatnie state hy i C takie, ze

|z| <K ChP dla 0<h<hy

(w przypadku wielowymiarowym zamiast |-| nalezy wpisac ||-]|).

Woynika stad, ze z — 0, gdy h — 0 i rzad zbieznosci jest réwny p.
Woprowadzamy te notacje, jesli bardziej interesuje nas informacja o p,
a nie o C. Bedziemy czasem méwi¢, ze z jest p-tego rzedu.
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Podstawowe pojecia

Wzér Taylora — przypomnienie z Analizy 1

Notacja duzego O pojawita sie w kontekscie wzoru Taylora.

Przyktad 4 (wniosek ze wzoru Taylora).
Stosujac wzér Maclaurina do funkgji f(h) = e” otrzymamy
e =14+ 0(h)
=1+h+0O(h?
1
= 1+h+§h2+0(h3)
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Podstawowe pojecia

Zatozenia na reszte wyktadu

Notacje duzego O stosujemy, zeby poréwnywaé tempo zbieznosci —
wyrazy rzedu O(h?) zbiegaja szybciej do zera niz rzedu O(h?).

Zatozenie.

Rozwigzanie RRZ (czyli t — x(t)) jest odpowiednio gtadkie, tzn. ma
tak wiele ciagtych pochodnych na (to,tx) jak potrzebujemy.

Dzieki czemu bedziemy mogli skorzysta¢ ze wzoru Taylora tak wyso-
kiego rzedu jak chcemy.
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Metoda Eulera

[ Jelelele}

Wprowadzenie

Wz6r Taylora (znowu)

Rozpoczniemy od przypadku skalarnego i rozwiniecia rozwigzania x
wyjsciowego réwnania ze wzoru Taylora wokét punktu ¢:

z(t+h)=z(t)+h-2'(t) + Ri(h;t),

gdzie reszte R; bedziemy nazywac lokalnym btedem obciecia
(ang. local truncation error — LTE).

Jesli x jest 2-krotnie rézniczkowalna na (to,tx ), to mozemy zapisac

Ri(hit) = oih®a(€), €€ (t,t+h).
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Metoda Eulera

[ Jelelele}

Wprowadzenie

Wz6r Taylora (znowu)

Zatézmy, ze Inr>0 Vee(to,r) 12" (€)] < M, wéwczas:
L2
|R1(h;t)| < iMh ,

czyli Ri(h;t) = O(h?).

Inne uzasadnienie:
Wiemy z Tw. o wzorze Taylora (z reszta w postaci Peano), ze jesli z ma pochodne

o, ..., ™™D wokét t oraz istnieje (™) (), to
R

k=1

a stad automatycznie (biorac m = 1) otrzymujemy to, co wczesniej.
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Metoda Eulera
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Wprowadzenie

Wyprowadzenie metody Eulera

Mamy zatem
z(t+h) = z(t) + ha'(t) + O(h?),
co po wstawieniu réwnania z/(t) = f(t,x(t)) daje

z(t 4+ h) = x(t) + hf(t, z(t)) + Oh?).

Woprowadzmy punkty siatki t = t,,, gdzie t,, = to+nh,n=1,... N,
a N = {tK 0| jest liczba krokéw o dtugosci h potrzebnych by
dotrze¢ (ale nie przekroczy¢) do czasu t = tg.
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Wprowadzenie

Wyprowadzenie metody Eulera

Stad dla t = ¢, (n < N) mamy
2(tns1) = 2(tn) + hf (tn, 2(ta)) + O(R), n=0,...,N -1,

oraz z(ty) = xp.

Dla odpowiednio matego h ostatni wyraz moze by¢ dowolnie maty,
a pomijajac go otrzymujemy metode Eulera:

.’En+1:xn+hf(tn,xn), TLZO,...,N—l,

gdzie x,, jest przyblizeniem numerycznym wartosci x(t,,).
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Metoda Eulera (w przypadku wielowymiarowym):
Xnt1 = Xp + Af(ty, %), n=0,...,N—1,
Co opisuje (dla ustalonego punktu (¢,,x,)) powyzsze réwnanie?

Majac dany punkt (¢,,x,) prowadzimy z niego odcinek styczny do
rozwigzania przechodzacego przez ten punkt:

T+ (tn + 7, xp —i—Tf(tn,Xn)), T E (O,h).
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Przyktad 5.

Rozwazamy réwnanie
2(t) =1 -2t)x(t), t>0,

z warunkiem z(0) = 1, a rozwigzania szukamy dla 0 < ¢ < 3.

Zagadnienie to ma znane rozwigzanie:

co pozwala nam oceni¢ poziom doktadnosci przyblizenia.
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie

Interpretacja geometryczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,3:
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Wprowadzenie

Zbieznos¢?

Otrzymane przyblizenie jest dos¢ zgrubne.

30

Dla przypomnienia: h = 0,3.
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Wprowadzenie

Zbieznos¢?

Co sie stanie, jesli zmniejszymy dtugos¢ kroku siatki?

30

Teraz: h = 0,15.
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Wprowadzenie

Zbieznos¢?

Co sie stanie, jesli zmniejszymy dtugos¢ kroku siatki?

15F
10

0.5

30

Teraz: h = 0,075.
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Wprowadzenie

Btad globalny rozwigzania i rzad zbieznosci

Warto zwréci¢ uwage jak zmienia sie btad rozwigzania (btad global-
ny: e, = |z(t,) — xn|) w pewnych charakterystycznych punktach dla
wszystkich tych przyblizen.

h Zn (tn = 0,9) btad glob. Zn (tn = 1,5)  btad glob.
0,3 x3 ~ 1,367 e3 ~ 0,274 x5 ~ 0,603 es ~ 0,131
0,15 | x6 =~ 1,227 es ~ 0,133 z10 ~ 0,531 e ~ 0,058
0,075 T2 ~ 17159 €12 ~ 0,065 Tog ~ 0,500 €20 ~ 07028
z(0,9) = 1,094  (doktadne) z(1,5) = 0,472  (doktadne)

Czy daje sie zauwazy¢ jakas zaleznosc?
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Wprowadzenie

Btad globalny rozwigzania i rzad zbieznosci

Wyprowadzajac metode Eulera otrzymalismy:
T(tns1) = 2(tn) + hf(tn, z(ty)) + O(h?), n=0,...,N—1

(w przypadku skalarnym).

Zmniejszajac krok siatki dwukrotnie btad globalny réwniez zmniejsza
sie (co do modutu) dwukrotnie (okoto). Sugeruje to, ze btad globalny
tej metody jest proporcjonalny do h (a sama metoda jest zbiezna).

Sprébujemy to sformalizowa¢.
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Zbiezno$é metod numerycznych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Sformalizowanie dotychczasowych rozwazan

Definicja 1.

Rozw. numeryczne x,, zbiega do rozwigzania x zag. poczatkowego
x'(t) = f(t,x(t)), t>0, x(0) = xo,

w punkcie t = t*, jesli e, = x(t,,) — X, w punkcie t,, = t* spetnia

h—0
len]| =0

(czylidla n — oo i nh = t, = t*).

Zbieznos¢ jest rzedu p, jesli e,, = O(hP) dla pewnego p € Z (przyj-
mujemy, ze rzedem metody jest najwicksze takie p).
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Zbiezno$é metod numerycznych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Sformalizowanie dotychczasowych rozwazan

Méwimy, ze metoda rozwigzywania jest zbiezna (rzedu p), jesli dla
dowolnego zagadnienia

X'(t) = £(t,x(1), t>0,  x(0)=xo,

(spetniajacego wtasciwe zatozenia) rozwigzanie numeryczne otrzy-
mane ta metoda zbiega (z rzedem p) do rozwiazania zagadnienia.
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(o] 1o}

Zbiezno$é metod numerycznych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Rozwigzanie otrzymane metoda Eulera

Zauwazmy, ze metoda Eulera daje nam tzw. famang Eulera:

xp(t) = xp + (t — 1) - £(tn, %) dlat, <t < typ,
n=0,...,N—1.
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Metoda Eulera

[ele] ]

Zbiezno$é metod numerycznych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Zbiezno$¢ metody Eulera

Rozwazamy zagadnienie

x'(t) = £(t,x(t)), t>to, x(tg) = xo.

Oznaczenia.

oft of1
or1 """ Ozn

_ (ot oe\ | .. )

Dxf—(Tﬁ %>_ : U I
Ofn Ofn
ox1 e Oxn
of 9 T
_ 7 _ (of Ofn
f: ot ( atl ot )
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Metoda Eulera

[ele] ]

Zbiezno$é metod numerycznych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Zbiezno$¢ metody Eulera

Twierdzenie 1.
Przypus¢my, ze w pewnym otoczeniu rozwigzania X wyjsciowego za-
gadnienia zachodzi

Il < A, [IDkff| < L, ]| < M,

a takze niech x; bedzie tamang Eulera (uzyskana z krokiem h).
Woéwczas dla odpowiednio matych A > 0 mamy

Ix(0) = xu(0)] < (et — 1)

L
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Metoda Eulera

[ele] J
Zbiezno$é metod numerycznych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Zbiezno$¢ metody Eulera

Uwagi.

@ Dos¢ mocne zatozenia na funkcje f — musi by¢ rézniczkowalna.

e Zaktadamy, ze rozwiazanie x istnieje (i jest jednoznaczne)...

@ ... ale przy tych zatozeniach na f to wtasciwie nie jest zatozenie,
tylko wniosek (np. z Tw. Picarda-Lindeldfa).

@ Twierdzenie méwi, ze tamana Eulera zbiega jednostajnie do roz-
wigzania, a sama metoda Eulera jest zbiezna (rzedu 1).

@ Jest to na tyle staby rezultat, ze dowéd pomijamy (udowodnimy
lepsze twierdzenie) ...

@ ... ale mozna go znalez¢ w ksiazce E. Hairer et al. Solving Or-
dinary Differential Equations I: Nonstiff Problems (1993).
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Liniowe metody wielokrokowe

9000000000

Istnieja lepsze metody

Dlaczego metoda Eulera jest taka zta?

Przyktad 6.

Rozwazamy réwnanie
1
2 (t) —x(t) = —§et/2 sin(5t) + 5¢¥/2 cos(5t), ¢ >0,

z warunkiem z(0) = 0, a rozwiazania szukamy dla 0 < ¢t < 5.
Zagadnienie to ma znane rozwigzanie:
z(t) = e'/?sin(5t).

Przyblizenia szukamy metoda Eulera z krokiem h = 0,1 (a nastepnie
h =0,05ih =0,01).
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Liniowe metody wielokrokowe

9000000000

Istnieja lepsze metody

Dlaczego metoda Eulera jest taka zta?

Otrzymane przyblizenie jest zupetnie bezsensowne.

-201

Na poczatek: h = 0,1.
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Liniowe metody wielokrokowe

9000000000

Istnieja lepsze metody

Dlaczego metoda Eulera jest taka zta?

Zmniejszenie kroku siatki nie daje zbyt wiele.

201

!
10f
s/

—10f \/

-201

Teraz: h = 0,05.
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Liniowe metody wielokrokowe

9000000000

Istnieja lepsze metody

Dlaczego metoda Eulera jest taka zta?

Zmniejszenie kroku siatki nie daje zbyt wiele.

201

-201

Teraz: h = 0,01.
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Liniowe metody wielokrokowe

9000000000

Istnieja lepsze metody

Dlaczego metoda Eulera jest taka zta?

Uwagi.

@ Metoda Eulera daje sensowne wyniki, gdy rozwiazania sg wolno
zmienne.

e Gdy rozwiazania szybko zmieniaja sie w czasie, btad bezwzgled-
ny staje sie rosnaca funkcja czasu.

o Do tej pory badalismy jedynie przyktady, w ktérych znalismy
rozwigzanie analityczne — zazwyczaj jednak nie mamy takich
informacji.
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Liniowe metody wielokrokowe

0@00000000

Istnieja lepsze metody

Wykorzystajmy historie

Metoda Eulera wykorzystuje informacje o zaledwie jednym wczesniej-
szym kroku, zapominajac o wczesniejszych przyblizeniach.

Woprowadzimy liniowe metody wielokrokowe, ktére pozwola osia-
gnac wyzszy rzad zbieznosci, wykorzystujac dostepna historie, tzn.
wartosci x i X’ przyblizone we wczeéniejszych krokach.

Zaczniemy od prostego przyktadu: 2-krokowej metody Adamsa-
Bashfortha.
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Liniowe metody wielokrokowe

00@0000000

Istnieja lepsze metody

Wz6r Taylora (po raz kolejny)

Zaczniemy ponownie od przypadku skalarnego i ponownie od rozwi-
niecia rozwigzania = wyjéciowego réwnania ze wzoru Taylora wokét
punktu ¢:

2t +h) = 2(t) + h-2/(8) + %hQ (1) + O(h®).

Pojawia sie wyraz z druga pochodna. Mozemy go wyeliminowa¢:

z'(t—h) =2/ (t) — h-2"(t) + O(h?)
=  h-2"(t)=a'(t) —2'(t — h) + O(h?).
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Liniowe metody wielokrokowe

000®@000000

Istnieja lepsze metody

Wz6r Taylora (po raz kolejny)

Stad (pamigtamy, ze h - 2" (t) = 2'(t) — 2'(t — h) + O(h?))
z(t+h)=z(t)+h-2'(t) + %h “h-2”(t) + O(h®)

=z(t)+h-2'(t) + 1h (@ (t) — 2’ (t — h) + O(h?)) + O(h3)

2
— ) + %h (32 (t) — 2/ (t— ) + O(h?)
= a(t) + 5h- (3 f(t,2(1)) — J{t — h,x(t — ) + O(K?)

Potézmy t = t,,. Pomijamy reszte, stosujemy notacje f, = f(tn, )
(gdzie x,, to przyblizenie z(t,)) i otrzymujemy nowa metode.
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Liniowe metody wielokrokowe

[e]e]ele] lelelele]e}

Istnieja lepsze metody

2-krokowa metoda Adamsa-Bashfortha

Otrzymalismy 2-krokowa metode Adamsa-Bashfortha (AB2):

h
l’n+2:$n+1+§(3fn+1—fn), n=0,...,N —2.

Uwaga.
o Potrzebujemy znaé wartosci przyblizen w dwéch poprzednich
krokach.
o Warto$¢ 1 znajdujemy metoda nizszego rzedu (np. metoda Eu-
lera albo metoda Runge-Kutty).
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Liniowe metody wielokrokowe

00000e0000

Istnieja lepsze metody

Liniowe metody wielokrokowe

W ogélnosci liniowe metody wielokrokowe zapisujemy w postaci

Tptk T O)—1Tptk—1 + ... + Q0Tn
= h- (Brfotk + Br—1fosk—1+ -+ Bofn) -

Metody jawne i niejawne.

Jesli B # 0, to do obliczenia przyblizenia x, ) potrzeba znaé
froik = f(tnak, Tnir) — trzeba rozwigzan (czesto nieliniowe) réw-
nanie. Takie metody nazywamy niejawnymi (ang. implicit).

Jesli B, = 0, to metoda jest jawna (ang. explicit) — np. metoda
Eulera, czy metoda AB2.
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Liniowe metody wielokrokowe

0000008000

Istnieja lepsze metody

Jawne metody Adamsa

2-krokowa metoda Adamsa-Bashfortha jest szczegélnym przypad-
kiem jawnych metod Adamsa, ktére wyprowadza sie z postaci
catkowe;j

otnsn) = att) + [ St )t

gdzie nieznane rozwiazanie x(t) na przedziale [t,, t,11] przybliza sie
stosujac wzor interpolacyjny Newtona™:

k-1
Ft) = Ftu + sh) = (<17 (‘) Vi
=0 J
gdzie VO f, = fn, VITLf, =Vif, —Vif, ;.

*D. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna, WNT 2006.
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Liniowe metody wielokrokowe

0000000800

Istnieja lepsze metody

Wzér interpolacyjny Newtona

Przyktad 5 (jeszcze raz).

Wréémy do przykfadu z réwnaniem
2(t) = (1 —2t)x(t), t>0,
z warunkiem z(0) = 1.

Jak beda wygladaty przyblizenia funkgji f(t,z) = (1 — 2t)z(t)*?

" Uwaga. Znamy w tym przypadku doktadna postaé funkgji .
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Liniowe metody wielokrokowe

0000000080

Istnieja lepsze metody

Wzér interpolacyjny Newtona

Szukamy przyblizenia w punkcie t5 = 5h (h = 0,3) na podstawie
wartosci w punkcie t4 (kK = 1, metoda Eulera):

ftx)
15p
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Liniowe metody wielokrokowe

0000000080

Istnieja lepsze metody

Wzér interpolacyjny Newtona

Szukamy przyblizenia w punkcie t5 = 5h (h = 0,3) na podstawie
wartosci w punktach ¢4 i t3 (k = 2, metoda Adamsa-Bashfortha):

ftx)
15p

Metody komputerowe w réwnaniach rézniczkowych Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Liniowe metody wielokrokowe

0000000080

Istnieja lepsze metody

Wzér interpolacyjny Newtona

Szukamy przyblizenia w punkcie t5 = 5h (h = 0,3) na podstawie
wartosci w punktach t4, t3 i to (k = 3):

ftx)
15p
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Liniowe metody wielokrokowe

0000000080

Istnieja lepsze metody

Wzér interpolacyjny Newtona

Szukamy przyblizenia w punkcie t5 = 5h (h = 0,3) na podstawie
wartosci w punktach t4, t3, to i t] (k= 4):

ftx)
15p
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Liniowe metody wielokrokowe

00000000 0e

Istnieja lepsze metody

Jawne metody Adamsa

Specjalne przypadki jawnych metod Adamsa wyrazaja sie wzorami:

k=1 xpt1=xn +hfa (metoda Eulera)
k=2 zp,i0=x,1+h %fn+1 — %fn) (metoda AB2)
k=3 Tnis=Tni2+h (3 fare — 19 ns1 + %fn>

: _ 55 59 37 9
k=4 @nis =Tngs + (50 s — 5rfnve + 55 fne — ﬂfn)

Inny rodzaj (jawnych) metod wielokrokowych: Nystroma.
Co z metodami niejawnymi?
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Liniowe metody wielokrokowe

9000000000000 00000000

Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé
Woprowadzenie do formalizmu
Liniowa metoda wielokrokowa:
OfTntk T Qk—1Tptk—1 + ... + 00Ty

=h-Brfatk + Be—rSrsk—1+ .-+ Bofn). (%)

Definicja 2.
Liniowym operatorem réznicowym %), zwigzanym z liniowa me-
toda k-krokowa (x) nazywamy operator przypisujacy dowolnej funkg;ji
z klasy C' funkcje

k
fhz(t) = Z (ajz(t +jh) - hﬂjz’(t +jh))
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Liniowe metody wielokrokowe

0@®0000000000000000000

Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé
Woprowadzenie do formalizmu
Liniowa metoda wielokrokowa:
OfTntk T Qk—1Tptk—1 + ... + 00Ty
=h - (Brfotk + Br—1fnsk-1+ ...+ Bofn) . (%)
Definicja 3.
Liniowy operator réznicowy .%}, jest zgodny rzedu p, jesli
Lyz(t) = O

dla p € Z, i dla dowolnej funkcji odpowiednio gtadkiej z. Metode
nazywamy zgodna, jesli jest zgodna rzedu 1.
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Liniowe metody wielokrokowe

0000000000000 00000000

Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé
Woprowadzenie do formalizmu
Liniowa metoda wielokrokowa:
OfTntk T Qk—1Tptk—1 + ... + 00Ty

=h- Brfatk + Be—rSrsk—1+ .-+ Bofn). (%)

Definicja 4.
Pierwszym oraz drugim wielomianem charakterystycznym me-
tody k-krokowej (x) nazywamy odpowiednio

p(r) = apr® + oy 17* 7+ L+ ag,

a(r) = B + B+ Bo.
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Liniowe metody wielokrokowe

000®00000000000000000

Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zgodnos¢ liniowych metod wielokrokowych

Twierdzenie 2.

Liniowa metoda wielokrokowa (x) jest zgodna rzedu p wtedy i tylko
wtedy, gdy

k k k
Zajzo oraz Zajjq:qZﬁjjq_l dlag=1,...,p.
j=0 Jj=0 J=0

Whiosek.
Metoda jest zgodna wtedy i tylko wtedy, gdy

p(1)=0  oraz  p'(1) =o0o(1).

«/ Dowdd.

Metody komputerowe w réwnaniach rézniczkowych Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Liniowe metody wielokrokowe

0000@0000000000000000

Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zbieznos¢ liniowych metod wielokrokowych

Aby méc méwié o zbieznosci rozwazanych metod, musimy zatozy¢,
ze zagadnienie

X'(t) =f(t,x(t),  x(0) =xo,

posiada jednoznaczne rozwigzanie.

Aby to osiagnaé, bedziemy zaktadaé, ze spetnione s3 zatozenia Twier-
dzenia Picarda-Lindel6fa (lub Twierdzenia Peano oraz Twierdzenia
o jednoznacznosci z RRZ).

Bedziemy oznaczaé przez x, funkcje okreslong na tym samym prze-
dziale, co x i taka, ze xp,(t,) = x,, we wszystkich punktach siatki
(np. famana taczaca punkty).
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Liniowe metody wielokrokowe

00000®000000000000000

Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zbieznos¢ liniowych metod wielokrokowych

Definicja 5a.

Liniowa metoda k-krokowa jest zbiezna, jesli dla dowolnych warun-
kéw poczatkowych spetniajacych wymienione wczesniej zatozenia za-
chodzi

x(t) — xp(t) =0T dla wszystkich ¢ € [0, 77,

o ile wartosci startowe metody spetniaty

x(t) — xp(t) =% 0 dlan=0,1,....k—1.
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Liniowe metody wielokrokowe
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Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zbieznos¢ liniowych metod wielokrokowych

Definicja 5b.

Liniowa metoda k-krokowa jest zbiezna rzedu p, jesli dla dowol-
nych warunkéw poczatkowych i dla dowolnej funkgeji f odpowiednio
gtadkiej istnieja state C, h > 0 takie, ze

[x(t) — x4 (t)|| < Ch?  dla h < ho,
o ile wartosci startowe metody spetniaty

() — xp(t)| < CHP dlah <hgin=0,1,....k—1.
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Liniowe metody wielokrokowe

0000000e0000000000000
Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zbieznos¢ liniowych metod wielokrokowych
Mamy nastepujacy pierwszy warunek konieczny zbieznosci.

Twierdzenie 3.

Zbiezna liniowa metoda wielokrokowa (%) jest zgodna.

«Z Dowéd.

Czy jest to warunek wystarczajacy?
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Liniowe metody wielokrokowe
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Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zgodno$¢ to za mato

Przyktad 7.

Rozwazmy metode dwukrokowa

Tpy2 +4Tp41 — BTy = h(4fn+1 + 2fn)

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze jest to metoda zgodna rzedu 3.

Zastosujmy ja do zagadnienia

ktdre ma znane rozwiazanie x(t) = e’. Poniewaz metoda jest dwukro-
kowa, musimy znaé xo oraz x; — przyjmujemy xo = 1 oraz x; = e”
(czyli prawdziwe wartosci).
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Liniowe metody wielokrokowe

000000000 e00000000000

Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zgodno$¢ to za mato

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,1:
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Liniowe metody wielokrokowe

000000000 e00000000000

Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zgodno$¢ to za mato

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,05:

s0f /\
L~
- L
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iowe metody wielokrokowe

000000000 e00000000000

Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zgodno$¢ to za mato

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,025:
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Liniowe metody wielokrokowe
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Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zgodno$¢ to za mato

W dalszej czesci wykazemy, ze aby metoda wielokrokowa byta zbiez-
na, to nie wystarczy by byta zgodna, potrzebny jest jeszcze dodat-
kowy warunek, tzn. stabilnos¢:

zbiezno$¢ = zgodnos$¢ + stabilnos¢.
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Liniowe metody wielokrokowe
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Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Stabilnos¢ liniowych metod wielokrokowych

Liniowa metoda wielokrokowa:

OfTntk T Qk—1Tptk—1 + ... + 00Ty
=h- (Befork + Be-tfask—1+ ...+ Bofn). ()

Definicja 6.

Liniowa metoda k-krokowa (%) jest O-stabilna (D-stabilna lub sta-
bilna w sensie Dahlquista), jesli wszystkie pierwiastki pierwszego
wielomianu charakterystycznego p(r) = apr® 4+ ap_ 17" 4. ..+ ag
lezg wewnatrz lub na brzegu kota jednostkowego, a pierwiastki lezace
na brzegu sa pojedyncze.
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Liniowe metody wielokrokowe
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Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Stabilnos¢ liniowych metod wielokrokowych

W przypadku jawnych metod Adamsa, tzn.

k—1
Tni1 = Tn +h YV
=0
mamy zawsze

plr) =k —ht = k1 1),

a zatem jawne metody Adamsa sg 0-stabilne.
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Liniowe metody wielokrokowe
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Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Stabilnos¢ liniowych metod wielokrokowych

Przyktad 7 (jeszcze raz).

Zauwazmy, ze dla metody
Tn+2 + 4([:n+1 - 5xn = h(4fn+1 + 2fn)

mamy p(r) =72 +4r — 5= (r —1)(r +5) i o(r) = 4r + 2.
Jest to wiec metoda zgodna, ale niestabilna.
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Liniowe metody wielokrokowe
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Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zbieznos¢ liniowych metod wielokrokowych

W ogélnosci, stabilnosé jest drugim warunkiem koniecznym zbiez-
nosci.

Twierdzenie 4.
Zbiezna liniowa metoda wielokrokowa (x) jest O-stabilna.
</ Dowdd.

Stabilnos¢, w pofaczeniu ze zgodnoscia metody, stanowi réwniez wa-
runek wystarczajacy.
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Liniowe metody wielokrokowe
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Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zbieznos¢ liniowych metod wielokrokowych

Twierdzenie 5 (Dahlquist, 1956).

Jesli liniowa metoda wielokrokowa (%) jest O-stabilna i zgodna rzedu
p, to jest zbiezna rzedu p.

Dowdd w E. Hairer et al. Solving Ordinary Differential Equations I:
Nonstiff Problems (1993).
(prosty, ale wymaga zmudnych rachunkow)

Jaki jest jednak maksymalny rzad zbieznosci dla metody k-krokowe)?
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Liniowe metody wielokrokowe
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Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Maksymalny rzad zbieznosci

Twierdzenie 6 (Pierwsza bariera Dahlquista, 1959).

Rzad p 0-stabilnej liniowej metody k-krokowej spetnia warunki:
Q p < k+ 2 jesli k jest parzyste,
@ p < k+1 jesli k jest nieparzyste,
QO p<

k jesli Br/ay < 0 (w szczegélnosci dla metod jawnych).

Dowdd w E. Hairer et al. Solving Ordinary Differential Equations I:
Nonstiff Problems (1993).
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Liniowe metody wielokrokowe
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Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Czy zbiezna to juz uzyteczna?

Zgodnos¢ i stabilnoé¢ stanowig minimalne wymagania wobec uzy-
tecznej metody catkowania réwnan zwyczajnych, jednak nie uwzgled-
niaja one w ogdle dtugosci kroku siatki.

To znacznie ogranicza uzytecznos¢ takich metod.
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Liniowe metody wielokrokowe
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Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zbiezna to jeszcze nie uzyteczna

Przyktad 8.

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe
2'(t) = —x(t), t>0,

z warunkiem z(0) = 1, a takze tzw. metode punktu srodkowego
(ang. midpoint rule lub leapfrog method):

Tn4+2 — Tp = 2hfn+1-

Zauwazmy, ze p(r) = r? — 1 oraz o(r) = 2r, zatem metoda jest
zgodna rzedu 2 oraz stabilna, a wiec zbiezna.
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Liniowe metody wielokrokowe

0000000000000V 00000e0

Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zbiezna to jeszcze nie uzyteczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,3:
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Liniowe metody wielokrokowe

0000000000000V 00000e0
Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zbiezna to jeszcze nie uzyteczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,15:

1
I
|
1
I
I
1
|
I

1
I
I
!
6 8
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Liniowe metody wielokrokowe

0000000000000V 00000e0

Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zbiezna to jeszcze nie uzyteczna

Numeryczne przyblizanie rozwigzania dla h = 0,075:

6 8
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Liniowe metody wielokrokowe

0000000000000V 000000e

Zgodnosé, zbieznosé i stabilnoéé

Zbiezna to jeszcze nie uzyteczna

© Pojecie zbieznosci (a takze zgodnosci i stabilnosci) sa pojeciami
granicznymi.

@ O0-stabilno$¢ oznacza, ze przy przejéciu do granicy z dtugoscia
kroku rozwigzanie jest stabilne...

© ... ale w praktyce nie da sie "przejé¢ do granicy" z dtugoscia
kroku.

© Wprowadza sie dodatkowe wymaganie — A-stabilno$¢ (lub ab-
solutna stabilno$¢) metody...

© ... ale o tym juz przy innej okazji :-)
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Metody Runge-Kutty
00000000

Wyprowadzenie podstawowych metod

| znéw metoda Eulera...

Wréémy jeszcze do metody, od ktérej zaczeliSmy — metody Eulera
(w przypadku skalarnym). Tym razem jednak, zamiast liczy¢ od razu
ZTpi1 Na podstawie x,,, wprowadzmy punkt posredni:

X

h
n+ - $n + §f(tn7xn)a

N

h
Tn+1 = n+1+2f( 7$TL+%)’

Sprébujmy zapisac te dwa wyrazenia w jednym wzorze.
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Metody Runge-Kutty
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Wyprowadzenie podstawowych metod

... ale w nowym wydaniu

Tn+l = Tp a a kf
~ =~ N —N—
wn (L )+1f(t+1h AT ))
o x = ~ h,x = x
2 ny4n 2 n 9 n 2 nyLn
(g N —
1 1 1 1
b1 k‘] b2 k2

Nachylenie stycznej do przyblizonego rozwigzania jest $rednig nachy-
len rzeczywistego rozwigzania przechodzacego przez r6zne punkty (¢,
oraz t, + ah).
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Metody Runge-Kutty
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Wyprowadzenie podstawowych metod

Dwustopniowa metoda Runge-Kutty

Jawne 2-stopniowe metody Rungego-Kutty mozemy zapisaé w po-
staci:

kl — f(tny‘rn)v
ky = f(tn + ah,x, + ahky),
Tpt1 = Tp + h(b1k1 + boks).

Jak dobra¢ wartosci wspétczynnikéw a, by 1 b, aby osiagnaé jak
najlepszy rzad metody?
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Metody Runge-Kutty

[o]e]e] lelelele]

Wyprowadzenie podstawowych metod

Dwustopniowa metoda Runge-Kutty

Skorzystamy (jak zwykle) ze wzoru Taylora, ale zastosujemy go do
wyrazenia ka:

f(t+ah,x+ Bh) = f(t,z) + h(afi(t,z) + Bf.(t, x)) + O(h?).

Zauwazmy, ze u nas « = a oraz J = aky, stad dla (¢t,2) = (t,, zp):

f(tn + ah7 Tn + ahkl) = f’n + ah(ft + ffw)’t:tn,zzwn + O(h2)
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Metody Runge-Kutty
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Wyprowadzenie podstawowych metod

Dwustopniowa metoda Runge-Kutty

Po podstawieniu do wzoru na x,41 daje to
Tnt1 = Tpn + h(b1ky + boks) = xy, + hbi1ky + hboks
= T + hby fr + hbs (f +ah(fi + ffo)li=tn, a=2, + O(iz2)>
= an + h(b1 + 02) o + W22 (fy + ffo)limtn a=an + O(RP).
Z drugiej strony (jak zwykle z Twierdzenia Taylora)

Pl B) = ) 4B 1t 2 (ot f )t man + O(B).
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Metody Runge-Kutty

00000e00

Wyprowadzenie podstawowych metod

Dwustopniowa metoda Runge-Kutty

Przypusémy, ze wartos¢ przyblizenia w kroku ¢, jest doktadna (tzn. ma-
my z, = z(t,)), wéwczas

Jl(tn+1) — Tp4+1 = h . (l — ])| — Z)z) . fn

1
h2 (b )t S imtyma, + O(RY)
Powstata w ten sposéb wielko$¢ nazywamy btedem lokalnym. W ogdl-
nosci ta metoda ma btad lokalny rzedu O(h) — nie jest to najlepszy
rezultat (metoda nie jest nawet zgodna). Ale...
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Metody Runge-Kutty

00000080

Wyprowadzenie podstawowych metod

Rzad zbieznosci 2-stopniowej metody RK

.. zerujac kolejne wspétczynniki otrzymujemy rzad metody réwny 1
lub 2.

btad lokalny warunki osiggniecia rzedu metody rzad”
O(h?) jesli by +by=1 oraz dowolnea p=1
O(h®)  jesli by+by=1 oraz aby=5 p=2

* W przypadku metod RK méwimy, ze metoda jest rzedu p, jesli btad
lokalny jest O(hP*1).
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Metody Runge-Kutty

0000000e

Wyprowadzenie podstawowych metod

Rzad zbieznosci 2-stopniowej metody RK

Przyjmujac by = 0 otrzymujemy rodzine 2-stopniowych jawnych me-
tod RK rzedu 2 (dla § # 0), gdzie by =1—0, a = %. Najpopular-
niejsze z nich to:

1

21

@ zmodyfikowana metoda Eulera: 6 = 1.

© ulepszona metoda Eulera: 6 =

Mozna pokazaé, ze nie da sie dobra¢ parametréw a, by i by tak, by
rzad metody byt réwny 3.
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Metody Runge-Kutty
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Ogélne metody RK

Klasa metod Runge-Kutty

Ogolna r-stopniowa metoda RK moze zostaé zapisana w postaci:

T

Tpntl = Tp + hz bik;,

i=1

gdzie k; sa obliczane na podstawie wartosci funkgji f:
T
ki = f(tn +cih, @y +hzai,jkj>, i=1,...,7r
j=1

Tak jak w przypadku metod 2-stopniowych widzimy, ze nachylenie
stycznej do przyblizonego rozwigzania bedzie $redniag wazonga na-
chyled w réznych punktach posrednich (o ile mamy odpowiednie ¢;).
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Metody Runge-Kutty
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Ogélne metody RK

Klasa metod Runge-Kutty

Wobec tego naturalnym warunkiem jest natozenie ograniczenia

r
ci:Zam, iZl,...,T’.
Jj=1

Metoda zawiera wéwczas 12 + r parametréw {a; ;,b;}.
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Metody Runge-Kutty

Ogélne metody RK

Tablica Butchera

00000000000

c1lain a2 a1p—1  Q1p

c2 | az1  a22 azr—1 Q27

Cr | Qr1 Ar2 Qrr—1  Qrp
b1 bo br—1 by

Parametry metody RK czesto zapisuje sie w postaci tabeli (tzw. ta-

blica Butchera).
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Metody Runge-Kutty

00000000000
Ogélne metody RK

Tablica Butchera

c|a a2 ... Q-1 Gl

c2 | az1 a2 ... Q2,—1 G2,

Cr | Qr1 Qr2 ... Gryr—1 Qrp
by by ... by by

Zauwazmy, ze w og6lnosci wyznaczenie wartosci k; wymaga rozwia-
zania r (najczesciej nieliniowych) réwnan:

,
ki = f(tn+ciha $n+hzai,jkj>, i=1,...,7
j=1
Metody RK s3 wiec w ogélnosci metodami niejawnymi.
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Metody Runge-Kutty

00000000000
Ogélne metody RK

Tablica Butchera

c|a a2 ... Q-1 Gl

c2 | az1 a2 ... Q2,—1 G2,

Cr | Qr1 Qr2 ... Gryr—1 Qrp
by by ... by by

Jesli jednak tablica Butchera jest scisle tréjkatna dolna (tzn. mamy
a;j = 0 dla wszystkich j > i), to metoda staje si¢ jawna — nie
trzeba wéwczas rozwigzywaé zadnych réwnan nieliniowych.
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Metody Runge-Kutty
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Ogélne metody RK

Rzad metody RK

Definicja 7.
Moéwimy, ze metoda Runge-Kutty jest rzedu p, jesli dla dostatecznie
gtadkich funkcji z mamy

|x(t0 + h) — $1| <C- hp+1,
tzn. btad lokalny jest réwny O(hP*1).

Okreslenie warunkéw, by metoda miata odpowiedni rzad wiaze sie
zazwyczaj ze zmudnymi obliczeniami (widzieliSmy to na przyktadzie
metody 2-stopniowej). Ograniczymy sie do metod jawnych.
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Metody Runge-Kutty
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Ogélne metody RK

Rzad metody — warunki dla metody rzedu 3

Twierdzenie 7.
Jawna metoda RK jest rzedu 3 wtedy i tylko wtedy, gdy:

r r j—l1 1
ij =1, Zzbjaj,k: 57
j=1 j=2k=1

r j—1j5—1 1 r j—1k-—1 1
2D D bjajraje = 3’ > 2D bigjane = 6
J=2k=1/¢=1 J=3 k=2 (=1

Pierwszy warunek gwarantuje rzad 1, kolejny — rzad 2 (to juz wi-
dzielismy), a kolejne dwa gwarantuja rzad 3. Musimy mie¢ zatem co
najmniej 3-stopniowg metode.
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Metody Runge-Kutty
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Ogélne metody RK

Rzad metody — warunki dla metody rzedu 4

Twierdzenie 8.

Jawna metoda RK jest rzedu 4 wtedy i tylko wtedy, gdy sa
spetnione warunki dla metody rzedu 3 oraz:

r j—13j5-1 j—1 r j—1j—1 £-1

Z Z Z Z bjajkaj.ea;m = i, Z Z Z Z bjajkajraem = %’

j=2 k=1 £=1 m=1 j=3 k=1 £=2 m=1
r oj—1k—1 k-1 roj—1k—1 £—1

Z Z Z Z bjaj&ak’gak,m = %, Z Z Z Z bjajykakxaz’m = i

24
j=3 k=2 =1 m=1 j=4 k=3 (=2 m=1

Warunki robia sie coraz bardziej skomplikowane.
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Metody Runge-Kutty
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Ogélne metody RK

lle stopni powinna mie¢ metoda rzedu p?

@ Mozna przypuszczaé, ze metoda rzedu p potrzebuje p stopni
(zgadza sie dla p = 1,2,3,4). Jednak nie jest to prawda dla
p > 4.

@ Znane s3 doktadne liczby potrzebnych stopni dla p < 8.

@ Aby uzyska¢ rzad metody réwny 9, potrzeba miedzy 12 a 17
stopni, a parametry muszg spetnia¢ 486 nieliniowych réwnan
algebraicznych. :-)
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Metody Runge-Kutty
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Ogélne metody RK

Najpopularniejsza z metod RK

00 0| O

1] 1 1] 1

plz ) 3|3 0

2 2 3|3

1710 0 1 O 111 -1 1 0
‘llll ‘léél
6 3 3 6 g8 8 8 8

W 1901 roku Kutta zaproponowat dwie metody 4-stopniowe, ktére
osiagaja rzad 4. Powyzej znajduja sie tablice Butchera tych metod.
Pierwsza z nich jest bardziej popularna (nazywana jest czesto po
prostu metoda Runge-Kutty), a druga jest bardziej doktadna.
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Metody Runge-Kutty
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Ogélne metody RK

Zbieznos¢ metod Runge-Kutty

Zaktadamy, ze zagadnienie 2/(t) = f(t,x(t)) dla t > to, z(tg) = xo
ma jednoznaczne rozwiazanie. Oznaczmy przez x; tamana taczaca
punkty rozwigzania numerycznego z krokiem h.

Twierdzenie 9.

Przypus¢my, ze w pewnym otoczeniu rozwigzania x wyj$ciowego za-

gadnienia zachodzi | f,| < L, a takze, ze btad lokalny nie przekracza

wartoéci C - hPT1. Wéwczas dla odpowiednio matych h > 0 mamy
C

_ = (eLt=to) _ 1) .pp
|z(t) — xp(t)] < 7 (e 0 1) hP.
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Metody Runge-Kutty
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Ogélne metody RK

Poréwnanie jawnych metod statokrokowych

Wréémy jeszcze do Przyktadu 6 z réwnaniem
1
z'(t) —z(t) = —§et/2 sin(5t) + 5e¥/2 cos(5t), ¢ >0,
z warunkiem z(0) = 0.

Poréwnajmy btad globalny dla ¢t = 1 przy r6znych metodach i r6znych
wartosciach h.
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Metody Runge-Kutty
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Ogélne metody RK

Poréwnanie jawnych metod statokrokowych

100 .
e etoda Eulera
e Metoda AB2
ulepszona met. Eulera
10-2 [ | ==——metoda Runge-Kutty rzedu 3 ]
metoda Runge-Kutty (klasyczna, rzedu 4)
— metoda Runge-Kutty 3/8 (rzedu 4)
|
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= 10! 4
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Metody Runge-Kutty
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Ogélne metody RK

Podsumowanie

e Kazda z przedstawionych metod mozna uogélni¢ na rozwiazy-
wanie uktadéw réwnan.

o Na laboratorium, poza implementacja podstawowych metod,
zajmiemy sie réwniez kwestig doboru wielkosci kroku siatki tak,
aby osiagna¢ pozadany poziom doktadnosci rozwigzania (czyli
zajmiemy sie adaptacyjnym wyborem kroku).

KONIEC CZESCI 1
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