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Wprowadzenie

Co ju» wiemy?

Na Równaniach ró»niczkowych cz¡stkowych:

istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« prostych typów równa«,

metody rozwi¡zywania niektórych prostych typów równa«.

W przypadku równa« cz¡stkowych sytuacja jest jeszcze trudniejsza,
ni» dla równa« zwyczajnych. Nie tylko nie da si¦ (najcz¦±ciej) zapi-
sa¢ rozwi¡zania za pomoc¡ znanych funkcji, ale cz¦sto trzeba zmieni¢
de�nicj¦ rozwi¡zania równania, tak »eby miaªo to sens �zyczny (roz-
wi¡zania sªabe, dystrybucyjne, itp.).
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Wprowadzenie

Problemy z de�nicj¡ rozwi¡zania...

Przykªad 1 (skalarne prawa zachowania � równanie Burgersa).

Na RRCz próbowali±my podej±¢ do zagadnienia zwi¡zanego ze ska-
larnymi prawami zachowania:

ut +
(
f(u)

)
x

= 0 dla t > 0, x ∈ R,
u(0, x) = u0(x) dla x ∈ R.

W naszym przypadku f(u) = 1
2u

2, a u0 byªa funkcj¡ ci¡gª¡ (zadan¡
przedziaªami).
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Wprowadzenie

Problemy z de�nicj¡ rozwi¡zania...

Przykªad 1 (skalarne prawa zachowania � równanie Burgersa).

Problemy:

warunek pocz¡tkowy nie jest ró»niczkowalny w dwóch punktach
(niewielki problem),

metoda charakterystyk dziaªa tylko dla t < 1 (wi¦kszy problem),

jak¡ de�nicj¦ rozwi¡zania dla t ­ 1 wybra¢?
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Wprowadzenie

Problemy z de�nicj¡ rozwi¡zania...

Przykªad 1 (skalarne prawa zachowania � równanie Burgersa).
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Wprowadzenie

... szybko rosn¡ do sporych rozmiarów

Przykªad 2.

Równanie Burgera to bardzo uproszczona wersja ukªadu równa«
Naviera-Stokesa:

ut + (u · ∇)u+∇p = ν∆u+ f ,

dla którego problemy pojawiaj¡ si¦ ju» przy de�niowaniu czym jest
rozwi¡zanie takiego ukªadu...

Nie bez powodu jest to przedmiot jednego z problemów milenijnych.
;-)
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Wprowadzenie

Czym si¦ zajmiemy?

Na klasycznym kursie Równa« ró»niczkowych cz¡stkowych zaj-
mowali±my si¦ trzema typami równa« liniowych: eliptycznymi,
parabolicznymi i hiperbolicznymi.

Zaczniemy od równa« hiperbolicznych i parabolicznych.

Na koniec powiemy kilka sªów o równaniach eliptycznych.
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Wprowadzenie

Zagadnienia pierwszego rz¦du

Zaªó»my, »e chcemy rozwi¡za¢ numerycznie nast¦puj¡ce zagadnienie:

L u(t, x) = f(t, x) dla t > 0, x ∈ I,
u(0, x) = u0(x) dla x ∈ I,

gdzie I ⊂ R jest przedziaªem, a L = L (∂t, ∂x) jest liniowym ope-
ratorem ró»niczkowym zawieraj¡cym tylko pierwsz¡ pochodn¡ cz¡st-
kow¡ wzgl¦dem czasu t.
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Wprowadzenie

Zagadnienia pierwszego rz¦du

Przykªad 3 (podstawowe zagadnienia).

ut + aux = 0 (równanie transportu),

ut + aux − buxx = 0 (równanie prz. ciepªa z zaburzeniem aux

� równanie konwekcji-dyfuzji),

ut + buxxxx = 0 (równanie drga« belki).

Dla uproszczenia zajmiemy si¦ zagadnieniami okre±lonymi na caªej
prostej � w ten sposób ominiemy problemy zwi¡zane z warunkami
brzegowymi.
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Wprowadzenie

Ró»nice sko«czone � podstawowe przykªady

Schemat post¦powania b¦dzie podobny jak w przypadku liniowych
metod wielokrokowych dla równa« ró»niczkowych zwyczajnych:

niech h, k ∈ R+;

tworzymy sie¢ punktów (w¦zªów) (tn, xm) = (nk,mh), gdzie
n ∈ Z+ ∪ {0}, m ∈ Z;

je±li funkcja u jest zde�niowana na w¦zªach sieci, to jej warto±¢
w w¦¹le (tn, xm) b¦dziemy pisa¢ w skrócie jako unm;

przez un b¦dziemy oznacza¢ funkcj¦ okre±lon¡ na siatce na usta-
lonym n-tym poziomie czasowym.
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Wprowadzenie

Ró»nice sko«czone � podstawowe przykªady

B¦dziemy zajmowa¢ si¦ schematami ró»nicowymi. Gªówn¡ ide¡ tej
metody jest zast¡pienie operacji ró»niczkowania ró»nicami sko«czo-
nymi, korzystaj¡c m.in. z faktu, »e dla u klasy C1 mamy

∂u

∂t
(t, x) = lim

ε→0

u(t+ ε, x)− u(t, x)
ε

,

czy

∂u

∂t
(t, x) = lim

ε→0

u(t+ ε, x)− u((t− ε, x)
2ε

i podobnie dla pochodnych przestrzennych (znów gªównym narz¦-
dziem b¦dzie Twierdzenie Taylora).
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Wprowadzenie

Ró»nice sko«czone � podstawowe przykªady

Przykªad 4.

Schematy ró»nicowe najcz¦±ciej spotykane dla jednorodnego równa-
nia transportu:

un+1m − unm
k

+ a
unm+1 − unm

h
= 0 (forward-time forward-space),

un+1m − unm
k

+ a
unm − unm−1

h
= 0 (forward-time backward-space),

un+1m − unm
k

+ a
unm+1 − unm−1

2h
= 0 (forward-time central-space),

un+1m − 12 (unm+1 + unm−1)

k
+ a

unm+1 − unm−1
2h

= 0 (Lax-Friedrichs).
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Wprowadzenie

Ró»nice sko«czone � podstawowe przykªady

Przykªad 4.

Wszystkie te schematy s¡ jednokrokowe i jawne, tzn. warto±ci na
(n+ 1)-szym poziomie czasowym, czyli dla t = (n+ 1)k, s¡ jawnie
wyliczalne z warto±ci funkcji na n-tym poziomie, np. dla pierwszego
schematu:

un+1
m = (1 + aλ)unm − aλunm+1, gdzie λ =

k

h
.

Podobnie dla pozostaªych schematów un+1
m jest kombinacj¡ liniow¡

warto±ci z n-tego poziomu czasowego.
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Wprowadzenie

Ró»nice sko«czone � podstawowe przykªady

Przykªad 5.

Przykªady schematów ró»nicowych stosowanych w niejednorodnym
równaniu przewodnictwa ciepªa ut = buxx + f ,

un+1m − unm
k

= b
unm+1 − 2unm + unm−1

h2
+ fnm (forward-time central-space),

un+1m − un−1m

2k
= b

unm+1 − 2unm + unm−1
h2

+ fnm (leapfrog),

un+1m − unm
k

=
b

2

(
un+1m+1 − 2un+1m + un+1m−1

h2
+
unm+1 − 2unm + unm−1

h2

)
+

1
2

(fn+1m + fnm)

(Crank-Nicolson).
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Wprowadzenie

Ró»nice sko«czone � podstawowe przykªady

Przykªad 5.

Pierwszy i trzeci schemat s¡ schematami jednokrokowymi � wy-
starcz¡ tylko warto±ci pocz¡tkowe u|t=0 aby otrzyma¢ warto±ci
funkcji w punktach siatki.

Drugi schemat jest dwukrokowy � w schematach k-krokowych
potrzebna jest procedura pocz¡tkowa, tzn. taki pomocniczy
schemat ró»nicowy, który da nam warto±ci na (k − 1) pozio-
mach czasowych.

Pierwsze dwa schematy s¡ jawne, trzeci � niejawny, tzn. warto±ci
na (n + 1)-szym poziomie czasowym trzeba jeszcze wyznaczy¢
z pewnego ukªadu równa«.
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

Robi¡c proste testy mo»na ªatwo sprawdzi¢, »e niektóre ze sche-
matów s¡ bezu»yteczne... w niektórych przypadkach.

Poj¦cia, które pozwalaj¡ oceni¢ jako±¢ metody s¡ bardzo po-
dobne do tych, które znamy z równa« zwyczajnych.

Uzyskamy dzi¦ki nim warunki zbie»no±ci analogiczne do tych,
które pojawiªy si¦ w poprzedniej cz¦±ci wykªadu.
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

Przykªad 6.

Zastosujmy schemat forward-time forward-space do równania

ut − ux = 0

z odpowiednim warunkiem pocz¡tkowym.

Parametry metody: h = 1
40 , k = 1

32 .
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

-3 -2 -1 0 1 2 3

x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u(0.2, x)

rozwiazanie analityczne

forward-time forward-space

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

Przykªad 6.

U»yjmy teraz tej samej metody (forward-time forward-space) do nie-
co innego równania:

ut + ux = 0

z odpowiednim warunkiem pocz¡tkowym.

Parametry metody: h = 1
40 , k = 1

32 .
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

Robi¡c proste testy mo»na ªatwo sprawdzi¢, »e niektóre ze sche-
matów s¡ bezu»yteczne... w niektórych przypadkach.

Poj¦cia, które pozwalaj¡ oceni¢ jako±¢ metody s¡ bardzo po-
dobne do tych, które znamy z równa« zwyczajnych.

Uzyskamy dzi¦ki nim warunki zbie»no±ci analogiczne do tych,
które pojawiªy si¦ w poprzedniej cz¦±ci wykªadu.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Oznaczenia

Przypomnijmy, »e zajmujemy si¦ zagadnieniem

L u(t, x) = f(t, x) dla t > 0, x ∈ R, (?)

u(0, x) = u0(x) dla x ∈ R,

gdzie L = L (∂t, ∂x) jest liniowym operatorem ró»niczkowym za-
wieraj¡cym tylko pierwsz¡ pochodn¡ cz¡stkow¡ wzgl¦dem czasu t.

Rozwa»amy (jednokrokowe) schematy ró»nicowe

Lk,hu
n
m = Rk,hf(tn, xm) dla n ∈ Z+, m ∈ Z, (4)

u0m = L 0
hu0(xm) dla m ∈ Z,

gdzie Lk,h, Rk,h i L 0
h s¡ operatorami ró»nicowymi przybli»aj¡cymi

operatory ró»niczkowy L i identyczno±¢.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Klasyczne poj¦cia w nowym wydaniu

De�nicja 1.

Jednokrokowy schemat ró»nicowy (4) przybli»aj¡cy równanie ró»-
niczkowe cz¡stkowe (?) nazywamy zbie»nym, je±li dla dowolnego
rozwi¡zania u równania ró»niczkowego (?) i rozwi¡zania unm schema-

tu (4) takiego, »e u0
m zbiega do u0(x) gdymh h→0+−−−−→ x, rozwi¡zanie

unm zbiega do u(t, x) gdy (nk,mh)
k,h→0+−−−−−→ (t, x).

Ta de�nicja jest (co najmniej) skomplikowana i niewiele mówi.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Maªo precyzyjna de�nicja

O jaki rodzaj zbie»no±ci chodzi? Punktow¡, w normie?

Czy k i h zbiegaj¡ niezale»nie do 0, czy s¡ powi¡zane?

Inaczej : metoda jest zbie»na, je»eli rozwi¡zania schematu zbie-
gaj¡ do rozwi¡zania równania przy zaªo»eniu, »e dane pocz¡t-
kowe schematu zbiegaj¡ do danych pocz¡tkowych zagadnienia.

De�nicj¦ ªatwo uogólni¢ na schematy wielokrokowe � musimy
mie¢ metod¦ zbie»n¡ dla pierwszych kroków.

Brakuj¡ce szczegóªy b¦dziemy doprecyzowywa¢ pó¹niej.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Znajome poj¦cie � zgodno±¢

De�nicja 2.

Mówimy, »e schemat ró»nicowy Lk,hu
n
m = Rk,hf(tn, xm) przybli»a-

j¡cy równanie ró»niczkowe cz¡stkowe L u = f jest zgodny z rów-
naniem ró»niczkowym, je±li dla dowolnej gªadkiej funkcji φ i dla do-
wolnego punktu (tn, xm) na siatce zachodzi

Lk,hφ(tn, xm)−Rk,hL φ(tn, xm)→ 0 gdy k, h→ 0+.

Uwaga 1: nie precyzujemy tutaj charakteru zbie»no±ci k, h→ 0+.

Uwaga 2: w przypadku równa« jednorodnych przyjmujemy, »e Rk,hv
n
m = vnm.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Przykªady metod zgodnych #1

Przykªad 7.

Rozwa»my równanie transportu, tzn. ut + aux = 0, dla którego:

L φ(t, x) = φt(t, x) + aφx(t, x).

Zajmijmy si¦ schematem ró»nicowym forward-time forward-space,
wówczas operator ró»nicowy ma posta¢

Lk,hφ(tn, xm) =
φn+1
m − φnm

k
+ a

φnm+1 − φnm
h

,

gdzie φnm = φ(tn, xm).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Przykªady metod zgodnych #1

Przykªad 7.

Ze wzoru Taylora dla φ wzgl¦dem t oraz x w punkcie (tn, xm) do-
stajemy:

φn+1
m = φnm + kφt(tn, xm) +O(k2),

φnm+1 = φnm + hφx(tn, xm) +O(h2).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Przykªady metod zgodnych #1

Przykªad 7.

Wówczas

Lk,hφ(tn, xm) =
φn+1
m − φnm

k
+ a

φnm+1 − φnm
h

= φt(tn, xm) + aφx(tn, xm) +O(k) +O(h),

a zatem

Lk,hφ(tn, xm)−L φ(tn, xm) = O(k) +O(h)
k,h→0+−−−−−→ 0,

czyli schemat ró»nicowy jest zgodny z równaniem.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Przykªady metod zgodnych #2

Przykªad 8.

Rozwa»my teraz (znów dla jednorodnego równania transportu) sche-
mat Laxa-Friedrichsa:

Lk,hφ(tn, xm) =
φn+1
m − 1

2(φnm+1 + φnm−1)
k

+ a
φnm+1 − φnm−1

2h
.

Pytanie: dlaczego taka dziwna zmiana w pierwszym wyrazie?
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Przykªady metod zgodnych #2

Przykªad 8.

Tak jak wcze±niej, skorzystamy ze wzoru Taylora:

φn+1
m = φnm + kφt(tn, xm) +O(k2),

φnm±1 = φnm ± hφx(tn, xm) +
1
2
h2φxx(tn, xm) +O(h3)
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Przykªady metod zgodnych #2

Przykªad 8.

Wówczas

1
2

(φnm+1 + φnm−1) = φnm +
1
2
h2φxx(tn, xm) +O(h3)

= φnm +O(h2)

oraz

1
2h

(φnm+1 − φnm−1) = φx(tn, xm) +O(h2).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Przykªady metod zgodnych #2

Przykªad 8.

Wstawiaj¡c te wyra»enia do schematu ró»nicowego otrzymujemy

Lk,hφ(tn, xm) =
φn+1
m − 1

2(φnm+1 + φnm−1)
k

+ a
φnm+1 − φnm−1

2h
= φt(tn, xm) + aφx(tn, xm)

+O(k) +O(k−1h2) +O(h2).

Zatem Lk,hφ−L φ→ 0 gdy h, k → 0+, o ile k−1h2 → 0+.

Schemat jest wi¦c zgodny, ale ostatnia zbie»no±¢ mówi nam, »e wybór
k i h nie mo»e by¢ dowolny.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Pieni¡dze Zgodno±¢ to nie wszystko

Dowiedli±my, »e schemat forward-time forward-space jest zgod-
ny, jednak Przykªad 6 wyra¹nie pokazaª, »e dla a = 1 schemat
ten nie jest u»yteczny.

Mo»na pokaza¢, »e dla dowolnego a > 0 ten schemat nie b¦-
dzie dziaªaª prawidªowo. Podobnie, dla a < 0 nie b¦dzie dobry
schemat forward-time backward-space.

Widzimy, »e tak jak w przypadku liniowych metod wielokro-
kowych dla równa« zwyczajnych, tak i tutaj zgodno±¢ nie jest
warunkiem wystarczaj¡cym.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Czy mo»na od razu zauwa»y¢, »e jaki± schemat nie zadziaªa?

Schematy z Przykªadu 4 mo»na przedstawi¢ nast¦puj¡co:

m – 1      m     m + 1
–

–

n + 1

 

n

 

n – 1

forward-time

forward-space

m – 1      m     m + 1
–

–

n + 1

n

n – 1

forward-time

backward-space

m – 1      m     m + 1
–

–

n + 1

n

n – 1

forward-time

central-space

m – 1      m     m + 1
–

–

n + 1

n

n – 1

Lax-Friedrichs
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Czy mo»na od razu zauwa»y¢, »e jaki± schemat nie zadziaªa?

Schemat forward-time forward-

space na ka»dym kroku bierze in-
formacje z punktów le»¡cych �na
prawo� od aktualnie przybli»anego
punktu.
Dla a > 0 rozwi¡zanie równania
transportu to fala, która transpor-
tuje informacj¦ od lewej do pra-
wej.

m – 1      m     m + 1
–

–

n + 1

 

n

 

n – 1
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Jeszcze jeden przykªad (nieco inny)

Przykªad 9.

Zajmijmy si¦ teraz niejednorodnym równaniem przewodnictwa ciepªa,
tzn. ut = buxx + f , dla którego

L φ(t, x) = φt(t, x)− bφxx(t, x).

Jednym z popularniejszych schematów dla tego równania jest sche-
mat Cranka-Nicolsona:

Lk,hφ
n
m = φn+1m − φnm

k
−
b

2

(
φn+1
m+1 − 2φ

n+1
m + φn+1

m−1

h2
+
φnm+1 − 2φ

n
m + φ

n
m−1

h2

)
,

a tak»e Rk,hf(tn, xm) = 1
2

(
fn+1
m + fnm

)
.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Jeszcze jeden przykªad (nieco inny)

Przykªad 9.

Znów skorzystamy ze wzory Taylora dla φ, ale w punkcie (tn+ 12
, xm),

gdzie tn+ 12
= tn + 1

2k. Wówczas

φn+1m = φ
n+ 12
m +

k

2
φt

∣∣∣n+ 12
m

+
k2

8
φtt

∣∣∣n+ 12
m

+O(k3),

φnm = φ
n+ 12
m − k

2
φt

∣∣∣n+ 12
m

+
k2

8
φtt

∣∣∣n+ 12
m

+O(k3).

Ponadto, dla i = 0, 1 mamy

φn+im±1 = φn+im ± hφx
∣∣n+i
m

+
h2

2
φxx
∣∣n+i
m
± h3

6
φxxx

∣∣n+i
m

+O(h4).
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Jeszcze jeden przykªad (nieco inny)

Przykªad 9.

St¡d

φn+1m − φnm
k

= φt

∣∣∣n+ 12
m

+O(k2) =
1
2

(
φt
∣∣n+1
m

+ φt
∣∣n
m

)
+O(k2),

φn+im+1 − 2φn+im + φn+im−1

h2
= φxx

∣∣n+i
m

+O(h2),

czyli

Lk,hφ
n
m =

1
2

(
φt
∣∣n+1
m

+ φt
∣∣n
m

)
− b

2

(
φxx
∣∣n+1
m

+ φxx
∣∣n
m

)
+O(k2) +O(h2).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Jeszcze jeden przykªad (nieco inny)

Przykªad 9.

Z drugiej strony

Rk,hL φnm =
1
2

(
φt

∣∣∣n+1
m

+ φt

∣∣∣n
m

)
− b

2

(
φxx

∣∣∣n+1
m

+ φxx

∣∣∣n
m

)
,

czyli

Lk,hφ(tn, xm)−Rk,hL φ(tn, xm) = O(k2) +O(h2)
k,h→0+−−−−−→ 0,

czyli schemat jest zgodny z równaniem.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Schematy dla równa« parabolicznych

Schematy dla równania przewodnictwa ciepªa (z Przykªadu 5) mo»na
przedstawi¢ nast¦puj¡co:

m – 1      m     m + 1
–

–

n + 1

n

n – 1

forward-time

central-space

m – 1      m     m + 1
–

–

n + 1

n

n – 1

leapfrog

m – 1      m     m + 1
–

–

n + 1

 

n

 

n – 1

Crank-Nicolson
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Dokªadno±¢ schematu

Zauwa»my, »e w ka»dym z omawianych schematów badana ró»-
nica (z de�nicji zgodno±ci) zachowywaªa si¦ w nieco inny sposób.

Wprowadza si¦ poj¦cie tzw. dokªadno±ci schematu (w przypadku
równa« zwyczajnych mówiªa si¦ po prostu o zgodno±ci rz¦du p).

De�nicja 3.

Mówimy, »e schemat ró»nicowy Lk,hu
n
m = Rk,hf(tn, xm), zgodny

z równaniem ró»niczkowym L u = f , jest dokªadny rz¦du (p, q),
je±li dla dowolnej gªadkiej funkcji φ i dla dowolnego punktu (tn, xm)
na siatce zachodzi

Lk,hφ(tn, xm)−Rk,hL φ(tn, xm) = O(kp) +O(hq).
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Parametry metody nie musz¡ by¢ niezale»ne

Zazwyczaj krok czasowy wybiera si¦ jako funkcj¦ kroku prze-
strzennego, tzn.

k = Φ(h),

gdzie Φ jest pewn¡ gªadk¡ funkcj¡ zmiennej h tak¡, »e Φ(0) = 0.

Mówimy wówczas, »e schemat jest dokªadny rz¦du r, je±li dla
dowolnej gªadkiej funkcji φ mamy

Lk,hφ(tn, xm)−Rk,hL φ(tn, xm) = O(hr)
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Parametry metody nie musz¡ by¢ niezale»ne

Przy takich oznaczeniach mamy:

schemat forward-time forward-space jest dokªadny rz¦du 1 dla
równania transportu (a < 0) � bior¡c k = λ · h;

schemat Laxa-Friedrichsa jest dokªadny rz¦du 1 dla równania
transportu (dowolne a) � bior¡c k = λ · h;

schemat Cranka-Nicolsona jest dokªadny rz¦du 2 dla równania
przewodnictwa ciepªa � bior¡c k = µ · h2.

W dalszej cz¦±ci zajmiemy si¦ wyª¡cznie równaniami jednorodnymi.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Stabilno±¢

Oznaczenie.

Dla funkcji v zde�niowanej w punktach xm = mh sieci wprowadzamy
norm¦

‖v‖2h = h
+∞∑

m=−∞
|vm|2 , gdzie vm = v(xm).

Jest to norma w L2(R) funkcji schodkowej

v(x) =
+∞∑

m=−∞
vmχ[xm,xm+1)(x).
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Stabilno±¢

De�nicja 4.

Mówimy, »e schemat ró»nicowy Lk,hu
n
m = 0 dla równania ró»nicz-

kowego cz¡stkowego zawieraj¡cego jedynie pierwsz¡ pochodn¡ po t
jest stabilny w obszarze stabilno±ci Λ, je±li istnieje J ∈ N taka, »e
dla dowolnego T > 0 istnieje staªa CT taka, »e

‖un‖h ¬

CT J∑
j=0

∥∥∥uj∥∥∥2

h

1/2

dla 0 ¬ nk ¬ T i (k, h) ∈ Λ.

Inaczej: norma L2 funkcji u na n-tym poziomie czasowym szacuje
si¦ przez normy L2 funkcji u na pierwszych J + 1 poziomach.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Stabilno±¢

Obszar stabilno±ci Λ to dowolny ograniczony zbiór w pierwszej
¢wiartce R2 (niepusty), w którym pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦d-
nych jest punktem skupienia.

Podana de�nicja dotyczy równa« jednorodnych � analogiczn¡
de�nicj¦ dla równa« niejednorodnych otrzymuje si¦ stosuj¡c za-
sad¦ Duhamela.

Wówczas okazuje si¦, »e de�nicja stabilno±ci pozostaje niezmie-
niona � schemat Lk,hu

n
m = Rk,hf dla równania L u = f jest

stabilny, je±li jest stabilny dla równania L u = 0.

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Kiedy metoda jest stabilna?

Przykªad 10.

Rozwa»my schemat postaci un+1
m = αunm + βunm+1 (np. schemat

forward-time forward-space dla równania transportu). Wówczas

+∞∑
m=−∞

∣∣∣un+1
m

∣∣∣2 =
+∞∑

m=−∞

∣∣αunm + βunm+1
∣∣2

¬
+∞∑

m=−∞

(
|α|2 + 2 |α| |β|+ |β|2

)
|unm|

2
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Kiedy metoda jest stabilna?

Przykªad 10.

Wobec tego

+∞∑
m=−∞

∣∣∣un+1
m

∣∣∣2 ¬ (|α|+ |β|)2
+∞∑

m=−∞
|unm|

2

¬ . . .

¬ (|α|+ |β|)2(n+1)
+∞∑

m=−∞

∣∣∣u0
m

∣∣∣2 .
Zatem je±li |α|+ |β| ¬ 1, to schemat jest stabilny z J = 0.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Kiedy metoda jest stabilna?

Przykªad 10.

Wracaj¡c do schematu forward-time forward-space, mamy

un+1
m = (1 + aλ)unm − aλunm+1, gdzie λ =

k

h
,

co pokazuje, »e jest on stabilny, je±li |1 + aλ|+ |aλ| ¬ 1.

Prowadzi to do warunku −1 ¬ aλ ¬ 0. Nie jest to wynik przypad-
kowy.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Warunek CFL � równania hiperboliczne

Twierdzenie 1.

Rozwa»my jawny schemat ró»nicowy dla jednorodnego równania
transportu ut + aux = 0 postaci

un+1
m = αunm−1 + βunm + γunm−1,

gdzie λ = k
h = const. Warunkiem koniecznym stabilno±ci jest waru-

nek Couranta-Friedrichsa-Lewy'ego (CFL):

|aλ| ¬ 1.
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Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Wady schematów jawnych

Twierdzenie 2.

Nie istniej¡ jawne, zgodne schematy ró»nicowe dla hiperbolicznych
równa« ró»niczkowych cz¡stkowych, które s¡ bezwarunkowo stabilne.

Powy»sze twierdzenie nie dotyczy schematów niejawnych.

Nie dotyczy równie» schematów dla równa« parabolicznych.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Znów przykªady � równanie transportu

Przykªad 11.

Schemat backward-time backward-space dla równania transportu
(a > 0), tzn.

un+1
m − unm

k
+ a

un+1
m − un+1

m−1

h
= 0,

jest bezwarunkowo stabilny (tzn. stabilny dla dowolnego λ).

Oczywi±cie, nawet je±li mo»emy wybra¢ λ dowolnie du»e i mie¢ sta-
bilny schemat, to wyniki nie b¦d¡ poprawnie przybli»aªy rozwi¡zania
dopóki λ nie b¦dzie rozs¡dnie maªe.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Znów przykªady � równanie przewodnictwa ciepªa

Przykªad 12.

Schemat Du Forta-Frankela dla równania przewodnictwa ciepªa:

un+1
m − un−1

m

2k
= b

unm+1 − (un+1
m + un−1

m ) + unm−1

h2 ,

jest jawny i bezwarunkowo stabilny (tzn. stabilny dla dowolnego
µ = k

h2 ).

Niestety mimo to, schemat ten ma swoje inne ograniczenia. M.in.
jego dokªadno±¢ jest wyznaczona przez O(h2) +O(k2) +O(k2h−2).

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Gªówny wynik

Równie» w przypadku równa« cz¡stkowych zgodno±¢ i stabilno±¢ sta-
nowi¡ zestaw warunków koniecznych i wystarczaj¡cych, by schemat
byª zbie»ny. Samo zagadnienie musi by¢ jednak dobrze postawione.

De�nicja 5.

Mówimy, »e problem pocz¡tkowy L u = 0, u(0, ·) = u0 jest po-
prawnie postawiony w przestrzeni z norm¡ ‖·‖, je»eli dla dowolnych
danych pocz¡tkowych zachodzi

‖u(t, ·)‖ ¬ Ct ‖u0‖ ,

gdzie staªa Ct zale»y tylko od t.

Interesuje nas norma L2 � w takiej normie badamy stabilno±¢.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Zbie»no±¢, zgodno±¢ i stabilno±¢

Gªówny wynik

Twierdzenie 3 (Laxa-Richtmyera).

Jednokrokowy schemat ró»nicowy zgodny z poprawnie postawionym
w L2 zagadnieniem pocz¡tkowym jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy,
gdy jest stabilny.

Zanim przejdziemy do szczegóªów, b¦dziemy musieli doprecyzowa¢,
o jak¡ zbie»no±¢ nam chodzi. Najpierw jednak kilka narz¦dzi.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Krótki wst¦p do transformacji Fouriera

Jednym z najwa»niejszych narz¦dzi w badaniu stabilno±ci sche-
matów ró»nicowych jest analiza fourierowska (nazywana rów-
nie» analiz¡ von Neumanna).
Transformat¡ Fouriera funkcji v ∈ L1(R) nazywamy funkcj¦

v̂(ξ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
v(x)e−ixξ dx.

Przy pewnych dodatkowych zaªo»eniach dowodzi si¦, »e praw-
dziwy jest wzór na transformat¦ odwrotn¡:

v(x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
v̂(ξ)eixξ dξ.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Krótki wst¦p do transformacji Fouriera

Dowodzi si¦ równie», »e wzory te s¡ prawdziwe dla v ∈ L2(R),
a transformacja Fouriera jest izometri¡ na L2(R), tzn. zacho-
wuje norm¦ L2(R):

‖v‖L2(R) = ‖v̂‖L2(R) (równo±¢ Parsevala).

Najwa»niejsza wªasno±¢ : transformacja Fouriera zamienia ope-
ratory ró»niczkowe na algebraiczne, np.

v̂x(ξ) = iξv̂(ξ).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Dyskretna transformacja Fouriera

Rozwa»amy funkcje na siatce, tzn. w punktach hZ = {mh : m ∈ Z}.

De�nicja 6.

Dla v ∈ L2(hZ) = {v : hZ→ R : ‖v‖h <∞} de�niujemy

v̂(ξ) =
1√
2π

+∞∑
m=−∞

hvme
−imhξ, dla ξ ∈

[
−π
h
,+

π

h

]
,

i v̂ nazywamy dyskretn¡ transformat¡ Fouriera funkcji v.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Dyskretna transformacja Fouriera

Transformata odwrotna zadana jest wzorem

vm =
1√
2π

∫ +π/h

−π/h
v̂(ξ)eimhξ dξ, dla m ∈ Z.

Wzór ten wynika z jednoznaczno±ci przedstawienia v̂(ξ) w posta-
ci szeregu Fouriera: dowodzi si¦, »e {

√
h/(2π)e−imhξ}m∈Z two-

rz¡ baz¦ przestrzeni L2([−π
h ,+

π
h ]), a nast¦pnie korzysta z twier-

dzenia z Analizy funkcjonalnej.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Dyskretna transformacja Fouriera

Z równo±ci Parsevala dla uogólnionych szeregów Fouriera (tak»e
dowodzonej na AF ) wynika równie», »e

‖v̂‖L2([−π
h
,+π

h
]) = ‖v‖h ,

gdzie

‖v‖h =

√√√√h +∞∑
m=−∞

|vm|2

(dla przypomnienia).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Stabilno±¢ (równowa»nie)

Przypomnijmy de�nicj¦ stabilno±ci.

De�nicja 4.

Mówimy, »e schemat ró»nicowy Lk,hu
n
m = 0 dla równania ró»nicz-

kowego cz¡stkowego zawieraj¡cego jedynie pierwsz¡ pochodn¡ po t
jest stabilny w obszarze stabilno±ci Λ, je±li istnieje J ∈ N taka, »e
dla dowolnego T > 0 istnieje staªa CT taka, »e

‖un‖h ¬ CT
J∑
j=0

∥∥∥uj∥∥∥
h

dla 0 ¬ nk ¬ T i (k, h) ∈ Λ.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Stabilno±¢ (równowa»nie)

Równowa»nie mo»emy j¡ zapisa¢ inaczej:

De�nicja 4' (równowa»na).

Mówimy, »e schemat ró»nicowy Lk,hu
n
m = 0 dla równania ró»nicz-

kowego cz¡stkowego zawieraj¡cego jedynie pierwsz¡ pochodn¡ po t
jest stabilny w obszarze stabilno±ci Λ, je±li istnieje J ∈ N taka, »e
dla dowolnego T > 0 istnieje staªa CT taka, »e

∥∥∥ûn∥∥∥
L2([−π

h
,+π

h
])
¬ C∗T

J∑
j=0

∥∥∥ûj∥∥∥
L2([−π

h
,+π

h
])

dla 0 ¬ nk ¬ T i (k, h) ∈ Λ.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Analiza von Neumanna � przykªad

Zaczniemy od konkretnego przykªadu: zajmijmy si¦ schematem forward-

time backward-space dla jednorodnego równania transportu:

un+1
m = (1− aλ)unm + aλunm−1, λ =

k

h
.

Zastosujmy wzór na odwrotn¡ transformat¦ Fouriera dla funkcji un:

un+1
m =

1√
2π

∫ +π/h

−π/h

(
(1− aλ) + aλe−ihξ

)
ûn(ξ)eimhξ dξ

Porównajmy ten wzór ze wzorem na odwrotn¡ transformat¦ Fouriera
funkcji un+1.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Transformata Fouriera jest wyznaczona jednoznacznie

Z jednej strony mamy

un+1
m =

1√
2π

∫ +π/h

−π/h
ûn+1(ξ)eimhξ dξ,

a z drugiej wyznaczyli±my

un+1
m =

1√
2π

∫ +π/h

−π/h

(
(1− aλ) + aλe−ihξ

)
ûn(ξ)eimhξ dξ.

St¡d (z jednoznaczno±ci)

ûn+1(ξ) =
(
(1− aλ) + aλe−ihξ

)
ûn(ξ)=: g(hξ)ûn(ξ).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Wspóªczynnik wzmocnienia

Otrzymali±my równo±¢

ûn+1(ξ) =
(
(1− aλ) + aλe−ihξ

)
ûn(ξ) =: g(hξ)ûn(ξ),

która mówi, »e przesuwanie si¦ z rozwi¡zaniem o jeden krok czaso-
wy do przodu jest równowa»ne pomno»eniu transformaty Fouriera
rozwi¡zania przez wspóªczynnik wzmocnienia g(hξ). St¡d

ûn(ξ) = gn(hξ) · û0(ξ).

Dzi¦ki transformacie Fouriera mo»emy zapisa¢ w ten sposób ka»dy
jednokrokowy liniowy schemat ró»nicowy.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Analiza stabilno±ci

Dzi¦ki równo±ci Parsevala otrzymujemy dodatkowo:

‖un‖2h =
∥∥ûn∥∥2

L2([−π
h
,+π
h
])

=

∫ +π/h
−π/h

∣∣ûn(ξ)
∣∣2 dξ =

∫ +π/h
−π/h

|g(hξ)|2n
∣∣∣û0∣∣∣2 dξ.

Widzimy zatem, »e nierówno±¢ z de�nicji stabilno±ci b¦dzie zacho-
dziªa (dla J = 0), tylko je±li |g(hξ)|n b¦dzie ograniczone, czyli je±li
|g(hξ)| ¬ 1.

Zbadajmy g(hξ) w naszym przykªadzie.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Analiza stabilno±ci � przykªad

Przykªad 13.

W przypadku schematu forward-

time backward-space mamy
(podstawiaj¡c θ = hξ)

g(θ) = (1− aλ) + aλe−iθ.

Mo»na (formalnie) pokaza¢, »e
warunkiem stabilno±ci jest

0 ¬ aλ ¬ 1.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Analiza stabilno±ci � przykªad

Przykªad 14.

Z kolei dla schematu forward-time central-space mamy

g(θ) = 1− aλ

2

(
eiθ − e−iθ

)
= 1 + iaλ sin θ,

co mówi, »e schemat jest niestabilny dla dowolnego λ.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Analiza stabilno±ci

W przykªadach wspóªczynnik wzmocnienia g byª funkcj¡ jedynie
zmiennej θ = hξ, jednak w ogólno±ci g mo»e zale»e¢ zarówno
od h jak i k.

Rozwa»amy zazwyczaj schematy dla równania ut+aux = 0, jed-
nak de�nicja stabilno±ci jest identyczna dla szerszej klasy równa«
cz¡stkowych (pierwszego rz¦du wzgl¦dem czasu).

Istnieje warunek równowa»ny stabilno±ci takich równa«.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Warunek równowa»ny stabilno±ci

Twierdzenie 4 (von Neumann).

Jednokrokowy schemat ró»nicowy (dla równania pierwszego rz¦du
wzgl¦dem t, o staªych wspóªczynnikach i o wspóªczynniku wzmoc-
nienia g) jest stabilny w obszarze stabilno±ci Λ wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje staªa K (niezale»na od θ, k i h) taka, »e

|g(θ, k, h)| ¬ 1 +Kk

dla (k, h) ∈ Λ. Je±li g(θ, k, h) nie zale»y od h i k, to warunek stabil-
no±ci mo»na zast¡pi¢ przez

|g(θ)| ¬ 1.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Analiza stabilno±ci � jeszcze jeden przykªad

Przykªad 15.

Zajmijmy si¦ niejawnym schematem Cranka-Nicolsona dla jednorod-
nego równania przewodnictwa ciepªa (µ = k/h2):

un+1m − unm =
bµ

2

(
un+1m+1 − 2un+1m + un+1m−1 + unm+1 − 2unm + unm−1

)
.

Jest to schemat jednokrokowy, zatem ûn+1(ξ) = g(hξ) · ûn(ξ).

Zastosujmy wzór na odwrotn¡ transformat¦ Fouriera dla funkcji un

oraz un+1.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Analiza stabilno±ci � jeszcze jeden przykªad

Przykªad 15.

Po lewej stronie równo±ci otrzymamy

un+1m − unm =
1√
2π

∫ +π/h
−π/h

(
ûn+1(ξ)− ûn(ξ)

)
eimhξ dξ

=
1√
2π

∫ +π/h
−π/h

(
g(hξ)ûn(ξ)− ûn(ξ)

)
eimhξ dξ

=
1√
2π

∫ +π/h
−π/h

(
g(hξ)− 1

)
ûn(ξ) · eimhξ dξ.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Analiza stabilno±ci � jeszcze jeden przykªad

Przykªad 15.

Z kolei po prawej stronie mamy

bµ

2

(
u
n+1
m+1 − 2u

n+1
m + un+1

m−1 + u
n
m+1 − 2u

n
m + u

n
m−1

)
=
bµ

2

1
√
2π

∫ +π/h

−π/h

((
eihξ − 2 + e−ihξ

)
ûn+1(ξ) +

(
eihξ − 2 + e−ihξ

)
ûn(ξ)

)
· eimhξ dξ

=
bµ

2

1
√
2π

∫ +π/h

−π/h

((
eihξ − 2 + e−ihξ

)
g(hξ)ûn(ξ) +

(
eihξ − 2 + e−ihξ

)
ûn(ξ)

)
· eimhξ dξ

=
bµ

2

1
√
2π

∫ +π/h

−π/h

((
eihξ − 2 + e−ihξ

)
g(hξ) +

(
eihξ − 2 + e−ihξ

))
ûn(ξ) · eimhξ dξ

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Analiza stabilno±ci � jeszcze jeden przykªad

Przykªad 15.

Korzystaj¡c z jednoznaczno±ci transformaty Fouriera i porównuj¡c
obie strony dostajemy

g(hξ)− 1 =
(
eihξ − 2 + e−ihξ

)
g(hξ) +

(
eihξ − 2 + e−ihξ

)
,

a zatem

g(hξ) =
1 + bµ

(
eihξ − 2 + e−ihξ

)
/2

1− bµ (eihξ − 2 + e−ihξ) /2
.

Zauwa»my, »e eiθ+e−iθ−2 = 2 cos θ−2 = −4 sin2 θ2 , a wi¦c ostatecznie...
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Transformacja Fouriera

Analiza stabilno±ci � jeszcze jeden przykªad

Przykªad 15.

... dostajemy

g(θ) =
1− 2bµ sin2 θ

2

1 + 2bµ sin2 θ
2

, θ = hξ,

czyli oszacowanie |g(θ)| ¬ 1 jest zawsze speªnione. Schemat Cranka-
Nicolsona jest wi¦c bezwarunkowo stabilny.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Poprawnie postawiony problem

Przypomnijmy de�nicj¦ sprzed kilku slajdów.

De�nicja 5.

Mówimy, »e problem pocz¡tkowy L u = 0, u(0, ·) = u0 jest po-
prawnie postawiony w przestrzeni z norm¡ ‖·‖, je»eli dla dowolnych
danych pocz¡tkowych zachodzi

‖u(t, ·)‖ ¬ Ct ‖u0‖ ,

gdzie staªa Ct zale»y tylko od t.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Poprawnie postawiony problem

Wykorzystuj¡c (dyskretn¡) transformacj¦ Fouriera podali±my wcze-
±niej równowa»n¡ de�nicj¦ stabilno±ci schematu oraz warunek rów-
nowa»ny wykorzystuj¡cy wspóªczynnik wzmocnienia. Podobny za-
bieg mo»na wykona¢ z de�nicj¡ poprawnego postawienia problemu
pocz¡tkowego.

Odpowiednikiem wspóªczynnika wzmocnienia dla równania ró»nicz-
kowego jest tzw. symbol operatora ró»niczkowego.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Symbol operatora

Rozwa»my zagadnienie

(∂t + P(∂x))u = 0, u(0, ·) = u0,

czyli jednorodne równanie pierwszego rz¦du wzgl¦dem czasu (o sta-
ªych wspóªczynnikach). Stosuj¡c transformacj¦ Fouriera (wzgl¦dem
zmiennej przestrzennej) otrzymamy

ût(t, ξ) = q(ξ)û(t, ξ), û(0, ξ) = û0(ξ),

czyli zamienili±my problem na równanie ró»niczkowe zwyczajne (z ro-
dzin¡ parametrów ξ).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Symbol operatora

ût(t, ξ) = q(ξ)û(t, ξ), û(0, ξ) = û0(ξ)

Funkcj¦ q : R→ C nazywamy symbolem operatora ró»niczkowe-
go P*. Mo»emy korzystaj¡c z tej de�nicji poda¢ warunek równo-
wa»ny poprawnego postawienia problemu.

* Formaln¡ de�nicj¦ symbolu (caªego) operatora L = ∂t+P podamy za chwil¦.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Warunek równowa»ny

Twierdzenie 5.

Warunkiem koniecznym i wystarczaj¡cym na to, aby problem pocz¡t-
kowy

(∂t + P(∂x))u = 0 dla (t, x) ∈ R+ × R,
u(0, x) = u0(x) dla x ∈ R,

byª poprawnie postawiony w L2(R) jest istnienie staªej rzeczywistej
q∗ ∈ R takiej, »e Re q(ξ) ¬ q∗ dla ξ ∈ R, gdzie q jest symbolem
operatora ró»niczkowego P.
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Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Warunek równowa»ny

Dowód (szkic). Zauwa»my, »e po zastosowaniu transformacji Fo-
uriera otrzymujemy

ût(t, ξ) = q(ξ)û(t, ξ), û(0, ξ) = û0(ξ),

a zatem

û(t, ξ) = eq(ξ)tû0(ξ),

co po wzi¦ciu moduªu i skorzystaniu z warunku Re q(ξ) ¬ q∗daje

|û(t, ξ)| ¬ eq
∗t |û0(ξ)| .

Korzystaj¡c z równo±ci Parsevala otrzymujemy oszacowanie.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Warunek równowa»ny

Z drugiej strony, je±li q nie speªnia podanego w twierdzeniu warunku,
to bior¡c dane pocz¡tkowe postaci

û0(ξ) =
1√

ξ2 − ξ1
· χ(ξ1,ξ2)(ξ)

dla pewnych ξ1 < ξ2 otrzymamy, »e

‖u(t, ·)‖L2(R) > C ‖u0‖L2(R)

dla dowolnej staªej C, co jest sprzeczne z de�nicj¡ poprawnego po-
stawienia problemu i ko«czy dowód.

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018
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Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Symbol operatora (formalnie)

De�nicja 7.

Symbolem `k,h(s, ξ) operatora ró»nicowego Lk,h nazywamy
funkcj¦ gªadk¡ zde�niowan¡ za pomoc¡ równo±ci

Lk,h

(
eskneimhξ

)
= `k,h(s, ξ) · eskneimhξ.

Symbolem `(s, ξ) operatora ró»niczkowego L nazywamy
funkcj¦ gªadk¡ zde�niowan¡ za pomoc¡ równo±ci

L
(
esteixξ

)
= `(s, ξ) · esteixξ.
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Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Zgodno±¢ ponownie odwiedzona (ang. revisited)

Przypomnijmy, »e schemat ró»nicowy Lk,hu
n
m = 0 jest zgodny z rów-

naniem, je±li dla dowolnej gªadkiej funkcji φ zachodzi

Lk,hφ(tn, xm)−L φ(tn, xm)→ 0 gdy k, h→ 0+

punktowo w ka»dym punkcie sieci. We¹my φ(t, x) = esteixξ, wówczas

Lk,hφ(tn, xm)−L φ(tn, xm) = `k,h(s, ξ) · eskneimhξ − `(s, ξ) · eskneimhξ,

czyli warunkiem równowa»nym zgodno±ci jest

`k,h(s, ξ)− `(s, ξ)→ 0 dla k, h→ 0+.
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Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Zgodno±¢ ponownie odwiedzona (ang. revisited)

Zauwa»my, »e w przypadku, gdy L = ∂t + P(∂x) = 0, mo»emy
napisa¢ `(s, ξ) = s−q(ξ), gdzie q jest zde�niowanym wcze±niej sym-
bolem operatora P. Ponadto zachodzi równie» poni»sze twierdzenie.

Stwierdzenie 1.

Niech Lk,hu
n
m = 0 b¦dzie schematem jednokrokowym zgodnym

z równaniem ∂tu + P(∂x)u = 0 i posiadaj¡cym wspóªczynnik
wzmocnienia g. Oznaczmy przez q symbol operatora P. Wówczas

ekq(ξ) − g(hξ, k, h)
k

→ 0 gdy k, h→ 0+.

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Zgodno±¢ ponownie odwiedzona (ang. revisited)

Dowód (szkic). Wiemy ju», »e poniewa» schemat jest zgodny, to
zachodzi

`k,h(s, ξ)− `(s, ξ)→ 0 dla k, h→ 0+,

a tak»e `(s, ξ) = s−q(ξ). Poªó»my s = q(ξ), wówczas `(q(ξ), ξ) = 0
i mamy

`k,h(q(ξ), ξ)→ 0 dla k, h→ 0+,
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Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Zgodno±¢ ponownie odwiedzona (ang. revisited)

Mo»na ªatwo pokaza¢, »e wspóªczynnik wzmocnienia jest jedynym
rozwi¡zaniem liniowego równania

Lk,h(gneimhξ) = 0

(co wynika st¡d, »e dla równania jednorodnego ûn powstaje z û0

przez przemno»enie przez gn, a czynnik eimhξ jest operatorem trans-
lacji w dyskretnej transformacji Fouriera). Ponadto (z de�nicji)

0 = Lk,h(gneimhξ) = Lk,h(e
1
k

ln(g)·kneimhξ) = `k,h

(
1
k

ln(g), ξ
)
.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Zgodno±¢ ponownie odwiedzona (ang. revisited)

Ostatecznie dostajemy

`k,h

(
1
k

ln(g), ξ
)
− `k,h(q(ξ), ξ)→ 0 dla k, h→ 0+,

a poniewa» funkcja `k,h jest gªadka (z de�nicji) i g jest jedynym
rozwi¡zaniem równania z poprzedniego slajdu, wnioskujemy, »e

1
k

ln(g)− q(ξ)→ 0 dla k, h→ 0+,

co mo»emy zapisa¢ równie» jako 1
k ln(g)− q(ξ) = o(1).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Zgodno±¢ ponownie odwiedzona (ang. revisited)

Mno»¡c otrzymany wynik przez k dostajemy

ln(g) = kq(ξ) + o(k) ⇔ g = ekq(ξ)eo(k),

co daje

ekq(ξ) − g(hξ, k, h)
k

=
ekq(ξ) − ekq(ξ)eo(k)

k

=
ekq(ξ)

k
(1− eo(k))→ 0 dla k, h→ 0+

i ko«czy dowód.
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Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Ju» niewiele brakuje

Zbli»amy si¦ ju» do dowodu gªównego twierdzenia.

Musimy jednak najpierw (wreszcie? ) sprecyzowa¢ o jaki rodzaj zbie»-
no±ci b¦dzie nam chodziªo.

Aby to zrobi¢ potrzebujemy jakiego± operatora interpolacji rozwi¡-
zania na siatce na caª¡ póªpªaszczyzn¦ (tworzenie ªamanej ª¡cz¡cej
punkty nie jest wystarczaj¡co dobre).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

�wiat ci¡gªy −→ ±wiat dyskretny

De�nicja 8.

Niech u ∈ L2(R) i û b¦dzie transformat¡ Fouriera u. Operatorem
obci¦cia T : L2(R)→ L2(hZ) nazywamy operator zadany w nast¦-
puj¡cy sposób:

(Tu)m =
1√
2π

∫ +π/h

−π/h
û(ξ)eimhξ dξ

dla ka»dego mh ∈ hZ.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

�wiat ci¡gªy −→ ±wiat dyskretny

Oznacza to, »e dyskretna transformata Fouriera funkcji Tu jest za-
dana przez

(̂Tu)(ξ) = û(ξ) dla |ξ| ¬ π

h

(porównuj¡c de�nicje dyskretnej transformaty i operatora oraz korzy-
staj¡c z jednoznaczno±ci).

St¡d nazwa � operator obci¦cia.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

�wiat ci¡gªy ←− ±wiat dyskretny

De�nicja 9.

Niech v ∈ L2(hZ) i v̂ b¦dzie dyskretn¡ transformat¡ Fouriera v.
Operatorem interpolacji S : L2(hZ)→ L2(R) nazywamy operator
zadany w nast¦puj¡cy sposób:

Sv(x) =
1√
2π

∫ +π/h

−π/h
v̂(ξ)eixξ dξ

dla ka»dego x ∈ R.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

�wiat ci¡gªy ←− ±wiat dyskretny

Innymi sªowy transformata Fouriera funkcji Sv jest zadana przez

(̂Sv)(ξ) = v̂(ξ) · χ(−π/h,+π/h)(ξ) dla ξ ∈ R

(znów porównujemy de�nicje transformaty i operatora oraz korzysta-
my z jednoznaczno±ci) � uzupeªniamy dyskretn¡ transformat¦ Fo-
uriera zerem do caªej prostej.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

�wiat ci¡gªy ←→ ±wiat dyskretny

Uwagi.

Oba zde�niowane operatory zale»¡ od kroku h (nie zaznaczali-
±my tego w de�nicji, »eby nie psu¢ przejrzysto±ci oznacze«).

Zauwa»my, »e Sv(xm) = vm, wi¦c rzeczywi±cie operator ten
jest operatorem interpoluj¡cym.

Ta de�nicja daje nam pierwszy krok do twierdzenia o zbie»no±ci
schematów.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Kolejny krok bli»ej

Stwierdzenie 2.

Je»eli poprawnie postawione w L2(R) zagadnienie pocz¡tkowe

ût = q(ξ)û, û(0) = û0,

jest przybli»one stabilnym jednokrokowym schematem ró»nicowym
zgodnym z równaniem z danymi startowymi Tu0, to

‖u(tn, ·)− Sun(·)‖L2(R) → 0 dla k, h→ 0+,

gdzie tn = nk ∈ [0, T ].
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Kolejny krok bli»ej

Uwagi.

W twierdzeniu porównujemy u(tn, ·) z Sun, a nie z funkcj¡ un

(czyli porównujemy caªe rozwi¡zanie z rozwi¡zaniem przybli»o-
nym interpolowanym na caª¡ póªpªaszczyzn¦).

Dane startowe s¡ w postaci Tu0, a nie po prostu u0(xm) (i wcale
nie musi zachodzi¢ (Tu0)m = u0(xm)).

Dowód za chwil¦ � jest to fragment dowodu Twierdzenia Laxa-
Richtmyera.
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Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Precyzyjna de�nicja zbie»no±ci

De�nicja 1' (precyzyjna).

Mówimy, »e schemat ró»nicowy Lk,hu
n
m = 0 aproksymuj¡cy jedno-

rodny problem pocz¡tkowy

L u = 0, u(0, ·) = u0,

jest zbie»ny, je»eli funkcja Sun zbiega do u(tn, ·) w L2(R) przy
k, h → 0+, gdzie tn = nk, dla ka»dego rozwi¡zania u równania
ró»niczkowego i rozwi¡zania unm schematu ró»nicowego takiego, »e
Su0 zbiega do u(0, ·) w L2(R) przy h→ 0+.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Symbol operatora ró»niczkowego i ró»nicowego

Dowód gªównego wyniku

Jeste±my ju» gotowi, »eby przeprowadzi¢ dowód gªównego twierdze-
nia tej cz¦±ci wykªadu. Przypomnijmy, »e zakªadamy, »e równanie
ró»niczkowe jest postaci (∂t + P(∂x))u = 0 � jednorodne, liniowe,
pierwszego rz¦du po czasie i o staªych wspóªczynnikach. B¦dziemy
równie» przez caªy czas zakªada¢, »e g i q s¡ funkcjami ci¡gªymi.

Twierdzenie 3 (Laxa-Richtmyera).

Jednokrokowy schemat ró»nicowy zgodny z poprawnie postawionym
w L2 zagadnieniem pocz¡tkowym jest zbie»ny (w sensie de�nicji z po-
przedniego slajdu) wtedy i tylko wtedy, gdy jest stabilny.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1

�eby zachowa¢ przejrzysto±¢, oznaczmy rozwi¡zanie schematu ró»-
nicowego przez v, a rozwi¡zanie zagadnienia ró»niczkowego przez u.

Zaªó»my na pocz¡tek, »e dane pocz¡tkowe s¡ postaci

v0 = Tu0.

Poka»emy w pierwszym kroku, »e∥∥∥u0 − Sv0
∥∥∥
L2(R)

h→0+−−−−→ 0.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1 � Krok 1

Istotnie:∥∥u0 − Sv0∥∥2
L2(R)

=
∥∥∥û0 − Ŝv0∥∥∥2

L2(R)
=

∫ +∞
−∞

∣∣∣û0(ξ)− Ŝv0(ξ)∣∣∣2 dξ

=

∫
|ξ|¬π/h

∣∣∣û0(ξ)− v̂0(ξ)∣∣∣2 dξ +

∫
|ξ|>π/h

|û0(ξ)|2 dξ

=

∫
|ξ|¬π/h

∣∣∣û0(ξ)− T̂ v0(ξ)∣∣∣2 dξ +

∫
|ξ|>π/h

|û0(ξ)|2 dξ

=

∫
|ξ|>π/h

|û0(ξ)|2 dξ
h→0+−−−−→ 0

(korzystaj¡c z Lematu Riemanna-Lebesgue'a).
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Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1 � Krok 2

B¦dziemy starali si¦ pokaza¢ tak¡ sam¡ zbie»no±¢, ale dla dowolnego
tn (czyli udowodnimy Stwierdzenie 2).

Z de�nicji wspóªczynnika wzmocnienia, dla |ξ| ¬ π
h mamy:

v̂n(ξ) = gn(hξ, k, h) · v̂0(ξ) = gn(hξ, k, h) · T̂ u0(ξ) = gn(hξ, k, h) · û0(ξ)

(z de�nicji T ).

St¡d natychmiast dostajemy

vnm =
1√
2π

∫ +π/h
−π/h

gn(hξ, k, h) · û0(ξ)eimhξ dξ
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1 � Krok 2

Zatem, z de�nicji operatora interpolacji, mo»emy rozszerzy¢ to roz-
wi¡zanie na caª¡ prost¡:

Svn(x) =
1√
2π

∫ +π/h
−π/h

gn(hξ, k, h) · û0(ξ)eixξ dξ

=
1√
2π

∫ +∞
−∞

gn(hξ, k, h) · χ(−π/h,+π/h)(ξ) · û0(ξ)eixξ dξ.

Podobn¡ zale»no±¢ mo»emy uzyska¢ dla rozwi¡zania zagadnienia ró»-
niczkowego.
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Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1 � Krok 3

Przypomnijmy, »e rozwi¡zanie równania mo»emy zapisa¢ jako

û(t, ξ) = eq(ξ)tû0(ξ),

a st¡d dla t = tn dostajemy

u(tn, x) =
1√
2π

∫ +∞
−∞

eq(ξ)tn · û0(ξ)eixξ dξ,

co pozwala nam porówna¢ ze sob¡ u(tn, x) oraz Svn(x).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1 � Krok 4

St¡d:

u(tn, x)− Svn(x) =

∫
|ξ|¬π/h

(
eq(ξ)tn − gn(hξ, k, h)

)
· û0(ξ)eixξ dξ

+

∫
|ξ|>π/h

eq(ξ)tn · û0(ξ)eixξ dξ.

Mówi nam to, »e transformat¡ Fouriera funkcji u(tn, ·) − Svn jest
funkcja

Φh(ξ) =

{(
eq(ξ)tn − gn(hξ, k, h)

)
· û0(ξ) dla |ξ| ¬ π

h
,

eq(ξ)tn · û0(ξ) dla |ξ| > π
h
.
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Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1 � Krok 4

Korzystaj¡c z równo±ci Parsevala otrzymujemy

‖u(tn, ·)− Svn‖2L2(R) =

∫
|ξ|¬π/h

∣∣eq(ξ)tn − gn(hξ, k, h)
∣∣2 · |û0(ξ)|2 dξ

+

∫
|ξ|>π/h

∣∣eq(ξ)tn ∣∣2 · |û0(ξ)|2 dξ.

Wprowad¹my oznaczenie

φh(ξ) =

{∣∣eq(ξ)tn − gn(hξ, k, h)
∣∣2 · |û0(ξ)|2 dla |ξ| ¬ π

h
,∣∣eq(ξ)tn ∣∣2 · |û0(ξ)|2 dla |ξ| > π

h
,

a wówczas ‖u(tn, ·)− Svn‖2L2(R) =

∫
R
φh(ξ) dξ.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1 � Krok 4

W kolejnych krokach b¦dziemy starali si¦ pokaza¢, »e:
1 funkcja φh jest punktowo zbie»na do zera,
2 funkcja φh jest jednakowo ograniczona przez funkcj¦ caªkowaln¡.

Pozwoli nam to na skorzystanie z Twierdzenia Lebesgue'a (o zmajo-
ryzowanym przej±ciu do granicy pod caªk¡) i zako«czy dowód.

Zauwa»my najpierw, »e poniewa» zakªadali±my, »e u0 ∈ L2(R) (za-
kªadaj¡c, »e problem jest poprawnie postawiony w L2), to zachodzi
równie» û0 ∈ L2(R) i jest to funkcja sko«czona prawie wsz¦dzie.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1 � Krok 5

Zaczniemy od punktowej zbie»no±ci do zera. Zauwa»my, »e ze stabil-
no±ci schematu oraz poprawno±ci postawienia problemu wynika, »e
istnieje staªa CT > 0 taka, »e∣∣∣eq(ξ)t∣∣∣ ¬ CT , |gn(hξ, k, h)| ¬ CT

dla t ∈ [0, T ], 0 ¬ nk ¬ T , (k, h) ∈ Λ oraz wªa±ciwych ξ.

Wynika st¡d, »e dla |ξ| ¬ π
h mamy∣∣∣eq(ξ)tn − gn(hξ, k, h)
∣∣∣ ¬ nCT ∣∣∣eq(ξ)k − g(hξ, k, h)

∣∣∣ .
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1 � Krok 5

Istotnie, oznaczaj¡c eq(ξ)tn = eq(ξ)kn =: zn, mo»emy zauwa»y¢, »e

zn − gn = (z − g)
n−1∑
j=0

zn−jgj ,

a st¡d, poniewa» |z|n−j |g|j ¬ CT , mamy

|zn − gn| ¬ nCT |z − g| ,

co daje poszukiwane oszacowanie.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1 � Krok 5

Ustalmy punkt t∗ = tn oraz ξ ∈ R. Ustalmy ε > 0. Ze Stwierdzenia 1
wiemy, »e istniej¡ k0 > 0 i h0 takie, »e dla 0 < k < k0 i 0 < h < h0
(bez utraty ogólno±ci h0 ¬ π

|ξ|) zachodzi∣∣∣∣eq(ξ)k − g(hξ, k, h)
k

∣∣∣∣ ¬ ε

tn · CT
.

We¹my takie k0 i h0. Wówczas dla 0 < k < k0 i 0 < h < h0 mamy∣∣eq(ξ)tn − gn(hξ, k, h)
∣∣ ¬ nCT ∣∣eq(ξ)k − g(hξ, k, h)

∣∣ ¬ nCT kε

tn · CT
= ε,

co daje nam zbie»no±¢ punktow¡ φh(ξ)→ 0 dla k, h→ 0+.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1 � Krok 6

Zauwa»my ponadto, »e poniewa»

φh(ξ) =

{∣∣eq(ξ)tn − gn(hξ, k, h)
∣∣2 · |û0(ξ)|2 dla |ξ| ¬ π

h
,∣∣eq(ξ)tn ∣∣2 · |û0(ξ)|2 dla |ξ| > π

h
,

to

φh(ξ) ¬ (2CT )2 |û0(ξ)|2 ,

a zatem φh szacuje si¦ z góry przez funkcj¦ caªkowaln¡.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 1 � Podsumowanie

Podsumowuj¡c, z Twierdzenia Lebesgue'a (o zmajoryzowanym przej-
±ciu do granicy pod caªk¡) otrzymujemy, »e

‖u(tn, ·)− Svn‖2L2(R) =

∫
R
φh(ξ) dξ

k,h→0+−−−−−→ 0,

co ko«czy dowód implikacji... w pierwszym przypadku. ;-)

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 2

Zaªó»my teraz, »e dane pocz¡tkowe v0 nie s¡ postaci Tu0 (ale speª-

niaj¡ zaªo»enia de�nicji zbie»no±ci, tzn. Sv0 L2(R)−−−→ u(0, ·)). Oznacz-
my przez w rozwi¡zanie schematu ró»nicowego z danymi pocz¡tko-
wymi Tu0.

Stosuj¡c proste sztuczki poka»emy (korzystaj¡c z poprzedniego przy-
padku), »e ‖u(tn, ·)− Svn‖L2(R) równie» zbiega do zera.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 2 � Krok 1

Zauwa»my, »e

‖u(tn, ·)− Svn‖L2(R) ¬ ‖u(tn, ·)− Swn‖L2(R) + ‖Swn − Svn‖L2(R) ,

co wynika z prostej nierówno±ci trójk¡ta.

Wiemy ju» (z poprzedniego przypadku), »e pierwszy skªadnik d¡»y
do zera. Wystarczy wi¦c zaj¡¢ si¦ drugim.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 2 � Krok 2

Dla drugiego skªadnika mamy:

‖Swn − Svn‖L2(R) =
∥∥∥Ŝwn − Ŝvn∥∥∥

L2(R)
¬
∥∥ŵn − v̂n∥∥

L2([−π/h,+π/h])

¬ ‖wn − vn‖h ¬ CT
∥∥w0 − v0∥∥

h
= CT

∥∥Tu0 − v0∥∥
h

= CT

∥∥∥T̂ u0 − v̂0∥∥∥
L2([−π/h,+π/h])

= CT

∥∥∥û0 · χ{|ξ|¬π/h} − v̂0∥∥∥
L2([−π/h,+π/h])

¬ CT
(∥∥∥û0 − v̂0 · χ{|ξ|¬π/h}∥∥∥

L2(R)
+
∥∥û0 · χ{|ξ|>π/h}∥∥L2(R))

(rozszerzaj¡c norm¦ na caªe R i korzystaj¡c z nierówno±ci trójk¡ta)
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 2 � Krok 2

Dla drugiego skªadnika mamy:

‖Swn − Svn‖L2(R) ¬ CT
(∥∥∥û0 − v̂0 · χ{|ξ|¬π/h}∥∥∥

L2(R)
+
∥∥û0 · χ{|ξ|>π/h}∥∥L2(R))

= CT

(∥∥∥û0 − Ŝv0∥∥∥
L2(R)

+
∥∥û0 · χ{|ξ|>π/h}∥∥L2(R))

= CT

(∥∥u0 − Sv0∥∥
L2(R)

+
∥∥û0 · χ{|ξ|>π/h}∥∥L2(R))

(korzystaj¡c z równo±ci Parsevala)
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat stabilny jest zbie»ny

"⇐" Przypadek 2 � Krok 3

Mamy zatem

‖Swn − Svn‖L2(R) ¬ CT
(∥∥u0 − Sv0∥∥

L2(R)
+
∥∥û0 · χ{|ξ|>π/h}∥∥L2(R)) .

Zauwa»my, »e pierwszy skªadnik zbiega do zera z zaªo»enia (z de�nicji
zbie»no±ci), a drugi zbiega do zera z Lematu Riemanna-Lebesgue'a.

Ko«czy to dowód tego przypadku... i caªej implikacji. :-)

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Wprowadzenie

Przeprowadzimy dowód nie wprost, tzn. poka»emy, »e je±li schemat
nie jest stabilny, to nie mo»e by¢ zbie»ny.

Poka»emy to konstruuj¡c dane pocz¡tkowe u0 tak, by rozwi¡zanie
numeryczne vnm (z danymi startowymi v0 = Tu0) nie zbiegaªo do
funkcji u (w sensie zbie»no±ci Svn do u(tn, ·) w L2(R)).

Podstawowym narz¦dziem, z którego b¦dziemy korzysta¢ jest Twier-
dzenie 4 (von Neumanna), które mówiªo, »e schemat jest stabilny
(w obszarze Λ) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje K > 0 taka, »e
|g(hξ), k, h)| ¬ 1 +Kk dla (k, h) ∈ Λ.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 1

Zauwa»my, »e je±li schemat jest niestabilny, to wspóªczynnik wzmoc-
nienia speªnia nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

∀M>0 ∀Λ ∃(kM ,hM )∈Λ ∃ξM

|g(hMξM , kM , hM )| > 1 +MkM ,

gdzie Λ s¡ obszarami w pierwszej ¢wiartce takimi, »e (0, 0) jest punk-
tem skupienia, a tak»e |hMξM | ¬ π.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 1

W szczególno±ci, poniewa» zakªadamy, »e g jest funkcj¡ ci¡gª¡, to
mo»emy napisa¢, »e

∀M>0 ∀Λ ∃(kM ,hM )∈Λ ∃ξM ∃ηM>0 ∀ξ : |ξ−ξM |¬ηM

|g(hMξ, kM , hM )| > 1 +
1
2
MkM .

We¹my wi¦c M ∈ Z+, a tak»e wybierzmy zbiory ΛM tak, »eby
ΛM ⊂ ΛM−1 \ {(kM−1, hM−1)}. Mo»emy ograniczy¢ równie» ηM
tak, by ηM ¬ 1

M2 .
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 1

Bior¡c pod uwag¦ ten wybór, mo»emy napisa¢, »e niestabilno±¢ im-
plikuje, »e

∀M∈Z+ ∃kM<kM−1 ∃hM<hM−1 ∃ξM ∃0<ηM¬1/M2 ∀|ξ−ξM |¬ηM

|g(hMξ, kM , hM )| > 1 +
1
2
MkM

(i parametry kM , hM s¡ dodatnie). Otrzymali±my wi¦c malej¡ce ci¡gi
punktów (kM ) i (hM ), a tak»e przedziaªy [ξM − ηM , ξM + ηM ].
W kolejnym kroku poka»emy, przedziaªy te mo»na wybra¢ tak, by
byªy rozª¡czne.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 2

Oznaczmy IM = [ξM − ηM , ξM + ηM ].

Udowodnimy nast¦puj¡cy fakt: Niech M > 1, wówczas przedziaª
IM da si¦ wybra¢ tak, by byª rozª¡czny ze wszystkimi przedziaªami
I1, . . . , IM−1.

Przypu±¢my, »e to nie jest prawda i niech M b¦dzie najmniejsz¡
liczb¡ caªkowit¡ tak¡, »e IM nie da si¦ wybra¢ tak, by byª rozª¡czny
ze wszystkimi przedziaªami I1, . . . , IM−1

*.

* Pami¦tajmy, »e wybór przedziaªu oznacza nie tylko wybór ξM i ηM , ale tak»e

kM i hM .
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 2

Musi wówczas istnie¢ N0 < M takie, »e IM ⊂ IN0 . Oznaczmy sum¦
przedziaªów J =

⋃
N<M IN , wówczas dla ξ 6∈ J , a tak»e k < kM−1

i h < hM−1, zachodzi

|g(hξ, k, h)| ¬ 1 +Mk.

Mo»emy wi¦c powiedzie¢ (bardzo nieformalnie), »e schemat jest sta-
bilny dla ξ 6∈ J (pami¦tajmy, »e stabilno±¢ to zachodzenie tej nie-
równo±ci dla wszystkich ξ).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 2

Zauwa»my jednak, »e poniewa» schemat jest zgodny, to dla wszyst-
kich ξ zachodzi teza Stwierdzenia 1, tzn.

ekq(ξ) − g(hξ, k, h)
k

→ 0 gdy k, h→ 0+,

a st¡d istniej¡ k∗ ¬ kM i h∗ ¬ hM , a tak»e staªa C(ξ) takie, »e dla
wszystkich k < k∗ i h < h∗ mamy

ekq(ξ) − g(hξ, k, h)
k

¬ C(ξ).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 2

Ponadto, poniewa» J jest sum¡ przedziaªów sko«czonych i domkni¦-
tych, a tak»e funkcje q i g s¡ ci¡gªe, to istnieje C∗ <∞ taka, »e

∀ξ∈J C(ξ) ¬ C∗.

Dodatkowo, z tego, »e problem byª dobrze postawiony wynika, »e
istnieje staªa CT > 0 taka, »e∣∣∣eq(ξ)t∣∣∣ ¬ CT
dla t ∈ [0, T ] i wszystkich ξ. St¡d, dla ka»dego K ­

(
C

1/n
T − 1

)
/k

mamy ∣∣∣eq(ξ)k∣∣∣ =
∣∣∣eq(ξ)nk∣∣∣1/n ¬ C1/n

T ¬ 1 +Kk.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 2

Zatem dla odpowiednio maªych k i h, a tak»e ξ ∈ J mamy

|g(hξ, k, h)| ¬
∣∣∣eq(ξ)k∣∣∣+ k ·

∣∣∣ ekq(ξ)−g(hξ,k,h)k

∣∣∣ ¬ (1 +Kk) + C∗k,

co w poª¡czeniu z analogicznym wynikiem dla ξ 6∈ J daje ostatecznie

|g(hξ, k, h)| ¬ 1 + max{M,K + C∗}k

i stanowi sprzeczno±¢ z naszym zaªo»eniem, »e schemat jest niesta-
bilny. A zatem przedziaªy IM mog¡ by¢ wybrane jako rozª¡czne.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 3

Maj¡c wybrane przedziaªy IM , M ∈ Z+, mo»emy zde�niowa¢ odpo-
wiednie dane pocz¡tkowe u0. Niech

u0(x) =
∞∑

M=1

wM (x), x ∈ R,

gdzie wM s¡ dane poprzez swoje transformaty Fouriera, tzn.

ŵM (ξ) =

{
M−1η

−1/2
M , dla ξ ∈ IM ,

0, w p.p.,

gdzie ηM s¡ z konstrukcji przedziaªów IM .

Zbadajmy najpierw, czy takie dane pocz¡tkowe s¡ poprawne.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 4

Zauwa»my, »e poniewa» zbiory IM s¡ rozª¡czne, a tak»e zachodzi
równo±¢ Parsevala, dostajemy

‖u0‖2L2(R) =
∞∑

M=1

‖wM‖2L2(R) =
∞∑

M=1

‖ŵM‖2L2(R)

=
∞∑

M=1

(
M−1η

−1/2
M

)2
· 2ηM

= 2
∞∑

M=1

1
M2 =

π2

3
.

Zatem u0 ∈ L2(R).
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 5

Poka»emy teraz, »e rozwi¡zanie schematu (ozn. vnm) dla danych po-
cz¡tkowych Tu0 nie zbiegaj¡ do rozwi¡zania u (dane pocz¡tkowe
Tu0 s¡ poprawne z punktu widzenia de�nicji zbie»no±ci).

Ustalmy czas T , niech CT b¦dzie staª¡ wynikaj¡c¡ z poprawnego
postawienia problemu. Mo»emy wybra¢ n oraz M ∈ Z+ takie, »e

T

2
¬ nkM ¬ T, oraz

CT − 1
M

¬ T

8
,

gdzie kM pochodz¡ z konstrukcji IM .
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 5

Zauwa»my te», »e dla h = hM oraz ξ ∈ IM mamy∣∣∣gn(hMξ, kM , hM )− eq(ξ)kMn
∣∣∣ ­ |g(hMξ, kM , hM )|n − CT

­
(

1 +
1
2
MkM

)n
− CT

(korzystaj¡c z oszacowa« z dowodu rozª¡czno±ci przedziaªów IM )
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 6

Z dotychczasowych rozwa»a« otrzymujemy

‖Svn − u(tn, ·)‖2L2(R) =
∥∥∥Ŝvn − û(tn, ·)

∥∥∥2

L2(R)

=
∥∥∥v̂n · χ(−π/h,+π/h) − û(tn, ·)

∥∥∥2

L2(R)

­
∥∥∥v̂n − û(tn, ·)

∥∥∥2

L2([−π/h,+π/h])

=
∫ +π/h

−π/h

∣∣∣gn(hξ, k, h) · û0(ξ)− eq(ξ)nk · û0(ξ)
∣∣∣2 dξ

=
∫ +π/h

−π/h

∣∣∣gn(hξ, k, h)− eq(ξ)nk
∣∣∣2 · |û0(ξ)|2 dξ
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 7

Zatem, ze wcze±niejszych oszacowa«

‖Svn − u(tn, ·)‖2L2(R) ­
∫ +π/h

−π/h

∣∣∣gn(hξ, k, h)− eq(ξ)nk
∣∣∣2 · |û0(ξ)|2 dξ

­
((

1 +
1
2
MkM

)n
− CT

)
·
(
M−1η

−1/2
M

)2
· 2ηM

= 2

(
(1 + 1

2MkM )n − CT
M

)2

.

Zauwa»my ponadto, »e dla dowolnych a ­ 0 mamy (1+a)n ­ 1+an.
A st¡d...
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Schemat zbie»ny jest stabilny

"⇒" Krok 7

... dostajemy

‖Svn − u(tn, ·)‖2L2(R) ­
(

(1 + 1
2MkM )n − CT

M

)2

­ 2

(
1 + 1

2MnkM − CT
M

)2

= 2
(

1
2
nkM −

CT − 1
M

)2
­ 2

(
T

4
− T

8

)2
=
T 2

32
.

Dowodzi to, »e Svn nie zbiega do u(tn, ·) w L2(R)... i ko«czy dowód
caªego twierdzenia.
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Podstawowe poj¦cia Narz¦dzia Twierdzenie Laxa-Richtmyera Podsumowanie

Metody numeryczne dla równa« hiper- i parabolicznych

Twierdzenie Laxa-Richtmyera jest kluczowym wynikiem w tej
teorii, ale...

... jest obªo»one wieloma zaªo»eniami.

Co ze schematami wielokrokowymi?

Co z zagadnieniami dla równa« niejednorodnych?

Czy mo»emy oczekiwa¢ innego rodzaju zbie»no±ci ni» w normie?

Te fragmenty teorii � innym razem :-)

KONIEC CZ��CI 2
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