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Wprowadzenie

Co juz wiemy?

Na Rownaniach rézniczkowych czastkowych:
@ istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan prostych typéw réwnan,

e metody rozwigzywania niektérych prostych typéw réwnan.

W przypadku réwnan czastkowych sytuacja jest jeszcze trudniegjsza,
niz dla réwnan zwyczajnych. Nie tylko nie da sie (najczesciej) zapi-
sac rozwigzania za pomoca znanych funkgji, ale czesto trzeba zmieni¢
definicje rozwigzania réwnania, tak zeby miato to sens fizyczny (roz-
wiazania sfabe, dystrybucyjne, itp.).
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Wprowadzenie

Problemy z definicja rozwiazania...

Przyktad 1 (skalarne prawa zachowania — réwnanie Burgersa).

Na RRCz prébowalismy podejs¢ do zagadnienia zwigzanego ze ska-
larnymi prawami zachowania:

ug 4 (f(u)), =0 dlat>0,zeR,
u(0, ) = up(x) dla x € R.

W naszym przypadku f(u) = 1u?, a ug byta funkeja ciagta (zadang
przedziatami).
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Wprowadzenie

Problemy z definicja rozwiazania...

Przyktad 1 (skalarne prawa zachowania — réwnanie Burgersa).
Problemy:

e warunek poczatkowy nie jest rézniczkowalny w dwéch punktach
(niewielki problem),

@ metoda charakterystyk dziata tylko dla ¢ < 1 (wiekszy problem),

@ jaka definicje rozwiagzania dla ¢t > 1 wybrac?
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Wprowadzenie

Problemy z definicja rozwiazania...

Przyktad 1 (skalarne prawa zachowania — réwnanie Burgersa).
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Wprowadzenie

... szybko rosna do sporych rozmiaréw

Przyktad 2.

Réwnanie Burgera to bardzo uproszczona wersja uktadu réwnan
Naviera-Stokesa:

u+ (u-Viju+ Vp =vAu +f,

dla ktérego problemy pojawiajg sie juz przy definiowaniu czym jest
rozwigzanie takiego uktadu...

Nie bez powodu jest to przedmiot jednego z probleméw milenijnych.

)
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Wprowadzenie

Czym sie zajmiemy?

o Na klasycznym kursie Réwnar rézniczkowych czgstkowych zaj-
mowalismy sie trzema typami réwnan liniowych: eliptycznymi,
parabolicznymi i hiperbolicznymi.

@ Zaczniemy od réwnan hiperbolicznych i parabolicznych.

@ Na koniec powiemy kilka stéw o réwnaniach eliptycznych.
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Wprowadzenie

Zagadnienia pierwszego rzedu

Zatézmy, ze chcemy rozwigzaé numerycznie nastepujace zagadnienie:

Lu(t,x) = f(t,x) dlat>0,z€el,
u(0,x) = up(z) dlaz e,
gdzie I C R jest przedziatem, a & = £(0;, 0) jest liniowym ope-

ratorem rézniczkowym zawierajgcym tylko pierwsza pochodng czast-
kowa wzgledem czasu t.
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Wprowadzenie

Zagadnienia pierwszego rzedu

Przyktad 3 (podstawowe zagadnienia).

us + aug =0 (réwnanie transportu),
ut + auy — bug, =0 (réwnanie prz. ciepta z zaburzeniem au,
— réwnanie konwekcji-dyfuzji),
Ut 4+ Duggpy =0 (réwnanie drgan belki).
Dla uproszczenia zajmiemy sie zagadnieniami okreslonymi na cafej

prostej — w ten sposéb ominiemy problemy zwigzane z warunkami
brzegowymi.
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Wprowadzenie

Roéznice skonczone — podstawowe przyktady

Schemat postepowania bedzie podobny jak w przypadku liniowych
metod wielokrokowych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

@ niech h,k € Ry;

e tworzymy sie¢ punktéw (weztéw) (t,zn) = (nk,mh), gdzie
n € Zy U{0}, m € Z;

@ jesli funkcja u jest zdefiniowana na weztach sieci, to jej wartos¢
w wezle (t,, x,,) bedziemy pisa¢ w skrécie jako ]

@ przez u" bedziemy oznacza¢ funkcje okreslong na siatce na usta-
lonym n-tym poziomie czasowym.
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Wprowadzenie

Roéznice skonczone — podstawowe przyktady

Bedziemy zajmowa¢ sie schematami réznicowymi. Gtéwng ideg tej
metody jest zastapienie operacji rézniczkowania réznicami skonczo-
nymi, korzystajac m.in. z faktu, ze dla u klasy C! mamy

@(t7 2) = lim u(t +e,z) — u(t, x)7
ot e—0 3
czy
ou 1 U(t—'—&‘,.’l})—ﬂ((t—&‘,x)
E@’“") N ;l—r% 2e

i podobnie dla pochodnych przestrzennych (znéw gtéwnym narze-
dziem bedzie Twierdzenie Taylora).
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Wprowadzenie

Roéznice skonczone — podstawowe przyktady

Przyktad 4.

Schematy réznicowe najczesciej spotykane dla jednorodnego réwna-

nia transportu:

n n _an
Um — — Uy, um+1 U.

=0 (forward-time forward-space),

=0 (forward-time backward-space),

=0 (forward-time central-space),

=0 (Lax-Friedrichs).
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Wprowadzenie

Roéznice skonczone — podstawowe przyktady

Przyktad 4.

Woszystkie te schematy sa jednokrokowe i jawne, tzn. wartosci na
(n + 1)-szym poziomie czasowym, czyli dla t = (n + 1)k, sa jawnie
wyliczalne z wartosci funkcji na n-tym poziomie, np. dla pierwszego
schematu:

k
ultt = (14 al)ul, — adul,,,, gdzie A = 7

Podobnie dla pozostatych schematéw w1 jest kombinacja liniowa
wartosci z n-tego poziomu czasowego.
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Wprowadzenie

Roéznice skonczone — podstawowe przyktady

Przyktad 5.

Przyk’rady schematéw réznicowych stosowanych w niejednorodnym
réwnaniu przewodnictwa ciepta u; = bug, + f,

ntl _gmn ul = 2ul +ul
Um k U _ pmtl 2 m—1 + f (forward-time central-space),
n+1 n—1 n —2ul, +ul
Uy, Uy, Ut Um, T Upy 1 n
=b + fr. (leapfrog),
2k h2 "
ntl _yn _b uzill —2utt N ul g~ 2up 4l
k 2 h2
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Wprowadzenie

Roéznice skonczone — podstawowe przyktady

Przyktad 5.

@ Pierwszy i trzeci schemat s3 schematami jednokrokowymi — wy-
starcza tylko wartosci poczatkowe u|;—¢ aby otrzyma¢ wartosci
funkgcji w punktach siatki.

@ Drugi schemat jest dwukrokowy — w schematach k-krokowych
potrzebna jest procedura poczatkowa, tzn. taki pomocniczy
schemat réznicowy, ktéry da nam wartosci na (k — 1) pozio-
mach czasowych.

@ Pierwsze dwa schematy s3 jawne, trzeci — niejawny, tzn. wartosci
na (n + 1)-szym poziomie czasowym trzeba jeszcze wyznaczy¢
z pewnego uktadu réwnan.
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

@ Robiac proste testy mozna tatwo sprawdzi¢, ze niektére ze sche-
matéw s3 bezuzyteczne... w niektérych przypadkach.

o Pojecia, ktére pozwalaja oceni¢ jakos¢ metody s3 bardzo po-
dobne do tych, ktére znamy z réwnan zwyczajnych.

@ Uzyskamy dzieki nim warunki zbieznosci analogiczne do tych,
ktére pojawity sie w poprzedniej czesci wyktadu.
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

Przyktad 6.

Zastosujmy schemat forward-time forward-space do réwnania
U — Uy =0
z odpowiednim warunkiem poczatkowym.

Parametry metody: h = 45, k = 5.
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

1L ——— rozwiazanie analityczne

forward-time forward-space

0.8 - -

0.6 - 4
1(0.0, z)
0.4+ -
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

1L ——— rozwiazanie analityczne

forward-time forward-space

0.8 - -

0.6 - 4
u(0.2,z)
0.4+ -
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

1L ——— rozwiazanie analityczne

forward-time forward-space

0.8 - -

0.6 - 4
u(0.4, )
0.4+ -
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

1L ——— rozwiazanie analityczne

forward-time forward-space

0.8 - -

0.6 - 4
u(0.6, x)
0.4+ -
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

e TOZWiaZanie analityczne

forward-time forward-space

u(0.8, x)

Metody komputerowe w réwnaniach Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Podstawowe pojecia

0O00000e

Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

1L ——— rozwiazanie analityczne

forward-time forward-space

0.8 - -

0.6 - 4
u(1.0,z)
0.4+ -
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

e TOZWiaZanie analityczne

forward-time forward-space

u(1.2,z)
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

Przyktad 6.

Uzyjmy teraz tej samej metody (forward-time forward-space) do nie-
co innego réwnania:

U+ uge =0

z odpowiednim warunkiem poczatkowym.

Parametry metody: h = 4=, k = 5.
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

1L ——— rozwiazanie analityczne

forward-time forward-space

0.8 - -

0.6 - 4
1(0.0, z)
0.4+ -
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

1L ——— rozwiazanie analityczne

forward-time forward-space

0.8 - -

0.6 - 4
u(0.2,z)
0.4+ -
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

0.8

0.6
u(0.4, )
0.4

——— rozwiazanie analityczne
—— forward-time forward-space
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

——— rozwiazanie analityczne
—— forward-time forward-space

0.8

u(0.6, x)
0.4

|

-1 0

T

o
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

I

-1 0

z

rozwiazanie analityczne

—— forward-time forward-space

u(0.8, x)
0.4
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

rozwiazanie analityczne
—— forward-time forward-space

u(1.0,z)
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Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

1L ——— rozwiazanic analityczne |
—— forward-time forward-space

0.8 - -

Metody komputerowe w réwnaniach Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW



Podstawowe pojecia

0O00000e

Wprowadzenie

Co to znaczy dobry schemat?

@ Robiac proste testy mozna tatwo sprawdzi¢, ze niektére ze sche-
matéw s3 bezuzyteczne... w niektérych przypadkach.

o Pojecia, ktére pozwalaja oceni¢ jakos¢ metody s3 bardzo po-
dobne do tych, ktére znamy z réwnan zwyczajnych.

@ Uzyskamy dzieki nim warunki zbieznosci analogiczne do tych,
ktére pojawity sie w poprzedniej czesci wyktadu.
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Oznaczenia

Przypomnijmy, ze zajmujemy sie zagadnieniem
Lu(t,z) = f(t,z) dlat>0,z€eR, )
u(0,z) = uo(x) dla z € R,
gdzie & = £(04,0,) jest liniowym operatorem rézniczkowym za-
wierajacym tylko pierwszg pochodng czastkowa wzgledem czasu t.
Rozwazamy (jednokrokowe) schematy réznicowe
.Xk,huﬁq = %k,hf(tn,xm) dane€eZy, mez, (A)

uy, = Luo(zm) dlam € Z,

gdzie Ly pn, Zrp i £ sa operatorami réznicowymi przyblizajacymi
operatory rézniczkowy Z i identycznos¢.
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Klasyczne pojecia w nowym wydaniu

Definicja 1.

Jednokrokowy schemat réznicowy (A) przyblizajacy réwnanie réz-
niczkowe czastkowe (%) nazywamy zbieznym, jesli dla dowolnego
rozwigzania u réwnania rézniczkowego (x) i rozwiazania u]}, schema-

tu (A) takiego, ze ul, zbiega do ug(x) gdy mh hoot, x, rozwiazanie

ul zbiega do u(t,x) gdy (nk,mh) k07, (t,z).

e Ta definicja jest (co najmniej) skomplikowana i niewiele méwi.
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Mato precyzyjna definicja

o O jaki rodzaj zbieznosci chodzi? Punktowa, w normie?
e Czy ki h zbiegaja niezaleznie do 0, czy s3 powigzane?

@ Inaczej: metoda jest zbiezna, jezeli rozwigzania schematu zbie-
gaja do rozwigzania réwnania przy zatozeniu, ze dane poczat-
kowe schematu zbiegaja do danych poczatkowych zagadnienia.

@ Definicje fatwo uogdlni¢ na schematy wielokrokowe — musimy
mie¢ metode zbiezna dla pierwszych krokéw.

o Brakujace szczegoty bedziemy doprecyzowywaé pézniej.
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Znajome pojecie — zgodnos¢

Definicja 2.

Méwimy, ze schemat réznicowy 2, puy, = Xk hf(tn, Tm) przybliza-
jacy réwnanie rézniczkowe czastkowe Lu = f jest zgodny z réw-
naniem rézniczkowym, jesli dla dowolnej gtadkiej funkcji ¢ i dla do-
wolnego punktu (¢, z,,) na siatce zachodzi

«iﬂk,h¢(tn’$m) — t@k,h.iﬂqb(tn,l'm) —0 gdy k,h— 0r.

Uwaga 1: nie precyzujemy tutaj charakteru zbieznosci k, h — 0.

Uwaga 2: w przypadku réwnan jednorodnych przyjmujemy, ze %k, nvy, = Upy,.
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Przyktady metod zgodnych #1

Przyktad 7.
Rozwazmy réwnanie transportu, tzn. u; + au, = 0, dla ktérego:

gﬁb(tv'x) = @Z)t(t’x) + aqu(t"x)'

Zajmijmy sie schematem réznicowym forward-time forward-space,
woéwczas operator réznicowy ma postaé

n+l _ 4 n n _4n
gk,hd)(tn,xm):(bm - ¢m+a¢m+1h ¢m7

gdzie ¢ = ¢ (tn, Tm)-
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Przyktady metod zgodnych #1

Przyktad 7.

Ze wzoru Taylora dla ¢ wzgledem ¢ oraz x w punkcie (t,,z,,) do-
stajemy:

PRt = ¢+ kpu(tn, mm) + O(K?),
¢nm+1 = gb”m + hd):):(tn» xm) + O(hQ)
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Przyktady metod zgodnych #1

Przyktad 7.

Wéweczas

ot = o mil — Om
L nd(tn, Tm) = ? +a 3
= ¢t(tna SUm) + ad’x(tnv -Tm) + O(k> + O(h)7

a zatem

Linltn, ) = Lt 2m) = O() + O(h) 2= 0,

czyli schemat réznicowy jest zgodny z réwnaniem.
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Przyktady metod zgodnych #2

Przyktad 8.

Rozwazmy teraz (znéw dla jednorodnego réwnania transportu) sche-
mat Laxa-Friedrichsa:

_ ot — %( ma1 + Om_1) Omtr1 — Pt
,Zk.7h¢(tn, xm) - k + a 2h .

Pytanie: dlaczego taka dziwna zmiana w pierwszym wyrazie?
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Przyktady metod zgodnych #2

Przyktad 8.

Tak jak wczesniej, skorzystamy ze wzoru Taylora:
QS?n—H = Qb:fq + k¢t(tn7 xm) + O(k2)7

1
mt1 = O £ Rz (tn, Tm) + §h2q§m(tn, Tm) + O(h%)
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Przyktady metod zgodnych #2

Przyktad 8.

Wéwczas
1 n n n 1 2 3
5( mt1 T d)m—l) = ¢, + ih Gua(tn, Tm) + O(R?)
— 4+ O(h?)
oraz

1
o7 (1 = Pmot) = Goltn, Tm) + O(?).

Metody komputerowe w réwnaniach rézniczkowych

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Podstawowe pojecia

0000000000000 00000
Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Przyktady metod zgodnych #2

Przyktad 8.
Wstawiajac te wyrazenia do schematu réznicowego otrzymujemy
n—+1 1/.n n n n
_1 Lo g
$k7h¢(tn,$m) — ¢m 2( 7]:—}-1 ¢m 1) + a¢m+1 2h¢m 1

= ¢t(tnal‘m) + ad)a:(tna $m)
+ O(k) + O(k~*h?) + O(h?).

Zatem S pp — Lo — 0 gdy h,k — 0%, o ile k=A% — 0T,

Schemat jest wiec zgodny, ale ostatnia zbieznos¢ méwi nam, ze wybér
k i h nie moze by¢ dowolny.

Metody komputerowe w réwnaniach rézniczkowych Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Podstawowe pojecia

000000®000000000000
Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Pientgdze Zgodnos¢ to nie wszystko

o Dowiedlismy, ze schemat forward-time forward-space jest zgod-
ny, jednak Przyktad 6 wyraznie pokazat, ze dla a = 1 schemat
ten nie jest uzyteczny.

@ Mozna pokazaé, ze dla dowolnego a > 0 ten schemat nie be-
dzie dziatat prawidtowo. Podobnie, dla a < 0 nie bedzie dobry
schemat forward-time backward-space.

e Widzimy, ze tak jak w przypadku liniowych metod wielokro-
kowych dla réwnan zwyczajnych, tak i tutaj zgodnos¢ nie jest
warunkiem wystarczajacym.
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Czy mozna od razu zauwazy¢, ze jakis schemat nie zadziata?

Schematy z Przyktadu 4 mozna przedstawi¢ nastepujaco:

n+1

m—=1 m m+1 m—-1 m m+1 m—1 m-1 m m+1

forward-time forward-time forward-time  Lax-Friedrichs
forward-space backward-space central-space
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Czy mozna od razu zauwazy¢, ze jakis schemat nie zadziata?

Schemat forward-time forward-
space na kazdym kroku bierze in-
formacje z punktéw lezacych ,na ntl

prawo” od aktualnie przyblizanego |
punktu.

Dla a > 0 rozwigzanie réwnania n—1
transportu to fala, ktéra transpor-

tuje informacje od lewej do pra- m-1 m m+]l
wej.
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Jeszcze jeden przyktad (nieco inny)

Przyktad 9.

Zajmijmy sie teraz niejednorodnym réwnaniem przewodnictwa ciepta,
tzn. up = bug, + f, dla ktérego

Lo(t,x) = du(t, x) — bpga(t, x).

Jednym z popularniejszych schematéw dla tego réwnania jest sche-
mat Cranka-Nicolsona:
no__ ¢mtt—gn b ‘75:3:;11 — 205+ ot Brmt1 ~ 20 T Py
Linbm = k - 5( h2 + h2 )’

a takze B p f(tn, xm) = 5 (f + f11)-

Metody komputerowe w réwnaniach rézniczkowych Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Podstawowe pojecia

00000000e0000000000

Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Jeszcze jeden przyktad (nieco inny)

Przyktad 9.

Znéw skorzystamy ze wzory Taylora dla ¢, ale w punkcie (¢ i1y Tm),
gdzie ¢, 1 =t,+ lkr Wéwczas

n n+i k, |nts k2 nt+3
A O R eI}
n ol kTR k2 3
Om = mJr2 — =t ’ + —ou ’ + O(ks).
2 m 8 m
Ponadto, dla i = 0,1 mamy
?n‘;il = Z;Fl + h¢$ |n+l + ¢IIE |n+2 7(;533:0:1: |n+l O(h4)
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Jeszcze jeden przyktad (nieco inny)

Przyktad 9.

Stad
n+l _ n nt+i 1 n "
w =o| T +OG) =5 (¢t|m“ +¢t\m) O,
ntl 2gntt 4 pnt i
¢m+1 d;lz ¢mfl :¢xx‘m+ +O(h2)7

czyli

n+1 n+1

Lendls = % (qﬁt}m - ¢t|:l) - g (qﬁm]m +<z>m|f;)
+O(K*) + O(h?).
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Jeszcze jeden przyktad (nieco inny)

Przyktad 9.
Z drugiej strony

n+1
+ ¢t

L1
R L Gy = 5 <¢t

n b
)4

Lo w®(tn, Tm) — BiopnL H(tn, ) = O(K?) + O(h?)

m
czyli

k,h—0t
- 07

czyli schemat jest zgodny z réwnaniem.
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Schematy dla réwnan parabolicznych

Schematy dla réwnania przewodnictwa ciepta (z Przyktadu 5) mozna
przedstawi¢ nastepujaco:

n+1 n+1 n+1
n n n
n—1 n-1 n—1
m-1 m m+1 m-1 m m+1 m-1 m m+1
forward-time leapfrog Crank-Nicolson

central-space
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Doktadnos$¢ schematu

@ Zauwazmy, ze w kazdym z omawianych schematéw badana réz-
nica (z definicji zgodnosci) zachowywata sie w nieco inny sposéb.

e Woprowadza sie pojecie tzw. doktadnosci schematu (w przypadku
réwnan zwyczajnych méwita sie po prostu o zgodnosci rzedu p).

Definicja 3.

Méwimy, ze schemat réznicowy %, puy, = Zpnf(tn, Tm), zgodny
z réwnaniem rézniczkowym ZLu = f, jest doktadny rzedu (p,q),
jesli dla dowolnej gtadkiej funkeji ¢ i dla dowolnego punktu (¢, zm,)
na siatce zachodzi

gk,hgb(tm xm) - %k,h«iﬂqs(tm xm) = O(kp) + O(hq)
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Parametry metody nie muszg by¢ niezalezne

@ Zazwyczaj krok czasowy wybiera sie jako funkcje kroku prze-
strzennego, tzn.

k= (h),

gdzie ® jest pewna gtadka funkcja zmiennej h taka, ze $(0) = 0.
o Mdwimy wéwczas, ze schemat jest doktadny rzedu r, jesli dla
dowolnej gtadkiej funkcji ¢ mamy

Loy Tm) — BepL d(tn, Tm) = O(A")
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Parametry metody nie muszg by¢ niezalezne

Przy takich oznaczeniach mamy:

@ schemat forward-time forward-space jest doktadny rzedu 1 dla
rownania transportu (a < 0) — biorac k = X - h;

@ schemat Laxa-Friedrichsa jest doktadny rzedu 1 dla réwnania
transportu (dowolne a) — biorac k = X\ - h;

@ schemat Cranka-Nicolsona jest doktadny rzedu 2 dla réwnania
przewodnictwa ciepta — biorac k = p - h2.

W dalszej czesci zajmiemy sie wytacznie réwnaniami jednorodnymi.
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Stabilnos¢

Oznaczenie.

Dla funkgcji v zdefiniowanej w punktach z,, = mh sieci wprowadzamy
norme

|| - , +00 ) " B
vl = Z [vm|™, gdzie vy, = v(zy,).
m=—0oQ

Jest to norma w L%(R) funkcji schodkowej

“+oo

V() = Y UmXjzmemi) (©)-

m=—0o0
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Stabilnos¢

Definicja 4.

Méwimy, ze schemat réznicowy .Z pu;,, = 0 dla réwnania réznicz-
kowego czastkowego zawierajacego jedynie pierwszg pochodng po ¢
jest stabilny w obszarze stabilnosci A, jedli istnieje J € N taka, ze
dla dowolnego T' > 0 istnieje stata Cp taka, ze

; 1/2
T vy i dla 0 <nk <Ti(kh) €A
7=0

Inaczej: norma L? funkcji  na m-tym poziomie czasowym szacuje
sie przez normy L2 funkcji u na pierwszych .J 4 1 poziomach.
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Stabilnos¢

@ Obszar stabilnosci A to dowolny ograniczony zbiér w pierwszej
¢éwiartce R? (niepusty), w ktérym poczatek uktadu wspétrzed-
nych jest punktem skupienia.

e Podana definicja dotyczy réwnan jednorodnych — analogiczng
definicje dla réwnan niejednorodnych otrzymuje sie stosujac za-
sade Duhamela.

e Wdwczas okazuje sie, ze definicja stabilnosci pozostaje niezmie-
niona — schemat .7, yu;, = % nf dla réwnania Zu = f jest
stabilny, jesli jest stabilny dla réwnania Zu = 0.
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Kiedy metoda jest stabilna?

Przyktad 10.

Rozwazmy schemat postaci u’s™ = au®, + Bu?,; (np. schemat

forward-time forward-space dla réwnania transportu). Wéwczas

400 9 +oo 9
> Jun = X laup, + Bup |
m=—o0 m=—oo
= 2 2 2
< X (laP+21al 18]+ 18) lup,|
m=—oQ
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Kiedy metoda jest stabilna?

Przyktad 10.
Wobec tego

—+00

—+00

>t < (ol +18)? X 2

m=—00

<.

< (laf + (820 3 [ul[.

m=—00

—+00

m
m=—0o0

Zatem jesli |a| + |5] < 1, to schemat jest stabilny z J = 0.
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Kiedy metoda jest stabilna?

Przyktad 10.

Wracajac do schematu forward-time forward-space, mamy

uptt = (1 + a\)ul, — a\ul 4, gdzie A = 7
co pokazuje, ze jest on stabilny, jesli |1 4+ aA| + |a)| < 1.

Prowadzi to do warunku —1 < aX < 0. Nie jest to wynik przypad-
kowy.
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Warunek CFL — réwnania hiperboliczne

Twierdzenie 1.

Rozwazmy jawny schemat réznicowy dla jednorodnego réwnania
transportu u; + au, = 0 postaci

n+l __ n n n
Upy, = AUy + /Bum + YUp—15

gdzie A\ = % = const. Warunkiem koniecznym stabilnosci jest waru-
nek Couranta-Friedrichsa-Lewy’ego (CFL):

laA| < 1.
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Wady schematéw jawnych

Twierdzenie 2.

Nie istnieja jawne, zgodne schematy réznicowe dla hiperbolicznych
réwnan rézniczkowych czastkowych, ktére s3 bezwarunkowo stabilne.

@ Powyzsze twierdzenie nie dotyczy schematdw niejawnych.

@ Nie dotyczy réwniez schematéw dla réwnan parabolicznych.
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Znéw przyktady — réwnanie transportu

Przyktad 11.

Schemat backward-time backward-space dla réwnania transportu
(a > 0), tzn.

n+1 n n+l _ , n+l
Ym " Ym gom Ym-1 _
k h ’

jest bezwarunkowo stabilny (tzn. stabilny dla dowolnego \).

Oczywiscie, nawet jesli mozemy wybra¢ A dowolnie duze i mieé sta-
bilny schemat, to wyniki nie beda poprawnie przyblizaty rozwigzania
dopoki A\ nie bedzie rozsadnie mate.
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Znéw przyktady — réwnanie przewodnictwa ciepta

Przyktad 12.

Schemat Du Forta-Frankela dla réwnania przewodnictwa ciepta:

m

2k h? ’

L o _ bu?nJrl — (uptt Fup ) Fup,
jest jawny i bezwarunkowo stabilny (tzn. stabilny dla dowolnego
k
H= ﬁ)-

Niestety mimo to, schemat ten ma swoje inne ograniczenia. M.in.
jego doktadnosé jest wyznaczona przez O(h?) + O(k?) + O(k?h~2).
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Zbieznoéé, zgodnosé i stabilnoéé

Gtéwny wynik

Réwniez w przypadku réwnan czastkowych zgodnos$¢ i stabilno$¢ sta-
nowig zestaw warunkéw koniecznych i wystarczajacych, by schemat
byt zbiezny. Samo zagadnienie musi by¢ jednak dobrze postawione.

Definicja 5.

Méwimy, ze problem poczatkowy Zu = 0, u(0,:) = up jest po-
prawnie postawiony w przestrzeni z norma ||-||, jezeli dla dowolnych
danych poczatkowych zachodzi

[u(t, )| < Ctlluoll,

gdzie stata C; zalezy tylko od t.

Interesuje nas norma L% — w takiej normie badamy stabilnos¢.
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Gtéwny wynik

Twierdzenie 3 (Laxa-Richtmyera).

Jednokrokowy schemat réznicowy zgodny z poprawnie postawionym
w L? zagadnieniem poczatkowym jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
gdy jest stabilny.

Zanim przejdziemy do szczeg6téw, bedziemy musieli doprecyzowac,
o jaka zbieznos¢ nam chodzi. Najpierw jednak kilka narzedzi.
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Transformacja Fouriera

Krétki wstep do transformacji Fouriera

o Jednym z najwazniejszych narzedzi w badaniu stabilnosci sche-
matéw réznicowych jest analiza fourierowska (nazywana réw-
niez analiza von Neumanna).

e Transformata Fouriera funkcji v € L'(R) nazywamy funkcje

-~ 1 oo —iz
() = \/%/_OO v(x)e % d.

@ Przy pewnych dodatkowych zatozeniach dowodzi sie, ze praw-
dziwy jest wzér na transformate odwrotna:

1 +oo/\ iz
v(z) = \/%/OO B(€)e® de.
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Transformacja Fouriera

Krétki wstep do transformacji Fouriera

e Dowodzi sie réwniez, ze wzory te sa prawdziwe dla v € L?(R),
a transformacja Fouriera jest izometrig na L?(R), tzn. zacho-
wuje norme L?(R):

vl 2wy = 0] 2(w) (réwnos¢ Parsevala).

e Najwazniejsza wtasnos¢: transformacja Fouriera zamienia ope-
ratory rézniczkowe na algebraiczne, np.

U2(§) = i€0().
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Transformacja Fouriera

Dyskretna transformacja Fouriera

Rozwazamy funkcje na siatce, tzn. w punktach hZ = {mh: m € Z}.
Definicja 6.
Dla v € L?(hZ) = {v: hZ — R: |jv||; < 0o} definiujemy

1 I

~ —im s T
(&) = E Z hoe e dla § € {_h’—’_h] ,

i ¥ nazywamy dyskretna transformata Fouriera funkgji v.
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Transformacja Fouriera

Dyskretna transformacja Fouriera

o Transformata odwrotna zadana jest wzorem

+m/h

Um = V2T /7r/h

)el™e dg dlam e Z.

@ Wzér ten wynika z jednoznacznosci przedstawienia 0(€) w posta-
ci szeregu Fouriera: dowodzi sie, ze {\/h/(2m)e™™h&Y 7 two-
s

rzg baze przestrzeni L?([— 7, +7]), a nastepnie korzysta z twier-
dzenia z Analizy funkcjonalnej.

Metody komputerowe w réwnaniach rézniczkowych Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Narzedzia

O®0000000000

Transformacja Fouriera

Dyskretna transformacja Fouriera

@ Z réwnosci Parsevala dla uogélnionych szeregéw Fouriera (takze
dowodzonej na AF) wynika réwniez, ze

||17HL2([—%,+%}) = [l

gdzie

+oo
h Z |Um|2

m=—00

[vlly, =

(dla przypomnienia).
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Transformacja Fouriera

Stabilnos¢ (réwnowaznie)

Przypomnijmy definicje stabilnosci.

Definicja 4.

Méwimy, ze schemat réznicowy .7, ,u;,, = 0 dla réwnania réznicz-
kowego czastkowego zawierajacego jedynie pierwsza pochodna po ¢
jest stabilny w obszarze stabilnosci A, jesli istnieje J € N taka, ze
dla dowolnego T' > 0 istnieje stata Cp taka, ze

J
I < € 32 ]
7=0

dla0<nk<Ti((kh)e€A.
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Transformacja Fouriera

Stabilnos¢ (réwnowaznie)

Réwnowaznie mozemy ja zapisa¢ inaczej:

Definicja 4’ (réwnowazna).

Méwimy, ze schemat réznicowy . pu;,, = 0 dla réwnania réznicz-
kowego czastkowego zawierajacego jedynie pierwsza pochodng po ¢
jest stabilny w obszarze stabilnosci A, jesli istnieje J € N taka, ze
dla dowolnego T' > 0 istnieje stata Cp taka, ze

]

L[~ F+F])

J -
L2([~ % 4+5) S C?]ZO H“J’

dla0<nk<Ti(kh)eA.
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Transformacja Fouriera

Analiza von Neumanna — przyktad

Zaczniemy od konkretnego przyktadu: zajmijmy sie schematem forward-
time backward-space dla jednorodnego réwnania transportu:

k
ut = (1 — a\)u”, + au?,_, A= 7

Zastosujmy wzér na odwrotng transformate Fouriera dla funkcji u™:

h
n+1 +/

m V2T /ﬂ'/h

Poréwnajmy ten wzér ze wzorem na odwrotna transformate Fouriera
funkgji un 1.

u

((1=ax) + are ™€) un(g)e™"€ dg
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Transformacja Fouriera

Transformata Fouriera jest wyznaczona jednoznacznie

Z jednej strony mamy

+m/h _—_

1 imh
uttl = un—i—l ) im Ed&

" V2T /7r/h
a z drugiej wyznaczylismy

h
n+1 __ +/

m \/%/W/h

Stad (z jednoznacznosci)

u 1 —al) + a)\e_ihf> u (€)el™E dg.

—

W) = (1= a) + are ") ah(€)=: g(h&)un(€)-
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Transformacja Fouriera

Wspétczynnik wzmocnienia

Otrzymalismy réwnos¢
w(€) = (11— a)) +ade ) ah(€) = g(he)un(€),

ktéra moéwi, ze przesuwanie sie z rozwigzaniem o jeden krok czaso-
wy do przodu jest réwnowazne pomnozeniu transformaty Fouriera
rozwigzania przez wspéfczynnik wzmocnienia g(h&). Stad

W () = g"(hE) - u(€).

Dzieki transformacie Fouriera mozemy zapisa¢ w ten sposéb kazdy
jednokrokowy liniowy schemat réznicowy.
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Transformacja Fouriera

Analiza stabilnosci

Dzieki réwnosci Parsevala otrzymujemy dodatkowo:

o +m/h e 9 +m/h
(R P (] P =/ﬁ/h (o) d£:[ lg(he)2"

7/h

2

de.

~
n

Widzimy zatem, ze nieréwnos¢ z definicji stabilnosci bedzie zacho-
dzita (dla J = 0), tylko jesli |g(h&)|™ bedzie ograniczone, czyli jesli
lg(hE)[ < 1.

Zbadajmy g(h&) w naszym przyktadzie.
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Transformacja Fouriera

Analiza stabilnosci — przyktad

Przyktad 13.

W przypadku schematu forward-
time  backward-space  mamy
(podstawiajac 6 = h&)

g(0) = (1 —a)) + are ¥,

Mozna (formalnie) pokazaé, ze
warunkiem stabilnosci jest

T s w6 01 02 0 02 o4 06 o5 1
Re(g(6))

0<aX <1
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Transformacja Fouriera

Analiza stabilnosci — przyktad

Przyktad 14.
Z kolei dla schematu forward-time central-space mamy

_ A

_ 0 _ -0\ _ CN
g(0)=1 5 (e e )—1+1a)\s1n0,

co méwi, ze schemat jest niestabilny dla dowolnego .
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Transformacja Fouriera

Analiza stabilnosci

o W przyktadach wspotczynnik wzmocnienia g byt funkeja jedynie
zmiennej 0 = h&, jednak w ogdlnosci g moze zaleze¢ zaréwno
od h jaki k.

o Rozwazamy zazwyczaj schematy dla réwnania us+au, = 0, jed-
nak definicja stabilnosci jest identyczna dla szerszej klasy réwnan
czastkowych (pierwszego rzedu wzgledem czasu).

@ Istnieje warunek réwnowazny stabilnosci takich réwnan.

Metody komputerowe w réwnaniach rézni Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Narzedzia

000000000080

Transformacja Fouriera

Warunek réwnowazny stabilnosci

Twierdzenie 4 (von Neumann).

Jednokrokowy schemat réznicowy (dla réwnania pierwszego rzedu
wzgledem t, o statych wspdtczynnikach i o wspétczynniku wzmoc-
nienia g) jest stabilny w obszarze stabilnosci A wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje stata K (niezalezna od 0, k i h) taka, ze

(0, k, h)| <1+ Kk

dla (k,h) € A. Jesli g(0, k, h) nie zalezy od h i k, to warunek stabil-
noéci mozna zastapié przez

lg(0)] < 1.
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Transformacja Fouriera

Analiza stabilnosci — jeszcze jeden przyktad

Przyktad 15.

Zajmijmy sie niejawnym schematem Cranka-Nicolsona dla jednorod-
nego réwnania przewodnictwa ciepta (i = k/h?):
n+1 b‘LL 1

n n+1 n+1 n+ n n n
Uy — Um = 7 (um+1 = 2Up, Uyt Um41 — 2Up, + umfl) .

—

Jest to schemat jednokrokowy, zatem un+1(¢) = g(h&) - u(€).

Zastosujmy wzér na odwrotng transformate Fouriera dla funkgji u™

oraz u"tL.
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Transformacja Fouriera

Analiza stabilnosci — jeszcze jeden przyktad

Przyktad 15.

Po lewej stronie réwnosci otrzymamy

T h
n+1 +w/ n+1 - imh¢&
Uy, fum—\/i u )—un(€))e d¢
—7/h

+7n/h e .
r (g(h&)um (&) — un(€)) e dg
2w —n/h
1 +m/h

== —1)@(e) - e de.
= (9(h&) — 1)ur () d¢
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Transformacja Fouriera

Analiza stabilnosci — jeszcze jeden przyktad

Przyktad 15.

Z kolei po prawej stronie mamy
b,
e G e ey
+7/h
w1 / ((eihg _ 2+e—ih5) m(g) + (eihe _ 2+e—ih§) 1?1(5)) L oimhé de

_ bui /+‘fr/h ((Cihg _ 2+c7ih§) g(hg)u/;L(E) + (Cihg _ 2+c—ih§) u/;L(E)) L oimh€ de

(eih5 —2+4 efihg) g(hg) + (e“15 — 2+ efihﬁ)) 1:’\7(5) L eimhe dg

|
o
M‘H
3
—
s+
~ 3
> ~
>
—~
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Transformacja Fouriera

Analiza stabilnosci — jeszcze jeden przyktad

Przyktad 15.

Korzystajac z jednoznacznosci transformaty Fouriera i poréwnujac
obie strony dostajemy

g(h§) —1= (eihs _9 _|_e—ih£) 9(hé) + (eih§ oy e—ihg) ’
a zatem

N 1+bu (eih{ -2+ efihg) /2
9( §) = 1—bu (eih§ _ 2+efih§)/2'

Zauwazmy, ze e’ +e ' —2 = 2cos -2 = —4sin” £, a wigc ostatecznie...
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Transformacja Fouriera

Analiza stabilnosci — jeszcze jeden przyktad

Przyktad 15.

... dostajemy

1 —2bu sin?

0) =
9(0) 1 + 2bpsin?

,  0=h¢,

NID(ND

czyli oszacowanie |g(6)| < 1 jest zawsze spetnione. Schemat Cranka-
Nicolsona jest wiec bezwarunkowo stabilny.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Poprawnie postawiony problem

Przypomnijmy definicje sprzed kilku slajdéw.

Definicja 5.

Méwimy, ze problem poczatkowy Zu = 0, u(0,:) = up jest po-
prawnie postawiony w przestrzeni z norma ||-||, jezeli dla dowolnych
danych poczatkowych zachodzi

gdzie stata C, zalezy tylko od t.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Poprawnie postawiony problem

Wykorzystujac (dyskretna) transformacje Fouriera podalismy wcze-
$niej réwnowazng definicje stabilnosci schematu oraz warunek réw-
nowazny wykorzystujacy wspétczynnik wzmocnienia. Podobny za-
bieg mozna wykona¢ z definicja poprawnego postawienia problemu
poczatkowego.

Odpowiednikiem wspétczynnika wzmocnienia dla réwnania réznicz-
kowego jest tzw. symbol operatora rézniczkowego.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Symbol operatora

Rozwazmy zagadnienie
(O + P(0z))u =0, u(0,-) = ug,

czyli jednorodne réwnanie pierwszego rzedu wzgledem czasu (o sta-
tych wspétczynnikach). Stosujac transformacje Fouriera (wzgledem
zmiennej przestrzennej) otrzymamy

at(tv é‘) = q(f)ﬁ(t, 5)7 ’ZZ(O, f) = %(5)7

czyli zamienilismy problem na réwnanie rézniczkowe zwyczajne (z ro-
dzing parametréw &).
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Symbol operatora

at<t7€) - Q(g)a(tu €)7 a(ov §) = %(5)

Funkcje ¢: R — C nazywamy symbolem operatora rézniczkowe-
go 2*. Mozemy korzystajac z tej definicji poda¢ warunek réwno-
wazny poprawnego postawienia problemu.

* Formalna definicje symbolu (catego) operatora .Z = 9,4+ < podamy za chwile.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Warunek réwnowazny

Twierdzenie 5.

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby problem poczat-
kowy

(O + P(0z))u=0 dla (t,z) € Ry x R,
u(0,x) = up(x) dla z € R,
byt poprawnie postawiony w L2(R) jest istnienie statej rzeczywistej

q* € R takiej, ze Req(§) < ¢* dla £ € R, gdzie ¢ jest symbolem
operatora rézniczkowego Z.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Warunek réwnowazny

Dowdd (szkic). Zauwazmy, ze po zastosowaniu transformacji Fo-
uriera otrzymujemy

u(t,€) = q()u(t, ), u(0,£) = uo(),

a zatem

a(t, &) = "'y (),

co po wzieciu modutu i skorzystaniu z warunku Re ¢(¢) < ¢*daje

[a(t, &)1 < o [ (€]

Korzystajac z réwnosci Parsevala otrzymujemy oszacowanie.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Warunek réwnowazny

Z drugiej strony, jesli g nie spetnia podanego w twierdzeniu warunku,
to biorac dane poczatkowe postaci

- 1
up(§) = ﬁ : X(gl,@)(f)

dla pewnych & < & otrzymamy, ze
llu(t, M 2@y > C lluoll 2

dla dowolnej statej C, co jest sprzeczne z definicja poprawnego po-
stawienia problemu i kofAczy dowdd. O
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Symbol operatora (formalnie)

Definicja 7.

e Symbolem 7, ;(s, ) operatora réznicowego %}, ;, nazywamy
funkcje gtadka zdefiniowana za pomoca réwnosci

-’zﬂk,h (eskneimhg) — Ek,h(sa’g) . eskneimhf_

e Symbolem /(s,¢) operatora rézniczkowego £ nazywamy
funkcje gtadka zdefiniowana za pomoca réwnosci

% (esteixﬁ) _ E(s,{) . esteiaf‘
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Zgodnos¢ ponownie odwiedzona (ang. revisited)

Przypomnijmy, ze schemat réznicowy %}, pu;y, = 0 jest zgodny z réw-
naniem, jesli dla dowolnej gtadkiej funkcji ¢ zachodzi

L n(tn, Tm) — L(tn, Tm) — 0 gdy k,h — 0T
punktowo w kazdym punkcie sieci. Wezmy ¢(t, ) = e*tel®, wéwczas
L n@(tn, wm) = Lé(tn, Tm) = lin(s,€) - "™ — £(5,6) - ™",

czyli warunkiem réwnowaznym zgodnosci jest

Uen(s,6) —£(s,€) = 0 dla k,h — 07,
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Zgodnos¢ ponownie odwiedzona (ang. revisited)

Zauwazmy, ze w przypadku, gdy . = 0, + #(9;) = 0, mozemy
napisac £(s, &) = s—q(&), gdzie ¢ jest zdefiniowanym wczesniej sym-
bolem operatora 2. Ponadto zachodzi réwniez ponizsze twierdzenie.

Stwierdzenie 1.

Niech £ pu;, = 0 bedzie schematem jednokrokowym zgodnym
z réwnaniem Ouu + Z(0;)u = 0 i posiadajacym wspétczynnik
wzmochnienia g. Oznaczmy przez ¢ symbol operatora &2. Wéwczas

ekq(ﬁ) B g(h€7 k7 h’)

? —0 gdy k,h — 07 .
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Zgodnos¢ ponownie odwiedzona (ang. revisited)

Dowdéd (szkic). Wiemy juz, ze poniewaz schemat jest zgodny, to
zachodzi

Ek,h(svf) - ‘6(575) — 0 dla k? h — 0+7

a takze £(s,&) = s—q(&). Potézmy s = ¢q(&), wéwcezas £(q(£),£) =0

i mamy

gk,h(q(€)7€) — 0 dla kah - O+7
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Zgodnos¢ ponownie odwiedzona (ang. revisited)

Mozna tatwo pokaza¢, ze wspétczynnik wzmocnienia jest jedynym
rozwigzaniem liniowego réwnania

L n(g"e™) =0

(co wynika stad, ze dla réwnania jednorodnego u™ powstaje z u°
przez przemnozenie przez g", a czynnik "¢ jest operatorem trans-
lacji w dyskretnej transformacji Fouriera). Ponadto (z definicji)

. . 1
0= gk’h(gnelmhﬁ) — gk’h(e%ln(g)‘knelmhé) = Ek,h (k; ln(g),g) .
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Zgodnos¢ ponownie odwiedzona (ang. revisited)

Ostatecznie dostajemy

i (F10(9).€) — nla(€).€) = 0 dia k=0,

a poniewaz funkcja ¢y jest gtadka (z definicji) i g jest jedynym
rozwigzaniem réwnania z poprzedniego slajdu, wnioskujemy, ze

%ln(g) —q(¢) -0 dlak,h— 0",

co mozemy zapisaé réwniez jako 1 1In(g) — q(§) = o(1).
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Zgodnos¢ ponownie odwiedzona (ang. revisited)

Mnozac otrzymany wynik przez k dostajemy
In(g) = kq(&) + o(k) & g= MO0k
co daje

k&) — g(he k,h) kO — eka(€)golk)

k k

kq(€)
:ek(LwMUQOdmhnﬁm

i konczy dowdd. O
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Juz niewiele brakuje

Zblizamy sie juz do dowodu gtéwnego twierdzenia.

Musimy jednak najpierw (wreszcie?) sprecyzowac o jaki rodzaj zbiez-
nosci bedzie nam chodzito.

Aby to zrobi¢ potrzebujemy jakiegos operatora interpolacji rozwig-
zania na siatce na cata potptaszczyzne (tworzenie tamanej taczacej
punkty nie jest wystarczajaco dobre).
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Swiat ciggty — $wiat dyskretny

Definicja 8.
Niech u € L*(R) i u bedzie transformata Fouriera u. Operatorem
obciecia T': L?(R) — L?(hZ) nazywamy operator zadany w naste-
pujacy sposoéb:

+m/h

1mh£d
\/27T/7r/h g

(Tu)m

dla kazdego mh € hZ.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Swiat ciggty — $wiat dyskretny

Oznacza to, ze dyskretna transformata Fouriera funkcji Tu jest za-
dana przez

—

(Tu)(§) = a(§) dia ¢ < T

(poréwnujac definicje dyskretnej transformaty i operatora oraz korzy-
stajac z jednoznacznosci).

Stad nazwa — operator obciecia.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Swiat ciggty «+— $wiat dyskretny

Definicja 9.

Niech v € L?(hZ) i © bedzie dyskretna transformata Fouriera v.
Operatorem interpolacji S: L?(hZ) — L*(R) nazywamy operator
zadany w nastepujacy sposéb:

+m/h

1x§d
\/ﬂ/w/h g

Sv(x)

dla kazdego = € R.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Swiat ciggty «+— $wiat dyskretny

Innymi stowy transformata Fouriera funkcji Sv jest zadana przez

—

(Sv)(€) = (&) - X(=n/nt+m/m)(§) dla€R

(znéw poréwnujemy definicje transformaty i operatora oraz korzysta-
my z jednoznacznosci) — uzupetniamy dyskretna transformate Fo-
uriera zerem do catej prostej.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Swiat ciggty «— $éwiat dyskretny

Uwagi.
@ Oba zdefiniowane operatory zaleza od kroku h (nie zaznaczali-
$my tego w definicji, zeby nie psu¢ przejrzystosci oznaczen).

e Zauwazmy, ze Sv(x,,) = vn, wiec rzeczywiscie operator ten
jest operatorem interpolujacym.

o Ta definicja daje nam pierwszy krok do twierdzenia o zbieznosci
schematéw.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Kolejny krok blizej

Stwierdzenie 2.

Jezeli poprawnie postawione w L?(R) zagadnienie poczatkowe
a=q(§)a,  a(0) = u,

jest przyblizone stabilnym jednokrokowym schematem réznicowym
zgodnym z réwnaniem z danymi startowymi T'ug, to

||U(tn, ) - Sun()HL2(R) — 0 dla k, h — 0+,

gdzie t,, = nk € [0, T).
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Kolejny krok blizej

Uwagi.
e W twierdzeniu poréwnujemy u(t,, ) z Su™, a nie z funkcja u"

(czyli poréwnujemy cate rozwiazanie z rozwigzaniem przyblizo-
nym interpolowanym na cata pétptaszczyzne).

@ Dane startowe sa w postaci T'ug, a nie po prostu ug(z,) (i wcale
nie musi zachodzi¢ (Tug)m = uo(Tm))-

@ Dowdd za chwile — jest to fragment dowodu Twierdzenia Laxa-
Richtmyera.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Precyzyjna definicja zbieznosci

Definicja 1" (precyzyjna).
Méwimy, ze schemat réznicowy ., pu;, = 0 aproksymujacy jedno-
rodny problem poczatkowy

ZLu=0, u(0, ) = uyp,

jest zbiezny, jezeli funkcja Su™ zbiega do u(t,,-) w L?(R) przy
k,h — 0T, gdzie t, = nk, dla kazdego rozwigzania u réwnania
rézniczkowego i rozwigzania ), schematu réznicowego takiego, ze
Su zbiega do u(0,-) w L*(R) przy h — 0.
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Symbol operatora rézniczkowego i réznicowego

Dowdéd gtéwnego wyniku

Jestesmy juz gotowi, zeby przeprowadzi¢ dowéd gtéwnego twierdze-
nia tej czesci wyktadu. Przypomnijmy, ze zaktadamy, ze réwnanie
rézniczkowe jest postaci (0; + Z(0;))u = 0 — jednorodne, liniowe,
pierwszego rzedu po czasie i o statych wspdfczynnikach. Bedziemy
rowniez przez caty czas zaktada¢, ze g i ¢ s3 funkcjami ciggtymi.

Twierdzenie 3 (Laxa-Richtmyera).

Jednokrokowy schemat réznicowy zgodny z poprawnie postawionym
w L? zagadnieniem poczatkowym jest zbiezny (w sensie definicji z po-
przedniego slajdu) wtedy i tylko wtedy, gdy jest stabilny.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

000000000000

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 1

Zeby zachowa¢ przejrzystos¢, oznaczmy rozwigzanie schematu réz-
nicowego przez v, a rozwigzanie zagadnienia rézniczkowego przez u.

Zatézmy na poczatek, ze dane poczatkowe sg postaci
W = Tuy.
Pokazemy w pierwszym kroku, ze

5], 2270,
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

0®@0000000000

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 1 — Krok 1

Istotnie:

2

w0 = 80°7, ) = || — 520 (€)= S10(9)| d¢

/EISW/h
~/€I<W/h

:/‘ @O de 2=
[§|>7/h

2 ‘ 2 _ Foo
L2(R) o

imo—@@f@+/' (@) de

[§]>m/h

(€)= ToO(€)

2
®+/ G0 (&) de
[€]>7/h

(korzystajac z Lematu Riemanna-Lebesgue’a).
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

000000000000

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 1 — Krok 2

Bedziemy starali sie pokaza¢ taka samg zbieznos¢, ale dla dowolnego
tn (czyli udowodnimy Stwierdzenie 2).

Z definicji wspétczynnika wzmocnienia, dla [£] < 7 mamy:

(&) = g" (&, k, h) - 00(€) = g (hE, b, h) - Tuo(€) = g" (k€. b, h) - o (€)
(z definicji T').
Stad natychmiast dostajemy

+7m/h
W1 /

_ 1 n o imhé§
RV (1 )il €)e e
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

000000000000

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 1 — Krok 2

Zatem, z definicji operatora interpolacji, mozemy rozszerzy¢ to roz-
wigzanie na cata prosta:

1 +m/h

- V 2T —7/h
1 Hoo S
- = / G (BE, B B) - Xty (€) - T (€)1 d.

Sv™(x) 9" (h&, k, h) - o (€)e™ d¢

Podobna zalezno$¢ mozemy uzyska¢ dla rozwiazania zagadnienia réz-
niczkowego.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

000®@00000000

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 1 — Krok 3

Przypomnijmy, ze rozwigzanie réwnania mozemy zapisa¢ jako
a(t,§) = @i (9),
a stad dla t = t,, dostajemy

+oo
u(tn»x) = \/%/ eq(f)tn . %(é)eizg dg,

co pozwala nam poréwna¢ ze sobg u(t,,x) oraz Sv"(x).
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera
0000e0000000

Przypadek 1 — Krok 4

u(tn,fll') - Svn(l’) = / (eq(g)tn _ gn(h{’ k', h)) ) %(g)QIZE df
[gl<m/h

+/ eQ(E)in . ,&B(g)eiﬂcﬁ de.
[§]>m/h

Méwi nam to, ze transformata Fouriera funkeji u(t,, ) — Sv™ jest
funkcja

(%Ot — g™ (he ko h)) o) dla ¢ < T
®,(8) = {eq(g)tn -G (€) dla [§] > &

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

0000@0000000

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 1 — Krok 4

Korzystajac z réwnosci Parsevala otrzymujemy

n n n 2 >
i, ) — S0™ |22 ) = / 67 g (e, b, B)[° - () e
¢|I<n/h

s [ e @ e
[€[>m/h

WprowadZmy oznaczenie

_ e —gn(ng k1)l (©))° dla g < %
on () {}eq(f)tn| | (€ )| dla [¢] > %’

a woéwczas ||u(ty, ) — Sv"||iz(R) = /qﬁh(g) dé¢.
R

Metody komputerowe w réwnaniach rézniczkowych Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Twierdzenie Laxa-Richtmyera

0000@0000000

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 1 — Krok 4

W kolejnych krokach bedziemy starali sie pokazaé, ze:
© funkcja ¢y, jest punktowo zbiezna do zera,

@ funkcja ¢y, jest jednakowo ograniczona przez funkcje catkowalna.

Pozwoli nam to na skorzystanie z Twierdzenia Lebesgue’a (o zmajo-
ryzowanym przejéciu do granicy pod catka) i zakonczy dowdd.

Zauwazmy najpierw, ze poniewaz zaktadalismy, ze ug € L?(R) (za-
ktadajac, ze problem jest poprawnie postawiony w L?), to zachodzi
réwniez g € L2(R) i jest to funkcja skoficzona prawie wszedzie.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

00000@000000

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 1 — Krok 5

Zaczniemy od punktowej zbieznosci do zera. Zauwazmy, ze ze stabil-
nosci schematu oraz poprawnosci postawienia problemu wynika, ze
istnieje stata Cp > 0 taka, ze

[ < Cr, |g"(he R, )] < Cr
dlate[0,T],0<nk<T, (k,h) €A oraz whasciwych &.
Whynika stad, ze dla [£] < 7 mamy

‘eq(g)tn — g (he, K, h)‘ < nCr ’eq(E)k — g(h&, K, h)‘ :
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

00000@000000

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 1 — Krok 5

Istotnie, oznaczajac e?©)tn = 1Ok —. 27 mozemy zauwazyé, ze
gt =(2—g) > "¢,

a stad, poniewaz |z|" 7 |gJ/ < Cr, mamy
2" = ¢"| <nCrlz —gl,

co daje poszukiwane oszacowanie.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

00000@000000

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 1 — Krok 5

Ustalmy punkt t* = t,, oraz £ € R. Ustalmy ¢ > 0. Ze Stwierdzenia 1
wiemy, ze istnieja kg > 0 i hg takie, zedla 0 < k < kgi 0 < h < hg
(bez utraty ogdlnosci hy < I%\) zachodzi

)| < '
k tn'CT

Wezmy takie ko 1 hg. Wéwczas dla 0 < k < kg i 0 < h < hg mamy

ke .
tn'CTi ’

[ — g6,k | < nCr o — g1, k)| < nCr

co daje nam zbieznos¢ punktowa ¢ (£) — 0 dla k,h — 0.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

000000e00000

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 1 — Krok 6

Zauwazmy ponadto, ze poniewaz

¢h(£) — {}eq(f)tn _gn(h£7k,h) . ‘%(SNQ dla |£| g %7

‘2
}eq@)tnf o (€))? dla [¢] >,

to

on(€) < (207)* @ (€))7,

a zatem ¢, szacuje sie z géry przez funkcje catkowalna.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

0000000e0000

Schemat stabilny jest zbiezny

Ll Przypadek 1 — Podsumowanie

Podsumowujac, z Twierdzenia Lebesgue’a (o zmajoryzowanym przej-
sciu do granicy pod catka) otrzymujemy, ze

k,h—0T
—_—

s ) — S0 20y = / on(€) de 0,
R

co konczy dowéd implikacji... w pierwszym przypadku. ;-)
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

00000000 e000

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 2

Y nie s postaci Tug (ale spet-

2
niaja zatozenia definicji zbieznosci, tzn. Sv° e, u(0,-)). Oznacz-

my przez w rozwigzanie schematu réznicowego z danymi poczatko-

Zatézmy teraz, ze dane poczatkowe v

wymi T'uyg.

Stosujac proste sztuczki pokazemy (korzystajac z poprzedniego przy-
padku), ze [u(tn, ) — Sv"||;2g) réwniez zbiega do zera.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

000000000e00

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 2 — Krok 1

Zauwazmy, ze
lu(tn,-) — SU"HL2(R) < flultn, ) — Sw”HL2(R) +[[Sw" — Svn”L2<R) )

co wynika z prostej nieréwnosci tréjkata.

Wiemy juz (z poprzedniego przypadku), ze pierwszy sktadnik dazy
do zera. Wystarczy wiec zajaé sie drugim.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

000000000080

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 2 — Krok 2

Dla drugiego sktadnika mamy:

< fJom =]

n n — | Gmm — G
HSU) — Sv ||L2(JR) = st Sv L2([—m/h,+7/h])

L2(R)

< o7l < O [l 0], = r 7w ],

= CT HTUO — ’UO

L2([=n/h,+7/h])

o X{lg|<n/ny — V°

gCTO

(rozszerzajac norme na cate R i korzystajac z nieréwnosci tréjkata)

:cT‘

L2([—m/h,+m/h])

o — 00 X{lel<n/n)

+ || o - X{I5>‘”/h}HL2(R))

L2(R)
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

000000000080

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 2 — Krok 2

Dla drugiego sktadnika mamy:

o — 00 - X{j¢|<n/}

[Sw™ = Sv™ | 2r) < C1 <’ . + || - X{|§>7r/h}||L2<R)>

L
ug — Sovo

L2(R) + | 'X{'5>”/h}||L2(R))

= Cr ([0 = 50y + 10 X160/ | )

(korzystajac z réwnosci Parsevala)
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

00000000000 e

Schemat stabilny jest zbiezny

et Przypadek 2 — Krok 3

Mamy zatem

[Sw"™ — SU"HL?(R) < Cr (Huo B SUOHH(R) + H% ' X{‘5|>“/h}HL2(R)) :

Zauwazmy, ze pierwszy sktadnik zbiega do zera z zatozenia (z definicji
zbieznosci), a drugi zbiega do zera z Lematu Riemanna-Lebesgue’a.

Konczy to dowdd tego przypadku... i catej implikacji. :-)
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

00000000
Schemat zbiezny jest stabilny

il Woprowadzenie

Przeprowadzimy dowdd nie wprost, tzn. pokazemy, ze jesli schemat
nie jest stabilny, to nie moze by¢ zbiezny.

Pokazemy to konstruujagc dane poczatkowe ug tak, by rozwigzanie
numeryczne v”, (z danymi startowymi v* = Tug) nie zbiegato do
funkcji u (w sensie zbieznosci Sv™ do u(ty,,-) w L%(R)).

Podstawowym narzedziem, z ktérego bedziemy korzystaé jest Twier-
dzenie 4 (von Neumanna), ktére méwito, ze schemat jest stabilny
(w obszarze A) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje K > 0 taka, ze
lg(h&),k,h)| <1+ Kk dla (k,h) € A.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

[e] Je]ele]e]ele)
Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 1

Zauwazmy, ze jesli schemat jest niestabilny, to wspétczynnik wzmoc-
nienia spetnia nastepujaca wiasnos¢:

Va0 Va El(kMJLM)EA 35M
lg(harénas kars har)| > 14+ Mk,

gdzie A s3 obszarami w pierwszej ¢wiartce takimi, ze (0, 0) jest punk-
tem skupienia, a takze |hp&ns| < 7.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

[e] Je]ele]e]ele)
Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 1

W szczegélnosci, poniewaz zaktadamy, ze g jest funkcja ciagta, to
mozemy napisac, ze

VM>O VA 3(k]\/f’hfw)e/\ E|£M 3771\1>0 vf |§7£1\1‘<’]4\[
1
Wezmy wiec M € Z,, a takze wybierzmy zbiory Ay tak, zeby

Ay € Apr—1 \ {(kpr—1, har—1)}. Mozemy ograniczyé réwniez 1y
tak, by ny < #
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

0@000000

Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 1

Biorac pod uwage ten wyboér, mozemy napisa¢, ze niestabilnosé im-
plikuje, ze

Vaezy Fkn<kus Fnn<hars Ienr So<mu<t/m? Vie—eul<nn
1
lg(har&s keags har)| > 1+ 5 Mk
(i parametry kps, hys sa dodatnie). Otrzymalismy wiec malejace ciagi
punktéw (kar) i (har), a takze przedziaty [Ear — nar, € + Nl

W kolejnym kroku pokazemy, przedzialy te mozna wybraé tak, by
byty roztaczne.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

[e]e] Jele]e]ele)
Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 2

Oznaczmy Ins = [Ear — ar, Er + Mg

Udowodnimy nastepujacy fakt: Niech M > 1, wéwczas przedziat
Iy da sie wybraé¢ tak, by byt roztaczny ze wszystkimi przedziatami
Ii,.... Iy 1.

Przypusémy, ze to nie jest prawda i niech M bedzie najmniejsza
liczba catkowity taka, ze Ip; nie da sie wybrac tak, by byt roztaczny
ze wszystkimi przedziatami I, ..., /1"

* Pamietajmy, ze wybdr przedziatu oznacza nie tylko wybér xs i mar, ale takze
kar i ha.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

[e]e] Jele]e]ele)
Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 2

Musi wéwczas istnie¢ Ny < M takie, ze Iy C Iy,. Oznaczmy sume
przedziatéw J = Uypr In, wéwezas dla £ € J, a takze k < kpr—1
i h < hpr—1, zachodzi

lg(RE, k,h)| < 1+ ME.

Mozemy wiec powiedzie¢ (bardzo nieformalnie), ze schemat jest sta-
bilny dla & & J (pamietajmy, ze stabilno$¢ to zachodzenie tej nie-
réwnosci dla wszystkich &).
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

00000000

Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 2

Zauwazmy jednak, ze poniewaz schemat jest zgodny, to dla wszyst-
kich £ zachodzi teza Stwierdzenia 1, tzn.

ekq(f) - g(h€7 kv h’)
k

a stad istnieja k* < kps i h* < hyy, a takze stata C'(€) takie, ze dla
wszystkich £ < k* i h < h* mamy

—0 gdy k,h — 07,

2 < C(9).
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

[e]e] Jele]e]ele)
Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 2

Ponadto, poniewaz J jest suma przedziatéw skonczonych i domknie-
tych, a takze funkcje ¢ i g sa ciaggte, to istnieje C* < oo taka, ze

Vees C(§) <C™.

Dodatkowo, z tego, ze problem byt dobrze postawiony wynika, ze
istnieje stata Cr > 0 taka, ze

‘eq(ﬁ)t’ < Cr

dla t € [0, 7] i wszystkich ¢. Stad, dla kazdego K > (C7/" — 1) /k
mamy

‘eq(ﬁ)k’ — ‘eq(ﬁ)nk‘l/n < c}/" <1+ Kk.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

[e]e] Jele]e]ele)
Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 2

Zatem dla odpowiednio matych ki h, a takze £ € J mamy

g(he, k. )| < K| 4 k-

eka(€) _g(ne k,n)
k

< (1+ Kk) + C*k,

co w pofaczeniu z analogicznym wynikiem dla £ ¢ J daje ostatecznie
9(h. I, h)| < 1+ max{M, K +C*}k

i stanowi sprzeczno$¢ z naszym zatozeniem, ze schemat jest niesta-
bilny. A zatem przedziaty I, moga by¢ wybrane jako roztaczne.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

[e]e]e] Je]eele)
Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 3

Majac wybrane przedziaty Ip;, M € Z,, mozemy zdefiniowa¢ odpo-
wiednie dane poczatkowe ug. Niech

o0

w(@) =Y wyle), ek
M=1

gdzie w)s sa dane poprzez swoje transformaty Fouriera, tzn.

M=1n M dla € € Iy,
0, W p.p.,

o=

gdzie 1y sg z konstrukcji przedziatéw 1.

Zbadajmy najpierw, czy takie dane poczatkowe s3 poprawne.

Metody komputerowe w réwnaniach rézniczkowych Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Twierdzenie Laxa-Richtmyera

[e]e]e]e] Jelele)
Schemat zbiezny jest stabilny

II:II KrOk 4

Zauwazmy, ze poniewaz zbiory Ip; sa roztaczne, a takze zachodzi
réwnos¢ Parsevala, dostajemy

luolZ2g) = Z lwarlZ2my = Z [cor 7%

M=1
=> (M‘ln_m) 20
M=1
= 2
=23 =7
M=1 3

Zatem ug € L*(R).
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

[e]e]e]e]e] Jele)
Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 5

Pokazemy teraz, ze rozwigzanie schematu (ozn. v},) dla danych po-
czatkowych Tug nie zbiegaja do rozwigzania u (dane poczatkowe
Tug sa poprawne z punktu widzenia definicji zbieznosci).

Ustalmy czas T, niech Cr bedzie staty wynikajaca z poprawnego
postawienia problemu. Mozemy wybra¢ n oraz M € 7, takie, ze

T Cr—1 T
§<nkM<T, oraz Tng,

gdzie ks pochodza z konstrukgeji Iy.
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

[o]e]e]e]e] Jele]

Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 5

Zauwazmy tez, ze dla h = hyy oraz £ € Ipy mamy
9" (ear€, For, o) = €757 > [g(hag€, kg, hag)|" = Cr
1 n
> (1 + 2MkM) —Cr

(korzystajac z oszacowan z dowodu roztacznosci przedziatéw I,/)
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

00000000
Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 6

Z dotychczasowych rozwazan otrzymujemy

167 =t Misey =[S = e,
— Hﬁ “X(=n /b /h) — Ultn, ')‘ ;(R)
> Hﬁ — u(ty, ')’ iz([fﬂ/h,m/h])
_ :;/f 9" (€. k) - T(€) — 1 (6| dg
_ :;/f 97 (g e ) — e () de
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

0000000e

Schemat zbiezny jest stabilny

=0 Krok 7

Zatem, ze wczesniejszych oszacowah

n 2 /b ( &nk
50" ultn, Nz > [ o0 k1) - 1@ de
1 " - 2
> (14 gMhar) = Cr) - (M) 2

—2 <(1+§M’fM)"—CT>2

M

Zauwazmy ponadto, ze dla dowolnych a > 0 mamy (1+a)" > 1+an.
A stad...
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Twierdzenie Laxa-Richtmyera

0000000e

Schemat zbiezny jest stabilny

== Krok 7
... dostajemy
2
n 9 (1—|—%Mk:M)n—CT
|0 —u<tn,->uL2(R>>( i
> 9 l—i—%MnkM—CT 2
M

1 Cr —1\? T T\> 1?
=2 =nky — >2(——=) =—.
(2nM M > <4 8) 32

Dowodzi to, ze Sv™ nie zbiega do u(t,, ) w L?(R)... i koAczy dowéd
catego twierdzenia. O
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Podsumowanie

Metody numeryczne dla réwnan hiper- i parabolicznych

Twierdzenie Laxa-Richtmyera jest kluczowym wynikiem w tej
teoril, ale...

... jest obtozone wieloma zatozeniami.
Co ze schematami wielokrokowymi?
Co z zagadnieniami dla réwnan niejednorodnych?

Czy mozemy oczekiwac innego rodzaju zbieznosci niz w normie?

Te fragmenty teorii — innym razem :-)

KONIEC CZESCI 2
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