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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych

000000
Woprowadzenie

Co juz wiemy?

Na Réwnaniach rézniczkowych czastkowych najwiecej uwagi poswie-
ca sie réwnaniom eliptycznym. Pokazuje sie podstawowe wtasnosci
takie jak

o wiasnos¢ wartosci $redniej,

@ zasade maksimum.
Z nich wynika wiekszos¢ pozostatych witasnosci. Twierdzenia te maja

réwniez swoje dyskretne odpowiedniki, ktére pozwalaja na pokazanie
wynikéw o zbieznosci.

Ze wzgledu na to, ze w réwnaniach eliptycznych zadnej zmiennej nie
interpretujemy jako czas, metody rozwigzywania s nieco inne.
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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych
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Woprowadzenie

Opis zagadnienia

Rozwazamy zagadnienie brzegowe dla réwnania Poissona
—Au = —(Ugy + Uyy) = w Q,
gdzie ) jest pewnym obszarem w R? z brzegiem T'.

Aby znalez¢ rozwigzanie tego réwnania, potrzebujemy warunkéw brze-
gowych. Rozwazamy standardowe przyktady:

© warunek typu Dirichleta, tzn. u =g na T,

@ warunek typu Neumanna, tzn. % =hnaltl.

Jaka jest fizyczna interpretacja réwnania i tych warunkéw?
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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych

[e]e] Jele]e]e)

Woprowadzenie

Oznaczenia

Niech h > 0 bedzie zadanym parametrem i (jak wczes$niej) definiu-
jemy punkty siatki

(hZ)Z = {(Tm,Yn): Tm = mh, y, =nh, m,n € Z}
(rozwazamy wytacznie siatki réwnomierne).

Niech Q C R? bedzie pewnym zbiorem otwartym, ograniczonym
i spéjnym. Oznaczamy

ﬁh =Qn (hZ)Q.

Metody komputerowe w réwnaniach rézniczkowych

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych

[e]e] Jele]e]e)

Woprowadzenie

Oznaczenia

Niech (2, yn) € Q4. Analogicznie do wczeéniejszych oznaczen,
przez u, n, bedziemy oznacza¢ przyblizenie numeryczne u(zp,, yn).

Sasiadem punktu (z,,,y,) w (hZ)? bedziemy nazywa¢ kazdy punkt
(zi,y;) € (RZ)* taki, ze

|(Zms Yn) — (x4, 95)] = h.
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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych

[e]e] Jele]e]e)

Woprowadzenie

Oznaczenia

Najpierw definiujemy dyskretny brzeg
zbioru () jako zbiér wszystkich punktéw

(T, yn) € (hZ)?, dla ktérych zachodzi /f
(T, Yn) € Qy,, ale nie wszyscy sasiedzi \
(m, yn) naleza do €y,. K
—
Oznaczamy go przez [',.
AmEEt
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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych
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Woprowadzenie

Oznaczenia

Ponadto, niech

QhZQh\Fh. /4

Zbiér ten nazywamy dyskretnym wne- K
trzem zbioru (.
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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych

[e]e]e] le]ele)

Woprowadzenie

Podstawowe przyblizenie

Operator Laplace’a mozemy przyblizy¢ tak samo jak w przypadku in-

nych typdéw réwnan — druga pochodna przyblizamy za pomoca sche-
matu centralnego:

U(Tp—1, — 2u(Tm,, + u(zx ,
Uxx(xm;yn) _ ( m—1 yn) (};r; yn) ( m+1 yn) +O(h2)
_ Um—1,n — 2um,n + Um+1,n
~ % .

Analogicznie postepujemy z pochodna uy, (przyjmujemy dla uprosz-
czenia, ze siatka ma identyczne wymiary w obu kierunkach).
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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych

[e]e]e] le]ele)

Woprowadzenie

Podstawowe przyblizenie

Stad réwnanie Poissona mozemy zapisa¢ w przyblizonej formie jako

. Um—1,n — 21«’/777,,77, + Um+1,n
7A5Ah,um,n-: - h2
Um,n—1 — 2um,n + Um,n+1 _
- h2 - fm7n7

dla (zm,yn) € Qp. Operator réznicowy Ajs ) bedziemy nazywaé
pieciopunktowym (dyskretnym) laplasjanem.

Mozna ten wzér zapisa¢ w innej postaci:

2
4Um,n — Um—1,n — Umn—1 — Um+1,n — Umn+l = h fm,n-
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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych
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Woprowadzenie

Gdzie$ to juz widzielismy...

Zajmijmy sie przez chwile (dyskretnym) réwnaniem Laplace’a, tzn.
Jmn = 0. Wéwczas mozemy schemat réznicowy zapisa¢ w formie

1
Um,n = Z (um—l,n + Um,n—1 + Um+1,n + um,n+1) .

Réwnos¢ ta méwi, ze warto$¢ ., ., jest Srednig wartosci w czterech
sasiednich punktach. Widzielismy juz podobng wtasnos¢ na RRCz.

Twierdzenie 1 (wtasno$¢ wartosci $redniej).

Niech 2 C R™ bedzie otwarty i u: 2 — R bedzie harmoniczna. Wéwczas

1

Vxeq VMCQ u(x):m

u(y) dS(y)

B(x,r)
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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych

[e]e]e]ele] o]
Woprowadzenie

. i wyciagneliSmy podobne wnioski

Z wtasnosci wartosci Sredniej wynikata inna wazna wtasnos$¢ — zasada
maksimum. Podobnie jest w przypadku dyskretnym.

Twierdzenie 2 (dyskretna zasada maksimum).

Jesli —As ptm,n < 0 w pewnym zbiorze (w jego dyskretnym wne-
trzu), to maksymalna warto$¢ u,, , na tym zbiorze jest osiagana na
jego (dyskretnym) brzegu. Podobnie, jesli —As pup, n > 0, to mini-
malna warto$¢ u,, , jest osiagana na brzegu.
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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych
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Woprowadzenie

I wyciagneliémy podobne wnioski

Dowéd. Przypus¢my, ze maksymalna warto$¢ u,, , jest osiggana
gdzie$ wewnatrz zbioru. Zatozenie —As 1, < 0 jest réwnowazne
nieréwnosci

(umfl,n + Unmpn—1 + Unt1,n + um,n+1)a

>~ =

Umn S

tzn. Uy, jest we wnetrzu obszaru co najwyzej réwny $redniej war-
tosci jego sasiaddw.
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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych
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Woprowadzenie

. i wyciagneliSmy podobne wnioski

W punkcie wewnetrznym moze wystepo-
wac (lokalne) maksimum tylko jesli wszy-
scy czterej jego sasiedzi maja te samg
(maksymalna) warto$¢, a nieréwnos$¢ jest
tak naprawde réwnoscia.

Wobec tego we wszystkich punktach
(whacznie z punktami na brzegu) funkcja
Um,n, Musi mie¢ te sama wartos¢. Prowa-
dzi to do sprzecznosci i koriczy dowdd.
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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych

[e]e]e]e]e] lo)

Woprowadzenie

. i wyciagneliSmy podobne wnioski

W przypadku —As ., > 0, rozwaza-
jac funkcje vy = —Um , sprowadzamy
ten przypadek do poprzednio rozwazane-
go, co konczy dowdd twierdzenia. O

Jest to kluczowy sktadnik dowoddw
twierdzen dotyczacych stabilnosci i zbiez-
nosci schematu.
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Schematy réznicowe dla réwnan eliptycznych

000000e
Woprowadzenie

Dodatkowe oznaczenie

Omawiajac réwnania ewolucyjne (zalezne od czas) uzywalismy przede
wszystkim normy L2. Musimy zmodyfikowa¢ to podejscie, m.in. po-
niewaz rozwazamy réwnania na podzbiorach R2.

Bedziemy postugiwaé sie norma L™ — dla funkcji v: Q) — R defi-
niujemy (dla S =Q, Q lub T)

0]l 5,00 = max{|vmmn| : (ZTm,yn) € Sp, m,n € Z}.

Dziatamy na zbiorach ograniczonych, wiec taka norma nam w zu-
petnosci wystarczy. Ponadto, zazwyczaj bedziemy ograniczac sie do
zbioru 2 = (0,1)? C R2.
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Zbieznoéé schematéw

00000000000
Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Podstawowe oszacowania

Zaczniemy od narzedzia, ktére przyda nam sie w dowodzie wyniku
o zbieznosci.

Lemat 1.
Niech u: Q — R, gdzie Q = (0, 1)2, I = 09). Wéwczas

1
lllgs oo < Nl + 5 18500l o -
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Podstawowe oszacowania

Dowdd. Zdefiniujmy funkcje w: @ — R
wzorem

con =k (e 4 (-2))

a takze na siatce wp, , = W(Tm, Yn). Za- .
uwazmy na poczatek, ze 0 < wy,, < %

dla wszystkich (2, yn) € 2. Ponadto

_AS,hwm,n =1

(dtugi i Zmudny rachunek... albo szybkie
obliczenia w Mathematice).
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Podstawowe oszacowania

Ponadto, zdefiniujmy wewnatrz kwadratu jednostkowego funkcje
fm,n = AE),h'U/'m,n-
Woéwczas oczywiscie

- Hfm,nHQ,oo < A plimn < ”fmmHQ,oo-
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Podstawowe oszacowania

Potézmy

Vi = Ftmn = || fmnllg o0 @m,ms

a wéwczas

—A5,hv$7n = FA5 pUummn — Hfm,nHQ,oo <0

Korzystajac z dyskretnej zasady maksimum otrzymujemy zatem, ze
dla (%, yn) € Q, zachodzi

+

Una <05 lp oo <165 p oo

co wynika z tego, ze wy,, > 0 dla (2, yn) € T.
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Zbieznoéé schematéw

00000000000
Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Podstawowe oszacowania

Podsumowujac, dla (2, y,) € Q mamy:

[Umm| < lvin‘ + Hfm,nHon Wm,n
1

S 5 I T
1

= HuiHF,oo + é HAE’:hu”Q,oo

(co wynika réwniez z tego, ze wy, p < % dla (%, yn) € Q).

Konczy to dowdd. [
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Zbieznoéé schematéw

00000000000
Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Podstawowe oszacowania

Podobnie jak w przypadku poprzednich twierdzen, analogiczny wynik
jest prawdziwy dla funkcji zmiennej ciggte;.

Twierdzenie 3

Niech u € C*(Q) NC(Q), gdzie Q C R™ jest zbiorem otwartym i ograniczonym,
bedzie rozwigzaniem zagadnienia

—Au=f wqQ, u=yg¢g nadQ.

Wéweczas

ull ey < C - (19l oo 0y + 1l oo (ey) 5
gdzie stata C' zalezy tylko od n i zbioru Q.
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Zbieznoéé schematéw Jak to zaimp

0O@000000000

Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Kilka uwag

@ Zaréwno w przypadku dyskretnym, jak i ciagtym mozemy roz-
waza¢ funkcje na innych zbiorach ograniczonych (nie musi to
by¢ kwadrat jednostkowy) — wtedy w tezie Lematu 1 bedzie

wystepowata inna stata niz %.

@ Wynik ten méwi nam tak naprawde, ze rozwazana metoda jest
stabilna (nieformalnie — rozwiazanie nie bedzie wybuchato).

o To twierdzenie jest gtéwnym sktadnikiem dowodu twierdzenia
o zbieznosci (dla réwnania Poissona z zerowym war. brzego-
wym).
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Gtéwny wynik

Twierdzenie 4.

Niech Q = (0,1)2, T' = 9Q i u bedzie rozwiazaniem zagadnienia
—Au=f wqQ, u=0 nal.
Ponadto, niech v bedzie numerycznym rozwigzaniem zagadnienia
—As5 30 = frun W Qp, Umn =0 nally,
gdzie fon = f(Tm,yn). Wowczas
[v = ullg o, < Ch® max|a|— [D%ullg, -

gdzie a = (aq, ag) jest wielowskaznikiem i || = a1 + ao.
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Zanim przejdziemy do dowodu...

e W tym twierdzeniu nie jest nic powiedziane o regularnosci funkcji
f i wptywie na regularnosé¢ funkgji u.

o Klasyczna teoria dziata dla obszaréw o gtadkim brzegu — wéw-
czas, jedli funkcja f jest klasy C2, to rozwiazanie jest klasy C*.

@ Dla kwadratu mozna uzyska¢ analogiczne wyniki dla przestrzeni
Sobolewa — jesli f jest klasy H?, to rozwiazanie jest klasy H*.

@ Przyjmiemy dodatkowe zatozenia — istnieja pochodne czwartego
rzedu funkcji u i s3 ograniczone.
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Dowéd gtéwnego wyniku

Dowdd. Zdefiniujmy bfad globalny, tzn.

Emn = Umn — u(acm, yn)

Wéwcezas

_AE),hem,n = _A5,hvm,n + A5,]7,714(:177717 yn)
= fm,n + A5,hu(x’rnv yn)
= _Au<33ma yn) + AS,hu(mma yn) = Tm,n

(te wielkos¢ przyjeto sie nazywa¢ btedem lokalnym).
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Dowéd gtéwnego wyniku

Aby oszacowa¢ btad lokalny, skorzystamy ze wzoru Taylora:

2

u(xm:tlu yn> = u(:xm, yn) + hu:c(xma yn) + ?U:L’x(xn’w yn)

s t) + otz s ) + O(R)
6 Ugzz\Tm, Yn 24Ummxa¢ Tmy Yn

i analogicznie dla pochodnej po y. Woéwczas

As,hu(xmayn) = Au(Tm, Yn)
h2
+ ﬁ(uxxwx(xmy yn) + Uyyyy<33m, yn)) + O(hg)
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Dowéd gtéwnego wyniku

Daje to nam ostatecznie

Tmun = —Au(mm, yn) + AS,hu(xma yn)
h2
- E(uwxmc(xmv yn) + uyyyy(xma yn)) + O(h’3)7

a zatem dla odpowiednio matych A mamy

2

HTHQ,oo = 12 @ H;/a})ieﬂ [ Ugzas (Tm, Yn) + Uyyyy(l'ma Yn)|

< Ch® max | D%ul|q, .. -
|a|=4 ’
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Dowéd gtéwnego wyniku

Zauwazmy, ze z definicji zagadnienia €, = U — U(Zm, yn) =0
dla (zm,yn) € I'. Wobec tego, korzystajac z Lematu 1 dostajemy

o = oo = el e
1 1
< lellro0 + 5 1850€llg 00 =0+ g 17l

< Ch? max |[D%ullq o »
|a|=4 ’

co konczy dowéd. O
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Zgodno$¢ schematu

Tym razem nie skorzystalismy z poje¢ takich jak zgodnosé schematu,
czy stabilnosé. Mozna je jednak zdefiniowac dla réwnania Laplace’a
czy Poissona, tak samo jak dla réwnan zaleznych od czasu.

Definicja 1.

Méwimy, ze schemat réznicowy Ly um n = Zhf(Tm,yn) przybliza-
jacy réwnanie rézniczkowe czastkowe Zu = f jest zgodny z réw-
naniem rézniczkowym, jesli dla dowolnej gtadkiej funkeji ¢ i dla do-
wolnego punktu (z,,,y,) na siatce zachodzi

Zh¢(£ma yn) - '@hng(mma yn) —0 gdy h— 0%,
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Zgodno$¢ schematu

Zauwazmy, ze w trakcie dowodu Twierdzenia 4 pokazalismy, ze sche-
mat —As pum n = f jest rzeczywiscie zgodny:

A5,hu(xm7 yn) = Au(xm, yn)
h2

T2

(Uxmmx(xma yn) + uyyyy(xma yn)) + O(h3)

(dziatamy na zbiorze ograniczonym).
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

9-punktowy laplasjan

Laplasjan 5-punktowy jest prosty w implementacji (jak zaraz zoba-
czymy), ale mozna nim osiagna¢ tylko 2-gi rzad zbieznosci.

Innym mozliwym przyblizeniem jest uzycie schematu 9-punktowego:

4um 1,n +4um+1n +4umn 1 +4umn+1

1
AF)JLum,n = 6h2 (

+ Um—1n—1 + Um—1,n+1 + Umt+1n—1 + Um+1,n+1
— 20Um.n),

ktory bedziemy oznacza¢ symbolem Ag 1), .
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Dwa popularne schematy

I 1‘ ni1_ Log 23 16y
1 _
no g 44 1o n 2341030 2730
n—1 1' n—1_ 16§ 230 16}
m—1 m m+1 m—1 m m+1
A5,hum,n AE),hum,n
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Czy na pewno jest lepiej?

Stosujac ten schemat do funkcji gtadkiej u i korzystajac ze wzoru
Taylora otrzymamy:

1
Ag pu(Tm, yn) = Au + ﬁhQ(umxzz + 2Ugayy + Uyyyy) + O(h4)
(gdzie wartosci po prawej stronie sa brane w punkcie (2, yn)).

Na pierwszy rzut oka to przyblizenie nie wyglada duzo lepiej niz przy-
blizenie 5-punktowe, a btad jest wciaz rzedu O(h?).
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Zbieznoéé schematéw
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Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Czy na pewno jest lepiej?

Zauwazmy jednak, ze dominujacy wyraz w btedzie lokalnym mozna
zapisa¢ w postaci

Upgzr + 2Ugzyy + Uyyyy = A(Au) = Ay,

czyli uzyskalismy operator bilaplasjanu. Rozwigzujac zagadnienie
dla réwnania Poissona Au = f uzyskujemy wiec

Ugzzr T 2Uaca:yy + Uyyyy = Af

(jesli f jest odpowiednio gtadka) i jesteSmy w stanie dzieki temu
podwyzszy¢ rzad zbieznosci.
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Zbieznoéé schematéw

0000000000
Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Szczegdlne przypadki

o W szczegodlnosci, jesli rozwigzujemy réwnanie Laplace’a, wéw-
czas f = 0 i dostajemy rzad zbieznosci réwny 4.

o Podobna sytuacje bedziemy mieli, gdy funkcja f jest harmonicz-
na.

@ Mozna jednak poprawi¢ sytuacje w przypadku ogélnym...

Metody komputerowe w réwnaniach rézni
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Zbieznoéé schematéw

0000000000
Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Szczegdlne przypadki

W ogdlnosci, mozemy uzyskaé rzad zbieznosci 4 implementujac sche-
mat

A9,hum,n = fm,n’

dla dowolnej (odpowiednio gtadkiej) funkcji f, gdzie

h2
fmm, = f(xmuyn) + ﬁAf(xmu yn)

Mozna na to patrze¢ jak na dotozenie do prawej strony réwnania
Poissona btedu rzedu O(h?). Jednak ten btad bedzie w stanie zlikwi-
dowa¢ btad rzedu O(h?) powstaty z oryginalnego schematu.
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Zbieznoéé schematéw

0000000000
Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Szczegdlne przypadki

Majac dane f(x,, yn) jedynie na siatce (ale wiedzac, ze odpowiada-
jaca temu funkcja jest odpowiednio gtadka) mozemy wciaz otrzymac
btad rzedu 4 definiujac

h2
fm,n - f(xma yn) + EAE),hf(xmv yn)-

Woprowadzanie dodatkowego bfedu jest czesto spotykana metoda,
ktéra pozwala zniwelowac inne btedy schematéw réznicowych.
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Zbieznoéé schematéw

000000000 0e
Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Inne mozliwosci

Co te schematy maja ze sobg wspélnego?

bl 1‘ nil_ Vog 238 16
R ) W 5 n 2301030 231
1
-l ° n—1__1/6g 234 1/6§
m—1 m m+1 m—1 m m+1
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Zbieznoéé schematéw

000000000 0e
Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Inne mozliwosci

Kazdy z tych schematéw ma wfasnos$¢ wartosci $redniej. Nie jest
to przypadek — opracowujac inne dyskretne wersje laplasjanu nalezy
pamietaé, ze kazda z nich musi mie¢ te wtasnos¢.
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Zbieznoéé schematéw

000000000 0e
Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Inne mozliwosci

W przypadku 9-punktowych laplasjanéw s3 to zazwyczaj Srednie wa-
zone dwéch schematéw 5-punktowych (ktére maja rzad O(h?)):

n+1 10 n+1 ]/2. 1/20
1 _
n 10 _40 @ n 2.
1
n—1 ® n—1 1/2. 1/2.
m—1 m m+1 m—1 m m+tl
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Zbieznoéé schematéw

000000000 0e
Odpowiedniki klasycznych wynikéw

Inne mozliwosci

9-punktowy laplasjan, ktéry omawialismy wczesniej (o = %) Jest
optymalny (moze mie¢ rzad zbieznosci O(h?)).

nt 1 1/6‘ 2/3‘ 1/6. nt 1 1/3. 1/3‘ 1/3'
N 2/3‘—10/3‘ 2/3‘ n 1/3. —8/3‘ 1/3'
n—1 1/6. 2/3‘ 1/6. n—1 1/3‘ 1/3. 1/3.
m—1 m m+1 m—1 m m+1
a=13 a=2

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018

Metody komputerowe w réwnaniach rézniczkowych



Jak to zaimplementowaé?

@00000

Metody bezposrednie

Uktad réwnan liniowych. ..

Wré¢émy do schematu 5-punktowego dla réwnania Poissona na kwa-
dracie jednostkowym, tzn.

2
4um,n — Um—-1,n — Umn—1 — Um+ln — Umn+l = h fm,na

dlam,n € {1,..., M —1}, z warunkiem brzegowym typu Dirichleta,
tzn.

Uon = 9o, UMmn = 9GMmn, Um0 = Im,0, UmM = Gm,M-
Zauwazmy, ze mamy wéwczas (M -+ 1) wartosci funkgji u do ob-

liczenia, co prowadzi do uktadu réwnah liniowych, ktérego macierz
ma wymiary (M + 1) x (M + 1)
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Jak to zaimplementowaé?

[o] Je]ele]e}
Metody bezposrednie

. ktory nie tak fatwo zapisa¢ w postaci macierzowej

Omawiajac metode Cranka-Nicolsona dla RPC spotkalismy sie z ukfa-
dami tréjdiagonalnymi. W przypadku Laplasjanu trudniej jednak za-
pisa¢ uktad w zwartej formie, tak jak to miato miejsce wczesniej.

Nalezy wprowadzi¢ odpowiednia kolejnosé zmiennych, np. numerujac
zZmienne wierszowo:

ulol Uon
(1]
u Ul p
u=| . |, gdzie ull = b
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Jak to zaimplementowaé?

[e]e] lele]e}
Metody bezposrednie

Macierze uktadu réwnan

Mozna woéwczas zapisa¢ macierz uktadu réwnan jako

)
]
H =
-t
|
—
'S
—
ol
—
|
—

-
H
-
|
-
IS
|
-

tzn. jako tréjdiagonalng blokowa macierz (M +1) x (M +1), w ktérej
kazdy blok T, I lub T jest macierza (M +1) x (M +1) — macierz I to
macierz jednostkowa, a macierz I to macierz jednostkowa, w ktérej
w pierwszym i ostatnim wierszu mamy 0 zamiast 1.
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Jak to zaimplementowaé?

[e]e] Je]e]e]

Metody bezposrednie

Macierze uktadu réwnan

Prawa strone uktadu réwnan réwniez mozna zapisa¢ w postaci blo-

kowej:
ulol Uo n
f[l] fl n
b= : . gdzie fI"l = : ,
fIM—1] fv—1n
u[M] UM n

a wartosci uy, ,, na brzegu sa zadane (i réwne g, ).
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ty réznicowe dla réwnan eliptycznych natév Jak to zaimplementowaé? Podsumo
000000 [}

Metody bezposrednie

Implementacja

@ Chcac skorzysta¢ z metod bezposrednich (np. eliminacji Gaus-
sa) chcemy zazwyczaj jako$ przenumerowaé te zmienne tak, by
ograniczy¢ ilos¢ obliczen.

e W MATLABiIe odbywa sie to automatycznie (operator dzielenia
A\ b), o ile macierz bedzie zdefiniowana jako rzadka.

o Trzeba pamieta¢, ze w MATLABIe macierze indeksuje sie od 1,
anieod0 ;-)

@ Istnieje metoda rozwigzywania blokowych uktadéw tréjdiagonal-
nych (algorytm Thomasa) — na laboratorium uzyjemy algorytmu
dla ,zwyktych” uktadéw tréjdiagonalnych.
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Jak to zaimplementowaé?

0O000@0

Metody bezposrednie

Algorytm Thomasa dla macierzy blokowych

Rozwazmy uktad m - n réwnan liniowych Px = q, gdzie

B; C; x[1] [1]

q
Ao Bo Co x[2] q[2
A3z  Bg Cs
P = , X = . , q= .
: : (m—1] (m—1]
Ap—1 Bmo1 Cpoa * ] a (]
A Bm x a

i A;, B;, C; s3 macierzami wymiaru n X n, a x[i], q[i] sg wektorami
n-wymiarowymi.

Zauwazmy, ze w naszym przypadku macierze B; s3 trojdiagonalne,
a A; i C; sg diagonalne.
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Jak to zaimplementowaé?

[e]e]e]e] Te]
Metody bezposrednie

Algorytm Thomasa dla macierzy blokowych

Algorytm Thomasa przebiega w dwéch etapach — triangulacja i od-
czytanie wyniku.

Triangulacja blokowa (ang. block triangularization):
T =B:)"'C
ol = (B)) g
:fork=2,...,m—1do
T = (B — A1) 'Cs
B = (By — AxTi_1) (g™ — AxplF—Y)
end for
/B[NL] _ (Bm _ Amrm71)71(q[7n] _ Amﬂ[mfl])

~NOoO b WN =

Uwaga: macierze, ktére chcemy odwréci¢ nie zawsze musza byé¢ od-
wracalne.
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Jak to zaimplementowaé?

[e]e]e]e] Te]
Metody bezposrednie

Algorytm Thomasa dla macierzy blokowych

Odczytanie wyniku (zamiatanie — ang. backward sweep):

1: xIm = giml

2: fork=m-—1,...,1do
3. xl = gkl it
4: end for

Warto mie¢ na uwadze, ze ten sam algorytm dziata dla ,zwyktych”
macierzy tréjdiagonalnych. Moga jednak pojawi¢ sie problemy z do-
brym uwarunkowaniem tego algorytmu.
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Jak to zaimplementowaé?

[e]e]e]ele] ]

Metody bezposrednie

Inne metody

@ Duza wieksza role w rozwigzywaniu tego typu réwnan odgrywa-
ja metody iteracyjne — kosztem przyblizonego rozwiazywania
dostajemy krétki czas obliczen.

o W szczegélnosci do potrzeb rozwigzywania réwnania Laplace’a
dostosowuje sie metode Jacobiego, metoda Gaussa-Seidela, czy
metode nadrelaksacji (ang. succesive overrelaxation — SOR).

@ O tym — innym razem.
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mplementowaé? Podsumowanie

Podsumowanie

@ Zaprezentowane metody moga postuzy¢ (bez wiekszych zmian)
do rozwigzania bardziej zaawansowanych zagadnief (np. réwna-
nia mechaniki ptynéw dla ptynéw scisliwych).

@ Metody réznic skoriczonych to tak naprawde zaledwie wstep do
metod numerycznych w réwnaniach czastkowych.

@ Wspdéiczesne metody dla réwnan liniowych wykorzystuja gtéwnie
narzedzia analizy funkcjonalnej (metoda Galerkina, ktéra prowa-
dzi do metody elementu skornczonego).

e O tym w przysztosci (by¢ moze). ;-)

KONIEC CZESCI 3
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