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Wprowadzenie

Co ju» wiemy?

Na Równaniach ró»niczkowych cz¡stkowych najwi¦cej uwagi po±wi¦-
ca si¦ równaniom eliptycznym. Pokazuje si¦ podstawowe wªasno±ci
takie jak

wªasno±¢ warto±ci ±redniej,

zasad¦ maksimum.

Z nich wynika wi¦kszo±¢ pozostaªych wªasno±ci. Twierdzenia te maj¡
równie» swoje dyskretne odpowiedniki, które pozwalaj¡ na pokazanie
wyników o zbie»no±ci.

Ze wzgl¦du na to, »e w równaniach eliptycznych »adnej zmiennej nie
interpretujemy jako czas, metody rozwi¡zywania s¡ nieco inne.
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Wprowadzenie

Opis zagadnienia

Rozwa»amy zagadnienie brzegowe dla równania Poissona

−∆u = −(uxx + uyy) = f w Ω,

gdzie Ω jest pewnym obszarem w R2 z brzegiem Γ.

Aby znale¹¢ rozwi¡zanie tego równania, potrzebujemy warunków brze-
gowych. Rozwa»amy standardowe przykªady:

1 warunek typu Dirichleta, tzn. u = g na Γ,
2 warunek typu Neumanna, tzn. ∂u∂n = h na Γ.

Jaka jest �zyczna interpretacja równania i tych warunków?
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Wprowadzenie

Oznaczenia

Niech h > 0 b¦dzie zadanym parametrem i (jak wcze±niej) de�niu-
jemy punkty siatki

(hZ)2 = {(xm, yn) : xm = mh, yn = nh, m, n ∈ Z}

(rozwa»amy wyª¡cznie siatki równomierne).

Niech Ω ⊂ R2 b¦dzie pewnym zbiorem otwartym, ograniczonym
i spójnym. Oznaczamy

Ωh = Ω ∩ (hZ)2.
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Wprowadzenie

Oznaczenia

Niech (xm, yn) ∈ Ωh. Analogicznie do wcze±niejszych oznacze«,
przez um,n b¦dziemy oznacza¢ przybli»enie numeryczne u(xm, yn).

S¡siadem punktu (xm, yn) w (hZ)2 b¦dziemy nazywa¢ ka»dy punkt
(xi, yj) ∈ (hZ)2 taki, »e

|(xm, yn)− (xi, yj)| = h.
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Wprowadzenie

Oznaczenia

Najpierw de�niujemy dyskretny brzeg
zbioru Ω jako zbiór wszystkich punktów
(xm, yn) ∈ (hZ)2, dla których zachodzi
(xm, yn) ∈ Ωh, ale nie wszyscy s¡siedzi
(xm, yn) nale»¡ do Ωh.

Oznaczamy go przez Γh.
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Wprowadzenie

Oznaczenia

Ponadto, niech

Ωh = Ωh \ Γh.

Zbiór ten nazywamy dyskretnym wn¦-
trzem zbioru Ω.

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Schematy ró»nicowe dla równa« eliptycznych Zbie»no±¢ schematów Jak to zaimplementowa¢? Podsumowanie

Wprowadzenie

Podstawowe przybli»enie

Operator Laplace'a mo»emy przybli»y¢ tak samo jak w przypadku in-
nych typów równa« � drug¡ pochodn¡ przybli»amy za pomoc¡ sche-
matu centralnego:

uxx(xm, yn) =
u(xm−1, yn)− 2u(xm, yn) + u(xm+1, yn)

h2 +O(h2)

≈ um−1,n − 2um,n + um+1,n

h2 .

Analogicznie post¦pujemy z pochodn¡ uyy (przyjmujemy dla uprosz-
czenia, »e siatka ma identyczne wymiary w obu kierunkach).
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Wprowadzenie

Podstawowe przybli»enie

St¡d równanie Poissona mo»emy zapisa¢ w przybli»onej formie jako

−∆5,hum,n:=− um−1,n − 2um,n + um+1,n

h2

− um,n−1 − 2um,n + um,n+1

h2 = fm,n,

dla (xm, yn) ∈ Ωh. Operator ró»nicowy ∆5,h b¦dziemy nazywa¢
pi¦ciopunktowym (dyskretnym) laplasjanem.

Mo»na ten wzór zapisa¢ w innej postaci:

4um,n − um−1,n − um,n−1 − um+1,n − um,n+1 = h2fm,n.
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Wprowadzenie

Gdzie± to ju» widzieli±my...

Zajmijmy si¦ przez chwil¦ (dyskretnym) równaniem Laplace'a, tzn.
fm,n = 0. Wówczas mo»emy schemat ró»nicowy zapisa¢ w formie

um,n =
1
4

(um−1,n + um,n−1 + um+1,n + um,n+1) .

Równo±¢ ta mówi, »e warto±¢ um,n jest ±redni¡ warto±ci w czterech
s¡siednich punktach. Widzieli±my ju» podobn¡ wªasno±¢ na RRCz.

Twierdzenie 1 (wªasno±¢ warto±ci ±redniej).

Niech Ω ⊆ Rn b¦dzie otwarty i u : Ω→ R b¦dzie harmoniczna. Wówczas

∀x∈Ω ∀
B(x,r)⊂Ω u(x) =

1
|B(x, r)|

∫
B(x,r)

u(y) dS(y)
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... i wyci¡gn¦li±my podobne wnioski

Z wªasno±ci warto±ci ±redniej wynikaªa inna wa»na wªasno±¢ � zasada
maksimum. Podobnie jest w przypadku dyskretnym.

Twierdzenie 2 (dyskretna zasada maksimum).

Je±li −∆5,hum,n ¬ 0 w pewnym zbiorze (w jego dyskretnym wn¦-
trzu), to maksymalna warto±¢ um,n na tym zbiorze jest osi¡gana na
jego (dyskretnym) brzegu. Podobnie, je±li −∆5,hum,n ­ 0, to mini-
malna warto±¢ um,n jest osi¡gana na brzegu.
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Wprowadzenie

... i wyci¡gn¦li±my podobne wnioski

Dowód. Przypu±¢my, »e maksymalna warto±¢ um,n jest osi¡gana
gdzie± wewn¡trz zbioru. Zaªo»enie −∆5,hum,n ¬ 0 jest równowa»ne
nierówno±ci

um,n ¬
1
4

(um−1,n + um,n−1 + um+1,n + um,n+1),

tzn. um,n jest we wn¦trzu obszaru co najwy»ej równy ±redniej war-
to±ci jego s¡siadów.
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... i wyci¡gn¦li±my podobne wnioski

W punkcie wewn¦trznym mo»e wyst¦po-
wa¢ (lokalne) maksimum tylko je±li wszy-
scy czterej jego s¡siedzi maj¡ t¦ sam¡
(maksymaln¡) warto±¢, a nierówno±¢ jest
tak naprawd¦ równo±ci¡.

Wobec tego we wszystkich punktach
(wª¡cznie z punktami na brzegu) funkcja
um,n musi mie¢ t¦ sam¡ warto±¢. Prowa-
dzi to do sprzeczno±ci i ko«czy dowód.

m – 1      m     m + 1
–

–

n + 1

n

n – 1
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1
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1
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... i wyci¡gn¦li±my podobne wnioski

W przypadku −∆5,hum,n ­ 0, rozwa»a-
j¡c funkcj¦ vm,n = −um,n sprowadzamy
ten przypadek do poprzednio rozwa»ane-
go, co ko«czy dowód twierdzenia.

Jest to kluczowy skªadnik dowodów
twierdze« dotycz¡cych stabilno±ci i zbie»-
no±ci schematu.

m – 1      m     m + 1
–

–

n + 1

n

n – 1

–4

1

11

1

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Schematy ró»nicowe dla równa« eliptycznych Zbie»no±¢ schematów Jak to zaimplementowa¢? Podsumowanie
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Dodatkowe oznaczenie

Omawiaj¡c równania ewolucyjne (zale»ne od czas) u»ywali±my przede
wszystkim normy L2. Musimy zmody�kowa¢ to podej±cie, m.in. po-
niewa» rozwa»amy równania na podzbiorach R2.

B¦dziemy posªugiwa¢ si¦ norm¡ L∞ � dla funkcji v : Ωh → R de�-
niujemy (dla S = Ω, Ω lub Γ)

‖v‖S,∞ = max{|vm,n| : (xm, yn) ∈ Sh, m, n ∈ Z}.

Dziaªamy na zbiorach ograniczonych, wi¦c taka norma nam w zu-
peªno±ci wystarczy. Ponadto, zazwyczaj b¦dziemy ogranicza¢ si¦ do
zbioru Ω = (0, 1)2 ⊂ R2.
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Odpowiedniki klasycznych wyników

Podstawowe oszacowania

Zaczniemy od narz¦dzia, które przyda nam si¦ w dowodzie wyniku
o zbie»no±ci.

Lemat 1.

Niech u : Ωh → R, gdzie Ω = (0, 1)2, Γ = ∂Ω. Wówczas

‖u‖Ω,∞ ¬ ‖u‖Γ,∞ +
1
8
‖∆5,hu‖Ω,∞ .
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Podstawowe oszacowania

Dowód. Zde�niujmy funkcj¦ ω : Ω → R
wzorem

ω(x, y) =
1
8
− 1

4

((
x− 1

2

)2

+
(
y − 1

2

)2
)
,

a tak»e na siatce ωm,n = ω(xm, yn). Za-
uwa»my na pocz¡tek, »e 0 ¬ ωm,n ¬ 1

8
dla wszystkich (xm, yn) ∈ Ω. Ponadto

−∆5,hωm,n = 1

(dªugi i »mudny rachunek... albo szybkie

obliczenia w Mathematice).
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Podstawowe oszacowania

Ponadto, zde�niujmy wewn¡trz kwadratu jednostkowego funkcj¦

fm,n = ∆5,hum,n.

Wówczas oczywi±cie

−‖fm,n‖Ω,∞ ¬ ∆5,hum,n ¬ ‖fm,n‖Ω,∞ .
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Podstawowe oszacowania

Poªó»my

v±m,n = ±um,n − ‖fm,n‖Ω,∞ ωm,n,

a wówczas

−∆5,hv
±
m,n = ∓∆5,hum,n − ‖fm,n‖Ω,∞ ¬ 0.

Korzystaj¡c z dyskretnej zasady maksimum otrzymujemy zatem, »e
dla (xm, yn) ∈ Ωh zachodzi

v±m,n ¬
∥∥v±∥∥Γ,∞ ¬

∥∥u±∥∥Γ,∞ ,

co wynika z tego, »e ωm,n ­ 0 dla (xm, yn) ∈ Γ.
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Odpowiedniki klasycznych wyników

Podstawowe oszacowania

Podsumowuj¡c, dla (xm, yn) ∈ Ω mamy:

|um,n| ¬
∣∣∣v±m,n∣∣∣+ ‖fm,n‖Ω,∞ ωm,n

¬
∥∥u±∥∥Γ,∞ +

1
8
‖fm,n‖Ω,∞

=
∥∥u±∥∥Γ,∞ +

1
8
‖∆5,hu‖Ω,∞

(co wynika równie» z tego, »e ωm,n ¬ 1
8 dla (xm, yn) ∈ Ω).

Ko«czy to dowód.
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Podstawowe oszacowania

Podobnie jak w przypadku poprzednich twierdze«, analogiczny wynik
jest prawdziwy dla funkcji zmiennej ci¡gªej.

Twierdzenie 3

Niech u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), gdzie Ω ⊂ Rn jest zbiorem otwartym i ograniczonym,

b¦dzie rozwi¡zaniem zagadnienia

−∆u = f w Ω, u = g na ∂Ω.

Wówczas

‖u‖L∞(Ω) ¬ C ·
(
‖g‖L∞(Ω) + ‖f‖L∞(Ω)

)
,

gdzie staªa C zale»y tylko od n i zbioru Ω.
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Kilka uwag

Zarówno w przypadku dyskretnym, jak i ci¡gªym mo»emy roz-
wa»a¢ funkcje na innych zbiorach ograniczonych (nie musi to
by¢ kwadrat jednostkowy) � wtedy w tezie Lematu 1 b¦dzie
wyst¦powaªa inna staªa ni» 1

8 .

Wynik ten mówi nam tak naprawd¦, »e rozwa»ana metoda jest
stabilna (nieformalnie � rozwi¡zanie nie b¦dzie wybuchaªo).

To twierdzenie jest gªównym skªadnikiem dowodu twierdzenia
o zbie»no±ci (dla równania Poissona z zerowym war. brzego-
wym).
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Gªówny wynik

Twierdzenie 4.

Niech Ω = (0, 1)2, Γ = ∂Ω i u b¦dzie rozwi¡zaniem zagadnienia

−∆u = f w Ω, u = 0 na Γ.

Ponadto, niech v b¦dzie numerycznym rozwi¡zaniem zagadnienia

−∆5,hv = fm,n w Ωh, vm,n = 0 na Γh,

gdzie fm,n = f(xm, yn). Wówczas

‖v − u‖Ω,∞ ¬ Ch
2 max|α|=4 ‖Dαu‖Ω,∞ ,

gdzie α = (α1, α2) jest wielowska¹nikiem i |α| = α1 + α2.
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Zanim przejdziemy do dowodu...

W tym twierdzeniu nie jest nic powiedziane o regularno±ci funkcji
f i wpªywie na regularno±¢ funkcji u.

Klasyczna teoria dziaªa dla obszarów o gªadkim brzegu � wów-
czas, je±li funkcja f jest klasy C2, to rozwi¡zanie jest klasy C4.

Dla kwadratu mo»na uzyska¢ analogiczne wyniki dla przestrzeni
Sobolewa � je±li f jest klasy H2, to rozwi¡zanie jest klasy H4.

Przyjmiemy dodatkowe zaªo»enia � istniej¡ pochodne czwartego
rz¦du funkcji u i s¡ ograniczone.
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Dowód gªównego wyniku

Dowód. Zde�niujmy bª¡d globalny, tzn.

em,n = vm,n − u(xm, yn).

Wówczas

−∆5,hem,n = −∆5,hvm,n + ∆5,hu(xm, yn)

= fm,n + ∆5,hu(xm, yn)

= −∆u(xm, yn) + ∆5,hu(xm, yn) =: τm,n

(t¦ wielko±¢ przyj¦ªo si¦ nazywa¢ bª¦dem lokalnym).
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Dowód gªównego wyniku

Aby oszacowa¢ bª¡d lokalny, skorzystamy ze wzoru Taylora:

u(xm±1, yn) = u(xm, yn)± hux(xm, yn) +
h2

2
uxx(xm, yn)

± h3

6
uxxx(xm, yn) +

h4

24
uxxxx(xm, yn) +O(h5)

i analogicznie dla pochodnej po y. Wówczas

∆5,hu(xm, yn) = ∆u(xm, yn)

+
h2

12
(uxxxx(xm, yn) + uyyyy(xm, yn)) +O(h3).
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Dowód gªównego wyniku

Daje to nam ostatecznie

τm,n = −∆u(xm, yn) + ∆5,hu(xm, yn)

=
h2

12
(uxxxx(xm, yn) + uyyyy(xm, yn)) +O(h3),

a zatem dla odpowiednio maªych h mamy

‖τ‖Ω,∞ =
h2

12
max

(xm,yn)∈Ω
|uxxxx(xm, yn) + uyyyy(xm, yn)|

¬ Ch2 max
|α|=4

‖Dαu‖Ω,∞ .
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Dowód gªównego wyniku

Zauwa»my, »e z de�nicji zagadnienia em,n = vm,n − u(xm, yn) = 0
dla (xm, yn) ∈ Γ. Wobec tego, korzystaj¡c z Lematu 1 dostajemy

‖v − u‖Ω,∞ = ‖e‖Ω,∞

¬ ‖e‖Γ,∞ +
1
8
‖∆5,he‖Ω,∞ = 0 +

1
8
‖τ‖Ω,∞

¬ Ch2 max
|α|=4

‖Dαu‖Ω,∞ ,

co ko«czy dowód.
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Schematy ró»nicowe dla równa« eliptycznych Zbie»no±¢ schematów Jak to zaimplementowa¢? Podsumowanie

Odpowiedniki klasycznych wyników

Zgodno±¢ schematu

Tym razem nie skorzystali±my z poj¦¢ takich jak zgodno±¢ schematu,
czy stabilno±¢. Mo»na je jednak zde�niowa¢ dla równania Laplace'a
czy Poissona, tak samo jak dla równa« zale»nych od czasu.

De�nicja 1.

Mówimy, »e schemat ró»nicowy Lhum,n = Rhf(xm, yn) przybli»a-
j¡cy równanie ró»niczkowe cz¡stkowe L u = f jest zgodny z rów-
naniem ró»niczkowym, je±li dla dowolnej gªadkiej funkcji φ i dla do-
wolnego punktu (xm, yn) na siatce zachodzi

Lhφ(xm, yn)−RhL φ(xm, yn)→ 0 gdy h→ 0+.
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Zgodno±¢ schematu

Zauwa»my, »e w trakcie dowodu Twierdzenia 4 pokazali±my, »e sche-
mat −∆5,hum,n = f jest rzeczywi±cie zgodny:

∆5,hu(xm, yn) = ∆u(xm, yn)

+
h2

12
(uxxxx(xm, yn) + uyyyy(xm, yn)) +O(h3)

(dziaªamy na zbiorze ograniczonym).
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9-punktowy laplasjan

Laplasjan 5-punktowy jest prosty w implementacji (jak zaraz zoba-
czymy), ale mo»na nim osi¡gn¡¢ tylko 2-gi rz¡d zbie»no±ci.

Innym mo»liwym przybli»eniem jest u»ycie schematu 9-punktowego:

∆9,hum,n :=
1

6h2 (4um−1,n + 4um+1,n + 4um,n−1 + 4um,n+1

+ um−1,n−1 + um−1,n+1 + um+1,n−1 + um+1,n+1

− 20um,n),

który b¦dziemy oznacza¢ symbolem ∆9,hum,n.
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Dwa popularne schematy
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Czy na pewno jest lepiej?

Stosuj¡c ten schemat do funkcji gªadkiej u i korzystaj¡c ze wzoru
Taylora otrzymamy:

∆9,hu(xm, yn) = ∆u+
1
12
h2(uxxxx + 2uxxyy + uyyyy) +O(h4)

(gdzie warto±ci po prawej stronie s¡ brane w punkcie (xm, yn)).

Na pierwszy rzut oka to przybli»enie nie wygl¡da du»o lepiej ni» przy-
bli»enie 5-punktowe, a bª¡d jest wci¡» rz¦du O(h2).

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Schematy ró»nicowe dla równa« eliptycznych Zbie»no±¢ schematów Jak to zaimplementowa¢? Podsumowanie

Odpowiedniki klasycznych wyników

Czy na pewno jest lepiej?

Zauwa»my jednak, »e dominuj¡cy wyraz w bª¦dzie lokalnym mo»na
zapisa¢ w postaci

uxxxx + 2uxxyy + uyyyy = ∆(∆u) = ∆2u,

czyli uzyskali±my operator bilaplasjanu. Rozwi¡zuj¡c zagadnienie
dla równania Poissona ∆u = f uzyskujemy wi¦c

uxxxx + 2uxxyy + uyyyy = ∆f

(je±li f jest odpowiednio gªadka) i jeste±my w stanie dzi¦ki temu
podwy»szy¢ rz¡d zbie»no±ci.
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Szczególne przypadki

W szczególno±ci, je±li rozwi¡zujemy równanie Laplace'a, wów-
czas f = 0 i dostajemy rz¡d zbie»no±ci równy 4.

Podobn¡ sytuacj¦ b¦dziemy mieli, gdy funkcja f jest harmonicz-
na.

Mo»na jednak poprawi¢ sytuacj¦ w przypadku ogólnym...
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Szczególne przypadki

W ogólno±ci, mo»emy uzyska¢ rz¡d zbie»no±ci 4 implementuj¡c sche-
mat

∆9,hum,n = fm,n,

dla dowolnej (odpowiednio gªadkiej) funkcji f , gdzie

fm,n = f(xm, yn) +
h2

12
∆f(xm, yn).

Mo»na na to patrze¢ jak na doªo»enie do prawej strony równania
Poissona bª¦du rz¦du O(h2). Jednak ten bª¡d b¦dzie w stanie zlikwi-
dowa¢ bª¡d rz¦du O(h2) powstaªy z oryginalnego schematu.
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Szczególne przypadki

Maj¡c dane f(xm, yn) jedynie na siatce (ale wiedz¡c, »e odpowiada-
j¡ca temu funkcja jest odpowiednio gªadka) mo»emy wci¡» otrzyma¢
bª¡d rz¦du 4 de�niuj¡c

fm,n = f(xm, yn) +
h2

12
∆5,hf(xm, yn).

Wprowadzanie dodatkowego bª¦du jest cz¦sto spotykan¡ metod¡,
która pozwala zniwelowa¢ inne bª¦dy schematów ró»nicowych.
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Inne mo»liwo±ci

Co te schematy maj¡ ze sob¡ wspólnego?
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Inne mo»liwo±ci

Ka»dy z tych schematów ma wªasno±¢ warto±ci ±redniej. Nie jest
to przypadek � opracowuj¡c inne dyskretne wersje laplasjanu nale»y
pami¦ta¢, »e ka»da z nich musi mie¢ t¦ wªasno±¢.
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Inne mo»liwo±ci

W przypadku 9-punktowych laplasjanów s¡ to zazwyczaj ±rednie wa-
»one dwóch schematów 5-punktowych (które maj¡ rz¡d O(h2)):
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Inne mo»liwo±ci

9-punktowy laplasjan, który omawiali±my wcze±niej (α = 1
3) jest

optymalny (mo»e mie¢ rz¡d zbie»no±ci O(h4)).
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Ukªad równa« liniowych...

Wró¢my do schematu 5-punktowego dla równania Poissona na kwa-
dracie jednostkowym, tzn.

4um,n − um−1,n − um,n−1 − um+1,n − um,n+1 = h2fm,n,

dla m,n ∈ {1, . . . ,M−1}, z warunkiem brzegowym typu Dirichleta,
tzn.

u0,n = g0,n, uM,n = gM,n, um,0 = gm,0, um,M = gm,M .

Zauwa»my, »e mamy wówczas (M + 1)2 warto±ci funkcji u do ob-
liczenia, co prowadzi do ukªadu równa« liniowych, którego macierz
ma wymiary (M + 1)2 × (M + 1)2.
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... który nie tak ªatwo zapisa¢ w postaci macierzowej

Omawiaj¡c metod¦ Cranka-Nicolsona dla RPC spotkali±my si¦ z ukªa-
dami trójdiagonalnymi. W przypadku Laplasjanu trudniej jednak za-
pisa¢ ukªad w zwartej formie, tak jak to miaªo miejsce wcze±niej.

Nale»y wprowadzi¢ odpowiedni¡ kolejno±¢ zmiennych, np. numeruj¡c
zmienne wierszowo:

u =


u[0]

u[1]

...

u[M ]

 , gdzie u[n] =


u0,n

u1,n
...

uM,n

 .

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Schematy ró»nicowe dla równa« eliptycznych Zbie»no±¢ schematów Jak to zaimplementowa¢? Podsumowanie

Metody bezpo±rednie

Macierze ukªadu równa«

Mo»na wówczas zapisa¢ macierz ukªadu równa« jako

A =


I
Ĩ T Ĩ

Ĩ T Ĩ

.
.
.

.
.
.

.
.
.

Ĩ T Ĩ
I

 , T =


1
−1 4 −1

−1 4 −1

.
.
.

.
.
.

.
.
.

−1 4 −1
1

 ,

tzn. jako trójdiagonaln¡ blokow¡ macierz (M+1)×(M+1), w której
ka»dy blok T, I lub Ĩ jest macierz¡ (M+1)×(M+1) � macierz I to
macierz jednostkowa, a macierz Ĩ to macierz jednostkowa, w której
w pierwszym i ostatnim wierszu mamy 0 zamiast 1.
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Macierze ukªadu równa«

Praw¡ stron¦ ukªadu równa« równie» mo»na zapisa¢ w postaci blo-
kowej:

b =


u[0]

f [1]

...

f [M−1]

u[M ]

 , gdzie f [n] =


u0,n

f1,n
...

fM−1,n

uM,n

 ,

a warto±ci um,n na brzegu s¡ zadane (i równe gm,n).
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Implementacja

Chc¡c skorzysta¢ z metod bezpo±rednich (np. eliminacji Gaus-
sa) chcemy zazwyczaj jako± przenumerowa¢ te zmienne tak, by
ograniczy¢ ilo±¢ oblicze«.

W MATLABie odbywa si¦ to automatycznie (operator dzielenia
A \ b), o ile macierz b¦dzie zde�niowana jako rzadka.

Trzeba pami¦ta¢, »e w MATLABie macierze indeksuje si¦ od 1,
a nie od 0 ;-)

Istnieje metoda rozwi¡zywania blokowych ukªadów trójdiagonal-
nych (algorytm Thomasa) � na laboratorium u»yjemy algorytmu
dla �zwykªych� ukªadów trójdiagonalnych.
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Algorytm Thomasa dla macierzy blokowych

Rozwa»my ukªad m · n równa« liniowych Px = q, gdzie

P =


B1 C1
A2 B2 C2

A3 B3 C3
.
.
.

.
.
.

.
.
.

Am−1 Bm−1 Cm−1
Am Bm

 , x =


x[1]

x[2]

.

.

.

x[m−1]

x[m]

 , q =


q[1]

q[2]

.

.

.

q[m−1]

q[m]


i Ai, Bi, Ci s¡ macierzami wymiaru n×n, a x[i], q[i] s¡ wektorami
n-wymiarowymi.

Zauwa»my, »e w naszym przypadku macierze Bi s¡ trójdiagonalne,
a Ai i Ci s¡ diagonalne.

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018



Schematy ró»nicowe dla równa« eliptycznych Zbie»no±¢ schematów Jak to zaimplementowa¢? Podsumowanie

Metody bezpo±rednie

Algorytm Thomasa dla macierzy blokowych

Algorytm Thomasa przebiega w dwóch etapach � triangulacja i od-
czytanie wyniku.

Triangulacja blokowa (ang. block triangularization):
1: Γ1 = (B1)−1C1

2: β[1] = (B1)−1q[1]

3: for k = 2, . . . ,m− 1 do

4: Γk = (Bk −AkΓk−1)−1Ck
5: β[k] = (Bk −AkΓk−1)−1(q[k] −Akβ[k−1])
6: end for

7: β[m] = (Bm −AmΓm−1)−1(q[m] −Amβ[m−1])

Uwaga: macierze, które chcemy odwróci¢ nie zawsze musz¡ by¢ od-
wracalne.
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Algorytm Thomasa dla macierzy blokowych

Odczytanie wyniku (zamiatanie � ang. backward sweep):

1: x[m] = β[m]

2: for k = m− 1, . . . , 1 do

3: x[k] = β[k] − Γkx[k+1]

4: end for

Warto mie¢ na uwadze, »e ten sam algorytm dziaªa dla �zwykªych�
macierzy trójdiagonalnych. Mog¡ jednak pojawi¢ si¦ problemy z do-
brym uwarunkowaniem tego algorytmu.
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Inne metody

Du»¡ wi¦ksz¡ rol¦ w rozwi¡zywaniu tego typu równa« odgrywa-
j¡ metody iteracyjne � kosztem przybli»onego rozwi¡zywania
dostajemy krótki czas oblicze«.

W szczególno±ci do potrzeb rozwi¡zywania równania Laplace'a
dostosowuje si¦ metod¦ Jacobiego, metod¡ Gaussa-Seidela, czy
metod¦ nadrelaksacji (ang. succesive overrelaxation � SOR).

O tym � innym razem.
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Podsumowanie

Zaprezentowane metody mog¡ posªu»y¢ (bez wi¦kszych zmian)
do rozwi¡zania bardziej zaawansowanych zagadnie« (np. równa-
nia mechaniki pªynów dla pªynów ±ci±liwych).

Metody ró»nic sko«czonych to tak naprawd¦ zaledwie wst¦p do
metod numerycznych w równaniach cz¡stkowych.

Wspóªczesne metody dla równa« liniowych wykorzystuj¡ gªównie
narz¦dzia analizy funkcjonalnej (metoda Galerkina, która prowa-
dzi do metody elementu sko«czonego).

O tym w przyszªo±ci (by¢ mo»e). ;-)

KONIEC CZ��CI 3

Metody komputerowe w równaniach ró»niczkowych Wydziaª Matematyki i Nauk Informacyjnych PW 2018


	Schematy róznicowe dla równan eliptycznych
	Wprowadzenie

	Zbieznosc schematów
	Odpowiedniki klasycznych wyników

	Jak to zaimplementowac?
	Metody bezposrednie

	Podsumowanie
	


