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3. SZEREGI FOURIERA #1

1. Wykazaé, ze funkcje bazowe trygonometrycznego szeregu Fouriera, tzn.
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tworza uktad ortonormalny na przedziale [/, ¢], tzn. dla dowolnych dwéch funkcji bazowych f,,
fm zachodzi
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2. Wykazaé, ze funkcje bazowe wykltadniczego szeregu Fouriera, tzn.
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tworza uklad ortonormalny na przedziale [—/, £].
3. Jadrem Fejéra nazywamy funkcje
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jest jadrem Dirichleta. Wykazaé, ze F)y ma nastepujace wlasnosci:
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a) Fy(t) = , a stad Fiy(t) > 0 dla wszystkich t € T,

4. Wielomianem trygonometrycznym na torusie T = R/Z nazywamy dowolna funkcje postaci

Ny
= Z A, e No, N1 € Z, Ny < Ny, ay, € C (an,,an, #0).
n=Np

Wykazaé, ze wielomiany trygonometryczne sa g@ste w zbiorze funkcji ciagltych C(T;C).
Wskazowka. Rozwazy¢ funkcje on f(z) = 57 +1 Z Spf(x), gdzie Sif jest k-ta suma czedciowa wy-
ktadniczego szeregu Fouriera funkcji f (Zdeﬁnlowan@ na wykladzie):
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5. Wykazaé, ze wielomiany trygonometryczne na T sg geste w L?(T; C). Wyciagnaé¢ stad wniosek,
ze funkcje bazowe wykladniczego szeregu Fouriera tworza baze ortonormalng przestrzeni L?(T;C)
i zachodzi réwnosé Parsevala:
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gdzie f (k), k € Z, sa wspblczynnikami wyktadniczego szeregu Fouriera.

Wskazowka. Wykorzystaé¢ gestosé zbioru wielomiandéw trygonometrycznych na T w zbiorze funk-
cji cigglych C(T;C) oraz gestoéé zbioru funkeji ciagtych C(T;C) w L?(T;C) (wyklad z Analizy
funkcjonalnej).

6. Niech f € L?(T;C) bedzie taka, ze f’ € L?(T;C). Wykazaé, ze zachodzi nieréwnosé Poincaré:
Lo
1f = ctllpzre) < 5 1| 2 grcy »
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gdzie ¢y :/ f(z)dz.
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