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3. SZEREGI FOURIERA #1

1. Wykazać, że funkcje bazowe trygonometrycznego szeregu Fouriera, tzn.

1√
2`
,

1√
`

cos
nπx

`
,

1√
`

sin
nπx

`
, n ∈ N,

tworzą układ ortonormalny na przedziale [−`, `], tzn. dla dowolnych dwóch funkcji bazowych fn,
fm zachodzi ∫ +`

−`
fn(x)fm(x) dx = δn,m :=

{
1 jeśli n = m,

0 jeśli n 6= m.

2. Wykazać, że funkcje bazowe wykładniczego szeregu Fouriera, tzn.

1√
2`

exp
iπnx

`
, n ∈ Z,

tworzą układ ortonormalny na przedziale [−`, `].

3. Jądrem Fejéra nazywamy funkcję

FN (t) =
1

N + 1

N∑
k=0

Dk(t), t ∈ T = R/Z,

gdzie

Dk(t) =
k∑

`=−k
ei2π`t =

sin(π(2k + 1)t)
sin(πt)

jest jądrem Dirichleta. Wykazać, że FN ma następujące własności:

a) FN (t) =
1

N + 1
sin2(π(N + 1)t)

sin2(πt)
, a stąd FN (t)  0 dla wszystkich t ∈ T,

b)
∫ 1
0
FN (t) dt = 1,

c) lim
N→∞

∫
δ<|t|< 12

FN (t) dt = 0 dla 0 < δ < 12 .

4. Wielomianem trygonometrycznym na torusie T = R/Z nazywamy dowolną funkcję postaci

p(x) =
N1∑

n=N0

anei2πnx, N0, N1 ∈ Z, N0 ¬ N1, an ∈ C (aN0 , aN1 6= 0).

Wykazać, że wielomiany trygonometryczne są gęste w zbiorze funkcji ciągłych C(T;C).

Wskazówka. Rozważyć funkcję σNf(x) = 1
N+1

N∑
k=0

Skf(x), gdzie Skf jest k-tą sumą częściową wy-

kładniczego szeregu Fouriera funkcji f (zdefiniowaną na wykładzie):

Skf(x) =
k∑

`=−k
c`ei2π`x =

k∑
`=−k

(∫ 1
0
f(t)e−i2π`t dt

)
ei2π`x =

∫ 1
0
f(x− t)Dk(t) dt.
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5. Wykazać, że wielomiany trygonometryczne na T są gęste w L2(T;C). Wyciągnąć stąd wniosek,
że funkcje bazowe wykładniczego szeregu Fouriera tworzą bazę ortonormalną przestrzeni L2(T;C)
i zachodzi równość Parsevala:

‖f‖2L2(T;C) = ‖f̂‖2`2 =
∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣2 ,

gdzie f̂(k), k ∈ Z, są współczynnikami wykładniczego szeregu Fouriera.
Wskazówka. Wykorzystać gęstość zbioru wielomianów trygonometrycznych na T w zbiorze funk-
cji ciągłych C(T;C) oraz gęstość zbioru funkcji ciągłych C(T;C) w L2(T;C) (wykład z Analizy
funkcjonalnej).

6. Niech f ∈ L2(T;C) będzie taka, że f ′ ∈ L2(T;C). Wykazać, że zachodzi nierówność Poincaré:

‖f − cf‖L2(T;C) ¬
1

2π

∥∥f ′∥∥L2(T;C) ,
gdzie cf =

∫ 1
0
f(x) dx.


