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6. WELASNOSCI SPLOTU

1. Niech f,g € L*(R;C) i niech T,: L'(R;C) — L(R;C) bedzie operatorem przesuniecia, tzn.
Tof(z) = f(z — a). Wykazad, ze

[ (Tag) = (Taf) * g = Tu(f * g)-

2. Przypuéémy, ze istnieje funkcja § € L!(R; C) taka, ze

Vieniwre) [xo=Ff
(tzn. element neutralny splotu w L' (R; C)). Wykazaé, ze prowadzi to do sprzecznosci z Lematem
Riemanna-Lebesgue’a.
W dalszej czesci przyjmiemy nastepujace oznaczenia:
a) Cp(R;C) — zbiér funkcji ciaglych i ograniczonych na R;
b) Co(R;C) — zbiér funkeji ciagltych na R i znikajacych w nieskonczonosci;

¢) Cc(R;C) — zbidr funkeji ciaglych na R o zwartym nosniku.
3. Niech f, g € C.(R;C). Wykazaé, ze f x g € C.(R;C).

4. Niech f € LY(R;C) i g € Co(R; C). Wykazaé, ze f * g € Co(R; C).

Wskazéwka 1. Mozna udowodnié nastepujacy fakt: jesli f, — f w L'(R;C) oraz g, — g w L>(R; C),
to frnxgn — fxgw L®(R;C), i wykorzystaé¢ go dla odpowiednich ciagéw funkeji f,,, gn € C.(R;C).
Nastepnie skorzystaé z zadania 3 i faktu, ze przestrzen Cy(R; C) jest domknieta w normie L*°(R; C).
Wskazowka 2. Mozna tez inaczej: korzystajac z faktu, ze funkcje ciagle i znikajace w nieskonczonosci
sa jednostajnie ciagle mozna pokazaé, ze przy zalozeniach zadania mamy f x g € Cp(R;C). Aby
pokazaé, ze fxg € Co(R; C) warto najpierw wziaé g € C.(R; C) i pokazaé teze, a nastepnie skorzystaé
z gestosci Co(R; C) w Co(R; C).

5. Przeprowadzajac rozumowanie jak w zadaniu 4 wykaza¢ ponizsze wlasnosci splotu.

a) Niech 1 < p,q < oo beda takie, ze % + % = 1. Wykazaé, ze jedli f € LP(R;C) i g € LI(R;C),
to fxg € Cy(R;C).

b) Wykazaé, ze jedli f € LY(R;C) i g € L®(R;C), to f x g € Cy(R; C). Pokazaé, ze jedli dodatko-
wo g ma zwarty nosnik, to wéwczas f * g € Co(R; C).



