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7. TRANSFORMACJA LAPLACFE’A

We wszystkich zadaniach rozwazamy jedynie funkcje f: [0, +00) — R, tzn. zakladamy, ze funkcje
sa wygaszone dla t < 0, czyli f = f - 1. Bedziemy standardowo przyjmowaé oznaczenie Z{f} = F

jako transformate Laplace’a funkcji f.
1. Niech F' = Z{f} bedzie zbiezna w zbiorze A. Wykazadé, ze
a) jedlia > 01 g(t) = f(at), to
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b) jesli 5> 01 g(t) = f(t—B), to
G(s) = e PF(s),

c) jesi B<0ig(t)= f(t—p)-1(¢), to

d) jeslioc € Rig(t) =e 9t f(t), to

G(s) = F(s+ o), s+o €A

2. Niech f: [0, +00) — R bedzie funkcja okresowa o okresie podstawowym 7T i taka, ze F = Z{f}

istnieje dla pewnego sp (Resyp > 0). Wykazaé, ze wéwczas dla Re s > Re s

1 T
Fls) = T—— /0 F(t)e* dt.

3. Wyznaczy¢ transformaty Laplace’a (i podaé ich obszary zbieznosci) nastepujacych funkcji:

a) cosh(ft), B € R,
b) sinh(ft), B € R,

c) e cos(Bt), a, B € R,
d) e sin(Bt), a, B € R,

4. Korzystajac z wlasnosci transformacji Laplace’a obliczy¢ transformate funkcji

w > 0.

f(t) = {sin(wt) dlad<t<Z,

0 W p.p-,

5. Niech f: [0, +00) — R bedzie klasy C™((0,+00)), n € N, i taka, ze F = Z{f} oraz Z{f®},

0 < k < n, istnieja dla pewnego sg # 0. Wykazaé, ze dla m > n i Res > Resg
a) jedli g(t) = t™ fM(t), to
m dm

G(s) = (=1)" = (s"F(s));

ds™

b) jesli g(t) = &% (£ £(2)), to
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6. Wyznaczy¢ transformaty Laplace’a (i podaé ich obszary zbieznosci) nastepujacych funkcji:

a) tcos(ft), f € R, b) tsin(ft), § € R, c) Int.

7. Niech f: [0,4+00) — R bedzie suma/réznica dwdch funkcji monotonicznych w otoczeniu ¢ > 0

i niech F = Z{f}. Wykazaé, ze jezeli funkcja F jest postaci F(s) = g’zg‘;g, gdzie Py i Qy sa

wielomianami stopnia, odpowiednio, k i/, k < £, to

HEVEIE) 5y (et

gdzie s1,..., S, sa miejscami zerowymi wielomianu Q).

8. Wyznaczy¢ (dowolna metoda) odwrotne transformaty Laplace’a nastepujacych funkcji:
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b) o ’ d) Sia f) e L 2\3°
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9. Stosujac przeksztalcenie Laplace’a rozwiaza¢ nastepujace zagadnienia poczatkowe:
a) () +2'(t) +x(t) =1 —2cost, z(0F)=1,2'(0") =-2,

b) z”(t) + 52/ (t) +4z(t) =4t +5, =z(0%) =2, 2/(0") = —1,

o) o/(t) — 2/(:33(7) sin(t —r)dr =0, x(0%) = 4,

d) x’(t)—x(t)—i—/ot(t—T)x’(T) dT—/Otx(T)dT:t, 2(0F) = 1.

10. Stosujac przeksztatcenie Laplace’a rozwiazaé nastepujace uktady réwnan rézniczkowych:
a) a'(t) = z(t) +y(t) + e, ¥ (t) = 3a(t) —y(t), (07)=y(0%) =0,

b) a'(t) +y(t) =0, y'(t) — 22(t) — 2y(t) =0, x(07) =y(07) =1



