Transformaty Calkowe i Wstep do Teorii Dystrybucji, MiNI PW, rok akad. 2019/20 1

8. REGULARYZACJA FUNKCJI,
PRZESTRZEN FUNKCJI PROBNYCH i DYSTRYBUCJE

Niech ¢ € C°(R™;R) bedzie nieujemna i taka, ze / p(x)dx = 1 (np. czapeczka w zdefiniowana

n

Pe(x) = iso (x)

3

na wykladzie). Niech

(analogicznie dla w;), wéwczas ¢ € C°(R™"; R / ve(x)dx = 1.

1. Niech {p.: € > 0} bedzie rodzina funkcji zdefiniowanych powyzej.

e—07T

a) Wykazaé, ze jesli f: R™ — R jest ciagla w punkcie x € R", to (f * ¢¢)(x) —— f(x).
b) Wykazaé, ze jeSli f € C.(R™;R), to ciag funkcji f * ¢. jest zbiezny jednostajnie do f
przy € — 0F.

2. Wykazaé, ze funkcje f € LP(R"™;C), 1 < p < oo, sa p-Srednio ciagle, tzn.
e—0t

|S1ilp HT f fHLp R™;C) — 07
yl<e

gdzie Ty, : LP(R™;C) — LP(R™; C) jest operatorem przesuniecia, tzn. Ty f(x) = f(x — y).
Uwaga. Nie mozna wykorzystywaé¢ w tym zadaniu gestosci C3°(R™; C) w LP(R™; C) (jest to wlasnosé
wykorzystywana w dowodzie gestosci), mozna wykorzystaé gestosé C.(R™; C) w LP(R™; C).

W dalszej czesci zaktadamy, ze 2 C R” jest zbiorem otwartym.

3. Niech f € LP(2;C), 1 < p < o0. Niech f.(x) = / we(x —y)f(y)dy (zakladamy, ze f jest
R'"/

przedluzona zerem na cale R™). Pokazaé, ze

||f€||LP(Q;(C) < Hf“LP(Q;(C) :

4. Niech f € L'(2;C). Pokazaé, 7e f. <=L f w L'(Q;C).

Niech D(2) oznacza przestrzen funkcji podstawowych (prébnych) na Q C R™, D = D(R"), a D'(Q)
oznacza przestrzen dystrybucji, D' = D/(R™).
Moéwimy, ze ciag (¢x) w D(£2) jest ciggiem Cauchy’ego, jesli

a) istnieje zbior zwarty K C Q taki, ze supp ¢ C K dla kazdego k € N,
b) dla kazdego wielowskaZnika « spelniony jest warunek
Veso AN Vkeen [[D%ok — DYl poo .0y < €
5. Niech ¢ € D. Sprawdzié, czy ponizsze ciagi sa zbiezne w D:

p(x) p(kx) v(%)
) T b )

6. Wykazaé, ze D(Q2) jest ciagowo zupelna (tzn. kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny).

7. Niech T bedzie funkcjonalem na D(R) danym wzorem:

#(t) — 9(0) <p 1 () —¢(0)
/ 0 4t + ) at, b) (T, ) = 2/0 ot

dla ¢ € D(R). Pokazac, ze T € D’(R).
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Niech (7}) bedzie ciagiem w D'(2) i niech T' € D'(Q). Méwimy, ze (T}) zbiega w D' (Q), jesli
Veen)  Hm (Ti, ) = (T, ).

Jest to tak naprawde *-staba zbiezno$é¢ dla pary przestrzeni dualnych (D', D).

8. Niech {p.: € > 0} bedzie rodzing funkcji zdefiniowanych wczesniej. Wykazaé, ze ¢, =0

w D/(R™), gdzie § jest dystrybucja Diraca.

9. Wykaz, ze zbiezno$é¢ w D'(2) ciagu dystrybucji regularnych generowanych przez funkcje lokalnie
catkowalne f; nie implikuje zbieznosci punktowej (prawie wszedzie) ciagu funkeji f.
Wskazowka. Rozwaz cigg funkcji fi(z) = e**, x € R.

10. Niech (f;) bedzie ciagiem w Ll _(Q;C) i niech f: Q — C bedzie taka, ze
a) dla prawie wszystkich x € €2 zachodzi f(x) = klim fr(x),
b) dla kazdego K € € (tzn. zawartego w sposéb zwarty: K C Qi K C Q) istnieje funkcja
g € LY(%; R) taka, ze dla kazdego k i prawie wszystkich x € K zachodzi | fx(x)| < g(x).
k—o0

Wykazaé, ze wéwezas f € L (Q;C) i fr — f w D'(Q) (rozumiejac to jako zbieznosé w D'()
dystrybucji regularnych generowanych przez funkcje lokalnie catkowalne).



