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Streszczenie: Przedmiotem artykutu sa obliczenia w algebrach hiperzespolonych, w szczegolnosci w algebrze
oktoniondéw. Przedstawiona zostala konstrukcja algebr hiperzespolonych Cayley’a-Dicksona oraz ich podstawowe
wlasnosci. Sformutowano réwniez pojecie oktonionowej transformaty Fouriera oraz wskazano jej pewne
wlasnosci, analogiczne do tych znanych z klasycznej analizy fourierowskiej. Efektem rozwazan teoretycznych jest
implementacja pakietu do obliczen symbolicznych w $rodowisku Mathematica, umozliwiajacego prace
w algebrze oktonionow.
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1. Wstep

Nie mozna wyobrazi¢ sobie wspotczesnej matematyki, a nawet nauk technicznych, bez pojecia liczby
zespolonej. Jednostka urojona i, o ,magicznej” wihasnosci i*=—1, wprowadzona przez Leonharda Eulera
w 1748 roku za pomoca wzoru

exp(ip) = cos ¢ +1isin ¢,
zrewolucjonizowata wiele dziedzin nauki i techniki, utatwiajac m.in. analize obwodow elektrycznych. Niemal sto
lat pézniej, w 1843 roku, pojecie liczby zespolonej doczekato sie uogédlnienia w postaci liczb hiperzespolonych.
Sir William R. Hamilton, uderzony swoim odkryciem, wyryt w kamieniu na moscie Broome w Dublinie stynny
napis i2=j?=k>=ijk=—1, definiujgc tym samym algebre kwaternionéw [Hamilton 1847]. Od tamtej pory
algebry liczb hiperzespolonych staly sie obiektem zainteresowania zarowno matematykéw jak i inzynierow,
i znalazly zastosowanie w wielu dziedzinach nauki.

W obecnych czasach wszelkie obliczenia (numeryczne i symboliczne) wymagaja uzycia specjalistycznego
oprogramowania. Obliczenia na liczbach rzeczywistych i zespolonych sa naturalne, a $srodowiska obliczeniowe
takie jak MATLAB czy Mathematica oferuja doskonale narzedzia do pracy z tymi liczbami. Na przestrzeni
ostatnich lat zaczely pojawia¢ sie réowniez pakiety funkcji do obliczen w algebrze kwaternionow, czyli
najmniejszej znanej algebrze liczb hiperzespolonych. Wciaz jednak nie ma efektywnych narzedzi do
wykonywania obliczen w algebrze oktonionow, tzn. liczb postaci
(1) o=rytr e tr e, trice tr e trocestroe e, Fos -os 17 ER,
gdzie e, ..., e, sg kolejnymi jednostkami urojonymi, czy tez w algebrach wyzszych rzedéw (np. sedenionach).
Rozw¢j analizy hiperzespolonej, zwlaszcza metod analizy fourierowskiej, sprawia, ze takie narzedzia sa
potrzebne, a ich obecnos¢ w znacznym stopniu utatwitaby skomplikowane i zmudne obliczenia.

Celem tego artykulu jest zaprezentowanie dotychczasowych osiagnig¢ w dziedzinie teorii sygnatow
hiperzespolonych oraz wprowadzenie nowego typu danych w s$rodowisku Mathematica, jakim sa liczby
oktonionowe. Na poczatku przedstawione zostana podstawowe definicje i wlasnosci dotyczace algebr liczb
hiperzespolonych, wraz z konstrukcja Cayley’a-Dicksona. Nastgpnie wprowadzone zostang podstawowe funkcje
oktonionowe takie jak funkcja eksponencjalna czy funkcje trygonometryczne. Doprowadzi to do uogolnienia
pojecia transformaty Fouriera na algebre oktonionow. Sformutowane zostana ponadto niedawno wykazane
wlasnosci oktonionowej transformaty Fouriera. Ostatnia cze$cig tego artykutu bedzie pokazanie mozliwosci
pakietu Octonions, ktéry umozliwia prace na liczbach oktonionowych w $§rodowisku Mathematica.

Praca ta zostala zainspirowana dostgpnym w srodowisku Mathematica pakiecie Quaternions
[Falcdo, Miranda 2011], ktory daje analogiczne mozliwosci obliczef na liczbach kwaternionowych.

2. Opis zagadnienia
Liczby hiperzespolone

Algebry liczb hiperzespolonych powstaja jako efekt iteracyjnej konstrukcji, wprowadzonej przez
Cayley’a-Dicksona [Dickson 1919]. Sa to algebry rzedu 2V, NeN, nad cialem R i kazda algebra rzedu 2V
powstaje z algebry rzedu 2V, Podstawa konstrukcji Cayley’a-Dicksona jest przedstawienie dowolnego elementu
algebry rzedu 2" jako pary elementow algebry rzedu 2¥1.

Za najmniejsza mozliwa algebre liczb hiperzespolonych mozna uzna¢ ciato liczh zespolonych C. Jest to
algebra rzedu 2!, a kazda liczbe zespolona z=r,+r -i mozna przedstawi¢ jako pare liczb rzeczywistych,
tzn. z = (v, r,). Dziatania w algebrze liczb zespolonych definiuje si¢ w sposob naturalny, a mnozenie
(przemienne, taczne i rozdzielne wzgledem dodawania) wykonuje si¢ pamietajac jedynie o fakcie, ze i2=—1.

Algebra wyzszego rzedu (tzn. 22) jest cialo nieprzemienne liczh kwaternionowych H. Kazdy kwaternion to
liczba postaci

g=rytr e tryce,tryce,  r, ..., €R,
gdzie e, e,, e, to kolejne jednostki urojone (bardzo czgsto oznaczane symbolami i, j, k), ktérych mnozenie ma

wlasnosci
2 P=j=K=ij k=-1.
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Kazdy kwaternion mozna zapisa¢ jako pare liczb zespolonych g =~ (z,, z|), tzn. w postaci ¢ =z, + z, - e,, gdzie
zy=r,+tr e oraz z, =r,+r,-e. Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze mnozenie kwaternion6w
(w przeciwienstwie do mnozenia liczb rzeczywistych i zespolonych) nie jest przemienne. Jest to jednak dziatanie
taczne, ponadto kazdy niezerowy element tej algebry ma element odwrotny.

Ostatnig algebra, ktéra bedzie poruszona w tej pracy, jest algebra oktonionéw ©, tzn. algebra rzedu 23.
Sa to liczby postaci (1), w ktérych wystepuje az siedem réznych jednostek urojonych. Podobnie jak poprzednio,
oktoniony mozna przedstawi¢ jako pary kwaternionow o = (g, q,), tzn. o=g,+q, e, gdzie g, oraz g,
to odpowiednie kwaterniony. Mnozenie oktonionéw jest dziataniem do$¢ skomplikowanym, opartym na zasadach
podobnych do (2), jednak rozszerzonych o kolejne jednostki urojone. Podobnie jak mnozenie kwaternionow,
mnozenie oktonionéw nie jest przemienne, nie jest jednak tez taczne. Jedyna wlasnoscia, ktéra zachowata sig
w procesie konstrukcji jest istnienie elementu odwrotnego dla kazdego niezerowego oktonionu.

Dziatania w algebrach liczb hiperzespolonych mozna definiowa¢ osobno dla kazdej algebry, jednak proces
konstrukcji Cayley’a-Dicksona daje proste i eleganckie formuly. Sa one oparte na zapisie elementu algebry
hiperzespolonej jako pary elementéw algebry nizszego rzedu. Niektore dziatania opisane za pomoca tej
konstrukcji zostaty przedstawione w tab. 1. Wszystkie te dziatania sa naturalnym uogolnieniem dziatan znanych
dla liczb zespolonych. W dalszej czgsci artykutu najwiekszy nacisk zostanie potozony na algebre oktonionow.

Tab.1. Dziatania w algebrach Cayley’a-Dicksona, element X algebry rzedu 2" jest przedstawiony jako para (x,, x,)
elementow algebry rzedu 2V1,

dziatanie definicja
dodawanie (g X)) + 0o ¥1) = (% T ¥ X+ 3p)
element neutralny dodawania 0, 0)
element przeciwny —(xg, X)) = (=X, =x))
sprzezenie (g x)* = (x*, =x))
mnozenie (Yoo X1) * o Y1) = (g " Vo= 1™ " X1 vy X T2, 3p%)
element neutralny mnozenia (1,0)
modut 1 Gegs x) 1= (Ul xg 1P+ 11, P72
element odwrotny (x> X)) 1= (g )% || (g x) 17

Funkcje oktonionowe
Wsrod podstawowych poje¢ analizy matematycznej znajdujg sie funkcje elementarne, takie jak funkcja
eksponencjalna czy funkcje trygonometryczne. W analizie rzeczywistej i zespolonej definiuje si¢ je na wiele
rownowaznych sposobow, m.in. jako sumy pewnych szeregdw potegowych. W ten sam sposob postepuje sig
w analizie kwaternionowej i oktonionowej [Morais 2014]. Przytoczone zostana jedynie wersje oktonionowe tych
funkcji.
Niech o € 0. Funkcje eksponencjalng zmiennej oktonionowej o definiuje si¢ jako
e®=exp(0) =0%/0! +0!' /11 +0%/2! +0%/3! + ...
W analizie kwaternionowej i oktonionowej funkcja eksponencjalna ma bardzo ciekawa wtasnos¢. Wzor
exp(o, + 0,) = exp(o,) - exp(o,)
jest prawdziwy wtedy i tylko wtedy, gdy mnozenie tych dwoch wybranych oktoniondéw jest przemienne, tzn.
0,0, = 0, - 0,. ROwnos¢ ta zachodzi tylko gdy oba oktoniony sa liczbami rzeczywistymi lub zespolonymi, albo
zawieraja jedna (ta sama) jednostke urojong i czes$¢ rzeczywista. Ponadto, zapisujac oktonion o za pomoca jego
czgsci rzeczywistej Re(o) :==r, i urojonej o =1Im(o) :=r e +r, e, +tr,-e,+tr, e, +tri-e,+ro-e +r; e,
atakze wprowadzajac tzw. funkcje znaku oktonionu sgn(o):=o/| o ||, otrzymuje si¢ wzor znany z analizy
zespolone;j
exp(0) = eR (cos || o || + sgn(o) - sin || o ||).
Naturalng konsekwencja tej rdwnosci jest uogdlnienie wzoru Moivre’a na dowolng catkowita potege liczby
oktonionowe;j.
Funkcje trygonometryczne zmiennej oktonionowej definiujemy w analogiczny sposob, za pomoca
szeregow znanych z analizy rzeczywistej. Korzystajac jednak z tych definicji mozna wyprowadzi¢ znane wzory
sin(o) = —sgn(o) - (e° &) — g7 sen@) /2
cos(0) = (e 52(®) — gm0 sen@) / 2
Powyzsze definicje pozwalaja na wprowadzenie wszelkich innych funkcji elementarnych (np. funkcji
potegowej dla dowolnego wyktadnika oktonionowego, czy logarytmicznej). Kazda z tych funkcji jest naturalnym
uogolnieniem funkcji zmiennej rzeczywistej i zespolonej (oraz kwaternionowej).
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Oktonionowa transformata Fouriera

Waznym narzedziem analizy sygnaldw rzeczywistych i zespolonych jest transformata Fouriera. Dzieki
niektorym wlasno$ciom, zwlaszcza dualnos$ci splotu i mnozenia, transformata Fouriera stala si¢ podstawowym
narzedziem opisu i analizy stacjonarnych systemow liniowych. Pojecie to mozna uogéIni¢ na algebry wyzszych
rzgdow. Znane i dobrze zbadane sa wlasnosci kwaternionowej transformaty Fouriera funkcji dwéch zmiennych,
ktéra znalazla zastosowanie m.in. w analizie obrazéw kolorowych czy w znakowaniu wodnym [Snopek 2013].

Transformate Fouriera uogélnia sie rowniez na przypadek algebry oktonionéw. Niech u: R3 —» R bedzie
funkcja trzech zmiennych o wartosciach rzeczywistych. Oktonionowa transformate Fouriera (ang. Octonion
Fourier Transform — OFT) funkcji u definiuje si¢ jako

Uy, 1o /) = IIJ g3 U0, X, X3) e 1IN g2 ¢Tea293 dy, dlx, dix,

i mnozenie oktoniondw w powyzszej calce odbywa sie od lewej do prawej. Prawdziwy jest rowniez wzor
na transformate odwrotna, tzn.
u(x,, X, X;) = 1f o3 U(f,, [0 1) €542933 e22m2x2 eer2m1x1 df: df, df,.

W literaturze nie pojawiaja si¢ informacje na temat oktonionowe;j transformaty Fouriera, jednak prawdziwe
sa pewne wlasno$ci analogiczne do tych, ktére sa znane dla klasycznej transformaty Fouriera i transformaty
kwaternionowej. W szczegolnosci prawdziwe jest Twierdzenie o symetrii

U 15,1) = (0 ° 0y ° ) (UL, 1, 15)),

Ul = 15) = (a5 © oy © 0)(U(f), £.. 1))

Ul 1o =15 = (0 © oy © 0)(U(), £.. 1))
gdzie afo) =— ¢, 0-e,dlai=1, ..., 7, sa inwolucjami, a ° oznacza zlozenie funkcji. Prawdziwe sa réwniez
odpowiedniki twierdzen o modulacji, o przesunigciu czy o transformacie pochodne;.

Pakiet Octonions

Srodowisko Mathematica oferuje pakiet Quaternions, w ktorym zaimplementowane zostaly funkcje
obstugujace nowy format liczb, tzn. kwaterniony [Falcdo, Miranda 2011]. Nadpisane zostaly metody
charakterystyczne dla liczb zespolonych, ktoére uogolnia si¢ na algebry kwaterniondw. Stanowilo to inspiracje
do przygotowania pakietu Octonions, ktory obshuguje algebre oktonionow.

Oktoniony stanowia w tym pakiecie odrebna strukture liczb, wywolywana jako osemka liczb
rzeczywistych:

Octonion[x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7].
Struktura zostata zdefiniowana w taki sposdb, by mozliwe bylo réwniez odwotanie si¢ do zmiennej typu
Octonion jak do listy.

Stworzenie nowej struktury danych wymagato zaimplementowania podstawowych dziatan, tzn. dodawania
(przeciazony operator +) i mnozenia. W tym przypadku przeciazono symbol nieprzemiennego mnozenia * *
obecnego rowniez w pakiecie Quaternions. Istotne w tym przypadku byto réwniez nadanie wilasnosci braku
facznosci w przypadku tego dziatania. Dodatkowo zaimplementowano mozliwo$¢ dodawania i mnozenia przez
jednostki urojone dostepne w formacie E1, E2, ..., E7. Pozwala to na automatyczne wygenerowanie tabelki
mnozenia oktonionow. Efekt zaprezentowano na ryc. 1. W pakiecie dostgpnych jest rowniez wiele funkcji
podstawowych, znanych z pakietu Quaternions. List¢ dostgpnych funkcji zamieszczono w tab. 2.

Tab.2. Funkcje dostepne w pakiecie Octonions.

funkcja dziatanie
Octonion[x0,x1,x2,x3,x4,x5,%x6,x7] konstruktor obiektu typu Octonion
Conjugate[o] liczba sprzgzona
Abs[o] modut
Norm[o] kwadrat modutu
Re[o] cze$¢ rzeczywista
Im[o] czes¢ urojona
Sign[o] znak oktonionu
AbsEl17[o0] modut czesci urojonej
SignE1l7[0] znak czg$ci urojone;j
Divide[ol,02] dzielenie dwoch oktonionow
Explo] funkcja eksponencjalna
Sin[o] funkcja sinus
Cos[o] funkcja cosinus
Integrate(u, {x,a,b}] catkowanie funkcji u zmiennej x w przedziale (a, b)
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| 1 E1l E2 E3 E4 ES E& E7

1 1 El E2 E3 E4 ES E6& E7
E1l El =4 E3 -E2 E5 -E4 -E7 E6
E2 E2 -E3 =¥ El E6 E7 -E4 -ES
E3 E3 E2 -E1 =, E7 -E6 E5 -E4
E4 E4 -E5 -E6 -E7 i 8 El E2 E3
ES ES E4 -E7 E6 —Hl: =1 -E3 E2
E& E& E7 E4 -ES5 -E2 E3 =3 -El
E7 E7 -E6 ES E4 -E3 -E2 El =

Ryc. 1. Tabelka mnozenia oktoniondw.

W celach wizualnych zaimplementowano rowniez mozliwos¢ wyswietlania oktonionu w formie
analogicznej do liczby zespolonej, tzn. jako 6semki liczb rzeczywistych z odpowiednimi jednostkami urojonymi.
Odpowiada za to funkcja FromOctonion, a jej przyktadowe uzycie pokazano na ryc. 2.

Inj2291= X = Octonion[xrg, ¥y, X3, ¥3, ¥4, Y5, ¥g, X7];

FromOctonion [x]

out230= ro+Elry +E2r; +E3r; +Ed4ry +ESrs +E6rg + ET 1p

Ryc. 2. Przyktadowe wywotanie funkcji FromOctonion.

Wazng czes$cia pakietu Octonions jest implementacja oktonionowej transformaty Fouriera funkcji
rzeczywistych 3 zmiennych. Dziala ona w sposéb symboliczny (a wigc tylko dla tych funkcji, dla ktérych
$rodowisko Mathematica potrafi obliczy¢ catke Fouriera w sensie klasycznym). Transformata wywolywana jest
komenda OFT[u, x, f], gdzie u jest funkcja trzech zmiennych, ktérych nazwy zawarte sa w wektorze
(3-elementowym) x, a £ to wektor (3-elementowy) nazw trzech zmiennych czestotliwosciowych. Przyktadowe
wywolanie funkcji OFT zaprezentowano na ryc. 3. Pakiet Octonions, przygotowany w $rodowisku Mathematica
w wersji 10.0 mozna obecnie pobrac ze strony internetowej autora tego artykutu:

www.ire.pw.edu.pl/~Iblaszcz/nauka/CS.html.

inf23sp= £[x1 , x2 , x3 | =Exp[-((x1)*2+ (x2) 2 + (x3) ~2)] (Cos[x1l] +Sin[x2]) ;
infz3ep= P[£f1 , £2 , £3 | = OFT[£[x1, x2, x3] , {x1, x2, x3}, {£f1, £2, £3}];

in[237)= FromOctonion[F[£;, £5, £3]]

Ryec. 3. Przyktadowe wywotanie funkcji OFT.

3. Podsumowanie

Ze wzgledu na brak pewnych wilasnosci mnozenia (przemiennosci i lgcznosci) operacje w algebrze
oktonionéw staja sie bardzo skomplikowane. Zaimplementowanie pakietu do obliczen symbolicznych
w $rodowisku Mathematica sprawia, ze czg$¢ z tych obliczen ulega znacznego uproszczeniu i przyspieszeniu.
Zmniejsza to rowniez ryzyko popetnienia btedéw wynikajacych z licznych indeksow. Badanie wilasnosci
oktonionowej transformaty Fouriera, ktdre do tej pory pozostaja nieodkryte, staje si¢ dzieki temu prostsze
i efektywniejsze.

Pakiet w obecnej formie bedzie si¢ jeszcze rozwijal. Wciaz pozostaja do zaimplementowania kolejne
funkcje elementarne, jak i zagadnienia zwiazane z obliczeniami numerycznymi. Pakiet dostepny w tej chwili
stanowi jedynie baze do dalszej pracy i w przysztosci bedzie rozszerzany.
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