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»Niebezpiecznie wychodzi¢ za wlasny prdg, moéj Frodo! — powia-
dat nieraz. — Trafisz na goSciniec i jesli nie powstrzymasz swoich
ndg, ani sie spostrzezesz, kiedy cie poniosq. (...)”

“It’s a dangerous business, Frodo, going out of your door,” he
used to say. “You step into the Road, and if you don’t keep your

feet, there is no knowing where you might be swept off to. (...)”

J. R. R. Tolkien, Wiadca Pierscieni. Druzyna Pierscienia
(thum. M. Skibniewska)






Podziekowania

Rozprawa doktorska, ktora jest zwienczeniem blisko czterech lat pracy, nie miataby
szans powstac¢, gdyby nie nieoceniona pomoc bardzo wielu oséb. Ich obecnosé sprawiata, ze
wszystkie sukcesy przynosity jeszcze wigcej radosci, a ich zrozumienie i wsparcie pozwolity

przetrwa¢ momenty nieco trudniejsze.

Pragne podziekowaé¢ mojej promotor, dr hab. inz. Kajetanie Snopek, ktora opie-
kowata sie moim rozwojem naukowym juz od czasu pisania pracy inzynierskiej, i ktorej
prace w dziedzinie sygnaléw hiperzespolonych byty dla mnie najwicksza inspiracja i skto-
nity do wybrania tej tematyki doktoratu. Dziekuje réwniez za wszystkie rozmowy, ktore

od czasu do czasu przypominaty mi, ze studia doktoranckie to nie tylko praca naukowa.

Dzigkuje takze dr. inz. Konradowi Werysowi, ktory sprawil, ze rozpoczatem moja
przygode z pracg naukowsq i miatem przyjemnos¢ spedzi¢ kilka owocnych lat w Instytucie
Kardiologii w Warszawie. To wtasnie dzieki Konradowi pojechatem na pierwsza w mojej
karierze konferencje do Barcelony i miatem przyjemnosé¢ wystuchaé¢ wyktadu Emmanuela
Candesa, ,0jca” teorii oszczednego probkowania. Za namowami Konrada zdecydowalem
sie tez rozpoczac studia z matematyki i podjatem wyzwanie, jakim byty studia doktoranc-
kie. Ogromne podzieckowania naleza sie dr Agnieszce Badenskiej, do ktorej przysze-
dtem tuz po wspomnianej konferencji, i ktéra postanowita wspolnie ze mng zajac sie ta
tematyks. Agnieszka nie tylko wprowadzita mnie w $wiat matematyki wyzszej i nauczyta
matematycznej precyzji w formutowaniu mysli, ale takze wspierata we wszystkich chwilach
zwatpienia, zarowno tych naukowych, zawodowych jak i prywatnych. Jestem niezwykle

wdzieczny Agnieszce za cierpliwosé i caty poswiecony mi czas.

Studia na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej
daty mi mozliwo$¢ rozwiniecia sie nie tylko naukowo w dziedzinie, o ktoérej pisze w rozpra-
wie. Dzieki prof. Krzysztofowi Chelminskiemu moglem sprawdzi¢ sie w roli dydak-
tyka, a takze wprowadzi¢ w swoim zyciu tradycje corocznych wedréwek po Bieszczadach.
Prof. Chelminski wspieral mnie réwniez w moich staraniach o prace na uczelni i dat

mozliwosé zrealizowania wielu (czasem szalonych) pomystéw naukowo-dydaktycznych.

Wyrazy wdziecznosci kieruje réwniez do instytucji, ktore wieloma stypendiami wspie-
raly mnie finansowo przez ostatnie cztery lata — Wydzialtu Elektroniki i Technik
Informacyjnych Politechniki Warszawskiej oraz Fundacji Wspierania Rozwoju

Radiokomunikacji i Technik Multimedialnych przy Politechnice Warszawskie;j.



Wyjatkowe wyrazy podzigkowania naleza si¢ moim przyjaciotom, ktérzy uparcie me-
czyli mnie pytaniem A jak tam doktorat?” i nigdy nie dopuszczali myéli, ze co§ mogtoby
si¢ nie uda¢. Niezliczone wieczory przy grach planszowych byty odskocznia po calym dniu
pracy i pozwalaty mi na chwile zapomnie¢ o trudach codziennosci. Szczegolne podzieko-
wania kieruje do Wojtka, ktéry pomogt mi walczy¢ z niedoskonatosciami jezykowymi tej
pracy. Dzigkuje Justynce, Nikoli, Jankowi, Ani, Bartkowi, Patrykowi, Rafalowi,
a takze tym wszystkim, ktorych nie udato mi si¢ tu wymieni¢. Za to, ze znosili moje
marudzenie w chwilach stabosci i nie pozwolili mi si¢ podda¢, a takze za to, ze mogtem

dzieli¢ sie z nimi radoscig z kazdego sukcesu.

Mysle, ze jest to dobre miejsce réwniez na podziekowania mniej powazne, cho¢ rownie
szczere. Cheiatbym podziekowaé George’owi Lucasowi i tym wszystkim, ktorzy stworzyli
Gwiezdne wojny. Jest to niezwykte zjawisko i pasja, ktora juz od wielu lat sprawia mi
nieopisang frajde, inspiruje mnie i dodaje energii, a w gorszych momentach pozwala uciec

do zupelie innego (i jakze rozleglego) swiata.

Na koniec zostawiam specjalne i tak naprawde najwazniejsze podzickowania — dzigkuje
moim Rodzicom oraz calej mojej Rodzinie za wiare we mnie i bezgraniczne wsparcie.
Za czeste 1 nieraz bardzo dhugie rozmowy, ktore dodawaty mi nowych sit do dalszej pracy.
Za bycie wzorem do nasladowania, nie tylko w ,zwyklym” zyciu, ale takze jako nauko-
wiec i nauczyciel. Za martwienie sie (czasem bardziej niz ja), czy wszystko p6jdzie dobrze,
i wspolna rados¢, gdy juz okazywalo sie, ze tak. Rozprawe chciatbym natomiast zadedy-
kowaé¢ mojemu Dziadkowi, ktérego usmiech i poczucie humoru na zawsze pozostanie

W mojej pamieci.

Dzigkuje,



Streszczenie

Sygnaty i systemy modeluje sie we wspotczesnej nauce i technice zazwyczaj za pomoca
funkcji o wartosciach w ciele liczb rzeczywistych lub zespolonych. W ostatnich latach po-
pularnos¢ zyskuje jednak podejscie hiperzespolone, ktore wykorzystuje m.in. kwaterniony
i oktoniony. Niniejsza rozprawa poswiecona jest zastosowaniu tych dwéch algebr (ktére
sa przykladami algebr Cayleya-Dicksona) w pewnych zagadnieniach teorii sygnatéw.

Praca zostata podzielona na dwie czesci. Pierwsza z nich skupia si¢ na uogélnieniu na
algebre kwaternionow teorii oszczednego probkowania, dynamicznie rozwijajacej sie dzie-
dziny nauki stworzonej okoto 10 lat temu przez E. Candesa i taczacej zaré6wno matematyke
jak i nauki inzynierskie. Jej podstawg jest fakt, ze wektory rzadkie (tzn. majace niewiele
niezerowych wspo6trzednych) moga by¢ zrekonstruowane z niewielkiej liczby liniowych po-
miaréw za pomoca nieliniowych algorytméw rekonstrukeji (np. minimalizacji normy /¢;).
W rozprawie dowodzimy, ze jesli kwaternionowa macierz pomiarowa ma tzw. wlasnos¢
ograniczonej izometrii (z odpowiednio malg stata) to dowolny wektor moze zostaé zre-
konstruowany w sposéb stabilny (tzn. z bledem ograniczonym przez btad pomiarowy oraz
btad najlepszego rzadkiego przyblizenia wektora) z niewielkiej liczby liniowych pomiaréw
za pomocy algorytmu minimalizacji normy ¢;. Wykazujemy réwniez, ze kwaternionowe lo-
sowe macierze gaussowskie maja (z duzym prawdopodobienstwem) wtasno$¢ ograniczonej
izometrii, zatem spetniaja zatozenia wspomnianego twierdzenia.

W drugiej czedci zajmujemy sie rozszerzeniem klasycznego pojecia transformacji Fou-
riera na przypadek algebry oktonionéw. Definiujemy pojecie oktonionowej transformacji
Fouriera i wykazujemy szereg jej wlasnosci (m.in. twierdzenie o hermitowskiej symetrii,
twierdzenia Parsevala i Plancherela, a takze twierdzenie o dualnosci splotu i mnozenia),
ktore maja swoje odpowiedniki dla klasycznego przeksztatcenia. Udowodnione w tej czesci
twierdzenia stanowig podstawe oktonionowej teorii sygnaléw i punkt wyjscia do dalszych
prac, w tym praktycznych zastosowan, m.in. w analizie sygnatéw i systemdéw 3D modelo-

wanych za pomoca rownan rézniczkowych czastkowych.

Stowa kluczowe: algebry Cayleya-Dicksona, algebra kwaternionéw, oszczedne probko-

wanie, algebra oktonionéw, oktonionowa transformacja Fouriera



Abstract

Signals and systems modelling in modern science and technology is based mainly on
real- and complex-valued functions. However, in recent years a hypercomplex approach
has become popular, utilizing i.a. quaternions and octonions. This dissertation is devoted
to the application of these two algebras (which are examples of Cayley-Dickson algebras)
in some fields of the signal theory.

The dissertation is divided into two parts. The first one focuses on the generaliza-
tion of the compressed sensing theory to the quaternion algebra. Compressed sensing is
a still rapidly developing field of science, initiated about 10 years ago by E. Candes which
involves both mathematics and engineering sciences. It is based on the fact that sparse
vectors (i.e. having few non-zero coordinates) can be reconstructed from a small number
of their linear measurements by nonlinear reconstruction algorithms (e.g. ¢;-norm mini-
mization). In the dissertation we prove that if a quaternion measurement matrix has the
so-called restricted isometry property (with a suitably small constant) then any vector
can be reconstructed in a stable manner (i.e. with error of reconstruction bounded by the
measurement error and the error of the best sparse approximation) from a small number
of its linear measurements using the ¢;-norm minimization algorithm. We also show that
the quaternion Gaussian random matrices have (with overwhelming probability) the re-
stricted isometry property, hence fulfills the assumptions of the abovementioned theorem.

In the second part, we deal with the extension of the classical concept of Fourier
transform to the octonion algebra. We define the octonion Fourier transform and prove
a number of its properties (including the Hermitian symmetry theorem, the Parseval and
Plancherel theorems and the theorem on convolution-multiplication duality) which have
their analogues for classical transformation. Theorems proved in this part form the basis
of the octonion signal theory and are the starting point for further work, including finding
practical applications, e.g. in the analysis of signal and 3D systems modeled by partial

differential equations.

Keywords: Cayley-Dickson algebras, quaternion algebra, compressed sensing, octonion

algebra, octonion Fourier transform
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Wstep

We wspotcezesnej nauce i technice modelowanie sygnaléw i systeméw przetwarzajacych
te sygnaly opiera si¢ przede wszystkim na funkcjach (zmiennej ciagltej lub dyskretnej)
o wartosciach w ciele liczb rzeczywistych lub zespolonych. Jest to jednak podejscie, ktore
narazone jest na réznego rodzaju ograniczenia wynikajace z natury tych liczb. W ostatnich
latach popularnos¢ zyskuje alternatywne podejscie, w ktorym do opisu pewnych sygnatoéw
wystepujacych w codziennym zyciu (np. obrazéw kolorowych) wykorzystuje sie algebry
hiperzespolone, m.in. algebry Cayleya-Dicksona. Stanowig one naturalne uogélnienie ciata
liczb zespolonych i umozliwiaja spojrzenie na teorie sygnaléw pod nieco innym katem.
W stosunku do klasycznej teorii sygnatow, jest to podejscie stosunkowo nowe i w bardzo
wielu aspektach wcigz niezbadane.

Niniejsza rozprawa poswiecona jest wykorzystaniu algebr Cayleya-Dicksona w analizie
sygnatow. Szczegdlny nacisk poltozony zostal na dwie algebry — kwaternionéw i oktonio-
néw. Aby zaprezentowa¢ mozliwosci, jakie niesie ze sobg zastosowanie struktur hiperzespo-
lonych, w pracy wyrédznione sa dwa tematy, na ktorych skupiaja sie poszczegolne rozdziaty.

Pierwszy z nich poswiecony jest kwaternionom i zastosowaniu ich w nowej dziedzi-
nie teorii sygnalow, tzn. w teorii oszczednego probkowania (ang. compressed sensing).
Zmierzenie sie z tg tematyka wydaje sie uzasadnione ze wzgledu na potencjalne aplikacje,
m.in. w przetwarzaniu obrazéw kolorowych, ale jest takze odpowiedzig na biezace trendy
w literaturze tematu. Zaczely pojawia¢ sie prace, w ktorych autorzy wykonuja ekspe-
rymenty numeryczne dotyczace wykorzystania znanych metod oszczednego probkowania
w algebrze kwaternionow, jednak bez zadnego matematycznego uzasadnienia. Dopiero
rozwazania, ktore zostaly opisane w rozprawie pokazaly, ze sukcesy tych eksperymentéw
sg teoretycznie uzasadnione, a nie sg tylko dzietem przypadku.

Drugim zagadnieniem poruszanym w rozprawie jest wykorzystanie algebry oktoniondéw
do uogodlnienia pewnych klasycznych pojeé¢ znanych w teorii sygnatéw, m.in. do zdefinio-
wania oktonionowego przeksztatcenia Fouriera. W literaturze mozna spotkaé gtownie roz-
wazania na temat wykorzystania hiperzespolonych algebr Clifforda, np. do zdefiniowania
transformacji Fouriera w sensie Clifforda. Prace dotyczace transformacji Fouriera w sensie
Cayleya-Dicksona prowadzone byly gléwnie przez zesp6t prof. Hahna na Wydziale Elek-
troniki i Technik Informacyjnych Politechniki Warszawskiej, jednak wigkszos¢ wlasnosci
nie zostata formalnie wyprowadzona. Wyniki zaprezentowane w rozprawie w znaczacy

sposob rozszerzaja te teorie.
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1. Uklad i teza pracy

1. Uktad i teza pracy

Praca ta zostala zrealizowana w Pracowni Sygnalow i Sieci Radiokomunikacyjnych
Zaktadu Radiokomunikacji w Instytucie Radioelektroniki i Technik Multimedialnych pod
kierunkiem dr hab. inz. Kajetany M. Snopek w latach 2013-2017. Zawiera ona rowniez
opis wynikow badan prowadzonych we wspotpracy z dr Agnieszka Badensks z Wydziatu
Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej.

Rozprawa sktada sie z pieciu czesci: Wstepu, dwoch wlasciwych rozdziatow pracy,
Podsumowania i wnioskéw konicowych oraz Dodatkéw. Wstep i poszczegdlne roz-
dzialy zostaly podzielone na tgcznie osiem sekcji.

W dalszej czesci Wstepu, tzn. w Sekcji 2, wprowadzimy teoretyczne podstawy oma-
wianej problematyki. W zwiezty sposoéb przedstawimy algebry Cayleya-Dicksona, ktére
beda wykorzystane w dalszej czesci pracy, tzn. kwaterniony i oktoniony.

Rozdzial 1 zawiera opis badan nad wykorzystaniem kwaternionéw w teorii oszczednego
probkowania i sktada sie z trzech sekcji. W Sekcji 3 zamieszczamy skrocony przeglad
literatury, na ktérej bazuja autorskie wyniki w tej dziedzinie. W Sekcji 4 przedstawiamy
szczegOtowe rozwazania teoretyczne na temat uogolnienia teorii oszczednego probkowania
na algebre kwaternionéw, ktore zobrazujemy numerycznymi eksperymentami w Sekcji 5.

W Rozdziale 2 skupiamy sie na oktonionowym podejsciu do teorii sygnatéow i syste-
mow. Zostal on podzielony na trzy sekcje. Sekcje 6 poswiecamy literaturze wprowadzaja-
cej do poruszanej tematyki. Sekcja 7 zawiera wyniki dotyczace oktonionowej transformacji
Fouriera, a w Sekcji 8 przedstawiamy mozliwe zastosowania tego przeksztalcenia w ana-
lizie systeméow 3D.

Ostatni rozdzial pracy zawiera podsumowanie otrzymanych wynikéw oraz pewne ko-
mentarze dotyczace dalszych mozliwych kierunkéw prac w poruszanej dziedzinie. W kon-
cowej czesci pracy zamieszczamy aneksy opisujace wykorzystywane narzedzia, ktére nie
dotycza bezposrednio poruszanej tematyki, ale stanowity pomoc w wykonywanych bada-
niach. W szczegdélnosci Dodatek B opisuje autorski pakiet do srodowiska obliczeniowe-
go Mathematica, ktory umozliwit wykonywanie skomplikowanych obliczen symbolicznych
w algebrze oktonionéw.

Ze wzgledu na obszerno$¢ rozwazanej tematyki i wyodrebnienie dwdch (pozornie nie-
zaleznych) czedci, tezy zostaly sformutowane nastepujaco:

1. Klasyczng teorie oszczednego probkowania mozna rozszerzy¢ na przypadek sy-
gnatéw kwaternionowych i kwaternionowych macierzy pomiarowych.
2. Oktonionowa transformacja Fouriera ma wtasnosci, ktére pozwalajg na zastoso-

wanie jej w analizie sygnatéow i systeméow 3D.
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Wstep

2. Wprowadzenie do algebr Cayleya-Dicksona

2.1. Algebra kwaternionéw. Algebra kwaternionéw jest uogélnieniem liczb zespo-
lonych, a jej autorstwo przypisuje sie Sir Williamowi R. Hamiltonowi, ktéry uderzony
swoim odkryciem wyrylt w 1843 roku w kamieniu na moscie Broome w Dublinie stynny
napis

i’=j =K =ijk=-1
definiujacy reguty mnozenia kwaternionéw [98]. Teoria kwaternionéw zostata bogato
przedstawiona m.in. w [46,76,79].
Niech H = {1,1i,j,k} bedzie baza w 4-wymiarowej przestrzeni wektorowej (ozn. H)

nad ciatlem R. Mnozenie w H definiujemy wedtug réwnosci

(2.1) i’ =j?=k*=ijk = -1,

(2.2) j=—ji=k jk=-kj—i ki=—ik=]j.

Mozna tatwo zauwazy¢, ze rownosci (2.2) wynikaja wprost z (2.1). Reguly mnozenia wy-
godnie jest zapisa¢ rowniez w postaci tabeli (por. Tab. 2.1) lub grafu (por. Rys. 2.1).

Whprost z definicji wynika takze, ze mnozenie elementéw z algebry H jest rozdzielne wzgle-

dem dodawania, a mnozenie przez skalary (tzn. przez liczby rzeczywiste) jest przemienne,

tzn.
(2.3) Vo, 2cH r(y+2)=ay+xz, (y+z2)r=yzr+ zz,
(2.4) Veyermaer  T(Ay) = (Ax)y = A(zy).
1 i j k

1 1 i j k

i i -1 k —j

J -k -1 i

kK || k | § | =i | =1

TABELA 2.1. Reguly mnozenia w H.

RYSUNEK 2.1. Schemat mnozenia jednostek urojonych w H.
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2. Wprowadzenie do algebr Cayleya-Dicksona

DEeFINICJA 2.1. Elementy zbioru H wraz z operacjami algebraicznymi H jako prze-
strzeni wektorowej nad cialem R oraz mnozeniem zadanym réwnosciami (2.1) nazywamy

(rzeczywistymi) kwaternionami. Elementy i, j, k nazywamy jednostkami urojonymi.

Symbolu H uzywamy ze wzgledow historycznych, dla upamietnienia W. R. Hamiltona.

Kwaterniony ¢ € H bedziemy zapisywa¢ w postaci
(2.5) q=ro+mri+ryj+rsk, 7ro,7r1,7r2,73 €R

Majac na uwadze rozwazania na temat algebr wyzszych rzedéw, np. oktonionéw, czesto
wygodnie jest zastosowaé inne oznaczenia jednostek urojonych, tzn. zastapic i, j oraz k
symbolami e, e, oraz es.

Kwaterniony sa przyktadem tzw. hiperzespolonych algebr Clifforda [63]. W ogdlnosci
algebry Clifforda C?, ,(R) konstruuje si¢ jako 2Pt %-wymiarowe przestrzenie wektorowe nad

cialem R. Rozwazmy uktad wektoréow

{ela <5 €py €pi, .. 7ep+q}7

dla ktérego reguty mnozenia sa zdefiniowane rownosciami

2
Vi:l,...,n €, = &,
Vij=1,.n €€ + e;e; = 2¢;0;,

gdzieg; =1dlai=1,...,p,e;=—1dlat=p+1,...,p+ q oraz J;; jest klasyczng delty
Kroneckera. Dodajac aksjomat taczno$ci mnozenia, uktad wektoréow

{eA;Ag{l,...,’rL}},

gdzie eq = ey, ...ep, dla A = {hy,... hy} oraz ey = 1, tworzy baze przestrzeni wek-
torowej Cl,,(R). Mozna tatwo zauwazy¢, ze Cly1(R) jest izomorficzna z ciatem liczb
zespolonych C, a algebra Clyo(R) to algebra kwaternionéow H.

Jak wspomnieliSmy, kwaterniony sa uogoélnieniem liczb zespolonych, zatem w sposéb

naturalny rozszerzaja sie na nie klasyczne pojecia zwigzane z liczbami zespolonymi.

DEFINICJA 2.2. Niech ¢ € H bedzie postaci (2.5). Liczbe ry € R nazywamy czescig
rzeczywistq (skalarng) kwaternionu, natomiast i+ roj + rsk nazywamy czescig urojong

(wektorowq) kwaternionu. Wprowadzamy oznaczenie
Re(q) :=19, Im(q) :=rii+ roj + rsk.
Kwaterniony ¢ € H takie, ze Re(q) = 0 nazywamy czystymi kwaternionams.

Gdy nie bedzie budzito to watpliwosci, bedziemy stosowaé zapis wektorowy q := Im(q).
Wowcezas ¢ = 1o + q. Zwroémy uwage na réznice w stosunku do liczb zespolonych. Czesé
urojona liczby zespolonej to liczba rzeczywista, ktéra stoi przy jednostce urojonej. Z kolei
czesé urojong kwaternionu, tzn. q mozemy utozsamiaé¢ z wektorem w przestrzeni R3.
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DEeFINICJA 2.3. Niech ¢ = ro + ri + roj + r3sk € H. Sprzezeniem kwaternionowym

nazywamy funkcje
T H—H;  g:=Re(q) —Im(q) = ro — r1i — raj — rsk.
Z bezposredniego rachunku wynikaja wtasnosci zebrane w ponizszym fakcie [76].

FAKT 2.4. Niech q € H. Zachodzq ponizsze wzory:

q+4q q—dq
1 ) .. )
(2.7) ﬁz—§(Q+1-q~1+J-q~J+k-Q~k)-

Whprowadzmy grupe trzech dziatan na kwaternionach. Niech ¢ = rq+rii+roj+rsk € H
i zdefiniujmy
(2.8) ar(g)=—-i-q-i,  a(@)=-j-q¢J a9 =-k ¢k
Przeprowadzajac bezposredni rachunek otrzymujemy
ay(q) = 1o+ i — roj — 13k,
aa(q) = ro — rii + roj — 13k,
az(q) = rg —ri— roj + r3k.

Kazda z tych funkcji jest anty-inwolucja, tzn. jest funkcja R-liniowa, ay(cy(q)) = ¢ oraz
zachodzi wlasnosé ay(q1 - q2) = au(q1) - au(ge) dla ¢ =1,2,3 [79].

UWAGA 2.5. Z Faktu 2.4 wynika natychmiast, ze sprzezenie kwaternionowe moze by¢
wyrazone za pomoca anty-inwolucji danych wzorami (2.8). Jest to inwolucja, tzn. jest

funkcjg R-liniowa, § =qiq1 - G2 = @ - G1-

Poniewaz utozsamiamy algebre H z przestrzeniag R* to w naturalny sposéb wpro-
wadza si¢ definicje normy kwaternionu tak, jak dla dowolnych rzeczywistych przestrzeni
n-wymiarowych. W ten sam sposéb wprowadza si¢ norme liczb zespolonych (utozsamia-
nych z przestrzenia R?). Z tego utozsamienia wynika natychmiast prawdziwo$é¢ Faktu 2.7,

a przeprowadzajac bezposredni rachunek otrzymujemy dowod Faktu 2.8 i Twierdzenia 2.9.

DEFINICJA 2.6. Niech ¢ = rg +rii+12j +rsk € H. Normg kwaternionowg nazywamy

[ =Ry U0} o] = /g +r8 408413
Kwaterniony ¢ € H takie, ze |¢| = 1 nazywamy kwaternionami jednostkowyms.

FAKT 2.7. Niech q,q1,q2 € H, A € R. Wowczas
(a) lql=0 & ¢=0,
(b) [A-ql = 1Al -ldl,
(©) lar + a2l <lai] + gzl
15



2. Wprowadzenie do algebr Cayleya-Dicksona

FAKT 2.8. Niech q € H. Wowczas

() l¢’=q-7=7q,
(b) |q| = [q] = |—4l.

TWIERDZENIE 2.9. Niech q € H bedzie taki, ze Re(q) =0 (tzn. ¢ = q). Wowczas
¢ =—laf*.
Dziatania na liczbach zespolonych majg wiele wtasnosci znanych z liczb rzeczywistych.
Kwaterniony natomiast tworza nieprzemienng algebre 4-ego rzedu nad cialem R. W ogdl-

nosci q - go # o - q1- Jest to jednak algebra {gczna, tzn. dla wszystkich q1,¢2,q3 € H
zachodzi q1 - (q2 - g3) = (q1 - q2) - 3. Prawdziwy jest réwniez ponizszy fakt.

FAKT 2.10. Niech q1,qo € H. Wowczas

(@ a =0 a,

(b) |1 - ¢2| = |a] - 2l

Tak jak w przypadku cial liczb rzeczywistych i zespolonych, w algebrze kwaternionow

zdefiniowane jest takze pojecie elementu odwrotnego, o czym méwi ponizszy fakt.

FAKT 2.11. Dla dowolnego niezerowego kwaternionu q € H istnieje dokladnie jeden
L= ¢ 1. qg=1. Ponadto ¢! = i? 1 dla

lq|

element odwrotny q=* € H, tzn. taki ze q - ¢~

q1,q2 € H, q1,q92 # 0, zachodzi wzor

(2.9) () =6 a

Mozemy zatem jednoznacznie wprowadzi¢ dzielenie kwaternionéow. Nieprzemiennosé
mnozenia sprawia jednak, ze okresla sie zaréwno dzielenie prawe jak i lewe, tzn. dla

q1,q2 € H, g5 # 0, definiujemy

@ a2 R B P
—a ©\O =G =y
2] |2

Kwaterniony sa wiec algebrg z dzieleniem (ang. division algebra). Podsumowujac, al-

O/ =qg " =

gebra kwaternionow spetnia wszystkie aksjomaty ciata, poza przemiennoscig mnozenia.
W zwigzku z tym przyjeto sie nazywac ja czasem cialem nieprzemiennym.

Istotne z punktu widzenia analizy sygnaléow sa funkcje elementarne zmiennych kwa-
ternionowych, ktorych wartosci sa kwaternionami, m.in. funkcja wyktadnicza. W anali-
zie rzeczywistej 1 zespolonej funkcje wyktadnicza definiuje si¢ na rézne sposoby [73,91].

W przypadku kwaternionow zastosujemy jeden ze znanych sposobéw [76].

DEeFINICJA 2.12. Niech q € H. Funkcjg wykladniczg kwaternionu nazywamy

[e.9] n

(2.10) exp(g) = et := 3 L

gdzie e = lim (1+1)" jest liczba Eulera.
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TWIERDZENIE 2.13. Dla dowolnego q € H, q = rog 4+ ri+ roj + rsk = ro + q, zachodzi

(2.11) el = e (cos la] + 9 in ]q|> :

[]

UWAGA 2.14. W ogélnosci nie jest prawdziwy wzér ePe? = et p,qg € H. Mozna
jednak pokazaé, ze wzor ten jest prawdziwy, jesli pqg = ¢p. Tak jak dla funkcji wyktadniczej

zmiennej zespolonej, zachodzi e? # 0 dla ¢ € H.

Kazda liczbe zespolong mozna przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej oraz wyktad-
niczej
z = |z| (cosf +isinf) = |z| €, z € C,
gdzie 0 jest pewna liczba z przedziatu [0, 27). Ze wzgledu na przemiennosé mnozenia liczb
zespolonych, postaé ta znacznie utatwia obliczenia, zwtaszcza potegowanie. Dla kwaternio-
noéow mozemy uzyska¢ analogiczng posta¢. Dowolny niezerowy kwaternion ¢ = rq+q € H

mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej [76]

(2.12) q=lq|- (cosﬁ + qsin@) :
ql
gdzie 6 € [0, ] jest rozwiazaniem uktadu réwnan
(2.13) cosf = E, sinf = @
lqi lqi

Zauwazmy, ze zapisujac p = ‘%ﬂ, na mocy Twierdzenia 2.13 otrzymujemy ponadto

6
e = cos |Op| + |€5| -sin [Qp|

0
= cosf + B Ging
|01
=cosf + p - sinf.
Otrzymujemy stad posta¢ wykladniczg kwaternionu q € H, g # 0:
(2.14) q=lq| - €™,

gdzie p = 1oy oraz 0 € [0, 7] jest rozwiazaniem uktadu réwnan (2.13).
Z powyzszych wzoréw mozna natychmiast wyprowadzi¢ rownowazne definicje funkeji

trygonometrycznych argumentu rzeczywistego, w szczegdlnosci
1 1
— 2 (ph 4 e Ny — mo _ ,—pa
cosa—Q(e +e ), 8111()4—2“(6 e ),

gdzie p jest dowolnym jednostkowym kwaternionem o zerowej czesci rzeczywistej. Sa to

wzory znane réwniez z analizy zespolonej (w szczegdlnym przypadku p = i) [73,91].
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2. Wprowadzenie do algebr Cayleya-Dicksona

Postaé¢ (2.14) nie jest jedyna forma postaci wyktadniczej. Mozna takze uzyskaé postac,
w ktorej kazda z jednostek urojonych i, j, k jest reprezentowana przez oddzielng funkcje
wyktadniczg, a wiec mie¢ posta¢ odpowiadajaca postaci wykltadniczej liczby zespolonej
(gdzie zawsze w wyktadniku mamy jednostke urojona 1i).

Niech ¢ = ro + 711 + o) + r3k € H. Bedziemy oznaczac

arg;(q) = arctgo(r1,70), arg;(q) = arctgo(ra,70), argy(q) = arctga(rs, o),

gdzie arctg (-, -) jest funkcja odwrotna do funkcji tangens, ale uwzgledniajaca znak po-
szczegblnych argumentow. Zatem arg,(-), ¢ = i, j, k, jest funkcja zwracajaca kat, jaki z osia
rzeczywista tworzy rzut wektora g na ptaszczyzne rozpinang przez oS rzeczywista i od-
powiedniag o$ urojona. Biilow wykazal, ze dowolny kwaternion mozna zapisa¢ w postaci

danej ponizszym twierdzeniem, ktére cytujemy za [19].
TWIERDZENIE 2.15. Dowolny kwaternion q € H mozna zapisac w postaci

91 1| o8 UK 0] _ [_” 7T> [_” 77}
(2.15) ¢=lgle”e™ e, e l-mm), e -5, 5), ve |-

UWwWAGA 2.16. Przeprowadzajac dowod, Biilow podat réwniez schemat znajdowania
warto$ci poszczegolnych katoéw ¢, 6,1. Przebiega on wedtug kolejnych punktéw. Niech
q =19+ rii+rej+ rsk € H bedzie kwaternionem jednostkowym. Wéowczas

1
(a) ¢ = g arc sin(2(ryry — 1ro73)),
(b) jesli v € (=7, %), to
1 _
¢ = 5 arg;(gaz(q)),

6= Larg (01 (@),

2
jesli natomiast ¢ = £7, to nalezy wybrac jedng z mozliwosci:
¢ =0, b ¢ = 5 arg;(qas(7q)),
0 = ;5 argj(as(q)q), 0 =0,
(c) jesli e?le¥ke¥ = —q oraz ¢ > 0, to zamieniamy ¢ +— ¢ — T,
jedli eflevkeld = —q oraz ¢ < 0, to zamieniamy ¢ — ¢ + 7.

Katy ¢, 6,1 wprowadzone w Twierdzeniu 2.15 sa kgtami Eulera [11,19].

Poniewaz jedna z czedci tej pracy dotyczy przeksztatcen Fouriera, warto jeszcze wspo-
mnie¢ o rozniczkowaniu i catkowaniu funkcji o wartosciach kwaternionowych. Ograniczy-
my sie jednak do funkcji zmiennej rzeczywistej. Tak jak w przypadku funkcji o wartosciach
zespolonych, zar6wno pochodne (zwyczajne i czastkowe) jak i catke (jedno- i wielowymia-
rowa) obliczamy osobno dla czesci rzeczywistej i czynnikéw stojacych przy wszystkich
jednostkach urojonych. Wtasnosci rézniczkowania i catkowania pozostaja wiec takie sa-

me, jak w klasycznej teorii funkcji o wartosciach rzeczywistych.
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Ze wzgledu na zastosowania praktyczne, m.in. w teorii oszczednego proébkowania, kto-
rej poswiecony jest Rozdziat 1, nalezy zajaé sie takze kwaternionowymi odpowiednikami
przestrzeni wektorowych. Tak jak w przypadku rzeczywistym i zespolonym, rozwazamy n-
wymiarowe moduty prawostronne H" nad pierscieniem H [12,79], tzn. algebry, w ktérych

(H", +) jest grupa abelowa, a mnozenie -: H" x H — H" ma nastepujace wtasnosci:

Vx,yeHn, geH (x+y)-¢g=%x-q+y-q,
VxeHn, q,rell x-(g+r)=x-q+ty-r,
Vxelr, grel x-(qg-r)=(x-q)m
Ve x-1=x.

Wtasnosci te wynikaja z wlasno$ci mnozenia kwaternionéw. Jednak H nie jest ciatem, wiec
modut prawostronny H" nad H nie jest przestrzenia wektorowa. Jednak ze wzgledu na to,
ze pierscien H czasem nazywa sie cialem nieprzemiennym, przyjeto sie rowniez nazywac
modut prawostronny H"” nad pierscieniem H prawostronng przestrzenig wektorowq.
Niech x bedzie wektorem w n-wymiarowej przestrzeni H", n € N. Wektory interpre-

tujemy jako jednokolumnowe macierze x € H™*!, tzn.
_ T H
x = (1, T9,...,7n)", X1, Ta, ..., T, € H,

gdzie T oznacza transpozycje macierzy.
Podobnie jak w przestrzeniach rzeczywistych i zespolonych, kazda kwaternionowa ma-
cierz reprezentuje przeksztalcenie liniowe A : H" — H™ (na przestrzeni prawostronnej

nad H), ktére ma nastepujace wlasnosei:
vx,yeH",qu A(X + Y) = Ax + AY> A(XQ) = (AX)q

Wprowadzamy réwniez pojecie hermitowskiego sprzezenia macierzy kwaternionowej
A € H™" jako A* = AT. Oczywiscie A** = A. Ponadto z bezpoéredniego rachunku

otrzymujemy wtasnosci sprzezenia hermitowskiego, ujete w postaci ponizszego faktu.
FAKT 2.17. Niech A € H™", B € H"™¢, x € H" i ¢ € H. Wéwczas
(Agq)* =qA~, (qA)* = A™q, (Ax)" =x"A*", (AB)" = B*A™.

Definiuje sie takze funkcje majaca wtasnosci iloczynu skalarnego przestrzeni H", tak
jak w R™ czy C". Wprowadzmy dla x = (z1,...,2,)7,y = (Y1, ..., yn)T € H" funkcje

(2.16) (-,): H" x H* — Hj (x,y) =y"x = Z%mk
k=1
Stad réwniez wynika wzor na norme o wektora kwaternionowego x = (xy, ..., x,)" € H"
n L n 9
(2.17) Ixlly = /() = sz - szw
k=1 k=1

19



2. Wprowadzenie do algebr Cayleya-Dicksona

Przeprowadzajac bezposredni rachunek mozna wykazaé¢ ponizsze twierdzenie i natych-
miastowy wniosek. Fakty te, podobnie jak inne elementarne wtasnosci przestrzeni H",
przytaczamy za [4,15,79].

TWIERDZENIE 2.18. Funkcja (-,-) spelnia aksjomaty iloczynu skalarnego.
WNIOSEK 2.19. Funkcja |||, spetnia aksjomaty normy.

Zauwazmy, ze dla x,y € H" i ¢ € H zachodzi réwniez wlasnosé (x,yq) = 7 (x,y).
Nalezy jednak pamietaé, ze funkcja (-, -) nie jest iloczynem skalarnym w klasycznym sen-
sie poniewaz H nie jest cialem. Spelnia jednak wszystkie spodziewane wtasnosci, ponadto
prawdziwe sg odpowiedniki nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza i rownosci polaryzacyjnej,
znane z analizy rzeczywistych i zespolonych przestrzeni wektorowych. Sa to istotne sktad-
niki dowodow twierdzen przedstawionych w Sekcji 4. Dow6d Twierdzenia 2.20 jest powto-

rzeniem krokow klasycznego twierdzenia dla przestrzeni rzeczywistych i zespolonych.

TWIERDZENIE 2.20 (Nier6wnosé Cauchy’ego-Schwarza). Dla dowolnych x,y € H"

(2.18) |6y < [y - [yl -

Reprezentacje kwaternionowego iloczynu skalarnego za pomoca réwnosci polaryzacyj-
nej mozna znalezé w literaturze [79], ale zostala ona réwniez niezaleznie wyprowadzona
w [15]. Zanim sformulujemy twierdzenie zauwazmy, ze kazdy niezerowy kwaternion ¢ € H

mozna zapisa¢ w postaci

(2.19) q=1x+ py,

gdzie z,y € R, y > 0, a pp € H jest czystym jednostkowym kwaternionem, tzn. takim, ze
Rep = 01 |u| = 1. Ponizszy lemat jest kluczowy w dowodzie réwnosci polaryzacyjnej.

Dowdd prezentujemy za [3,15].

LEMAT 2.21. Niech ¢ = v + py € H, gdzie x,y € R, y > 0, a p € H jest czystym

jednostkowym kwaternionem. Wowczas
(2.20) Bqp=gq, QREIp=7
DOwOD. Z przemiennosci mnozenia kwaternionéw przez liczby rzeczywiste mamy
_ _ _ _ 2 2
pqp=p@+py)p=prp+ppyp=x|p|”+pl yp=12+py =q.
Drugg réwnosé udowadniamy analogicznie. 0
TWIERDZENIE 2.22 (Réwnosé polaryzacyjna). Niech x,y € H" i oznaczmy
(x,y) = o + Mo,
gdzie xg € R, yo € Ry U {0} oraz p jest czystym jednostkowym kwaternionem. Wowczas

1 2 2 124 2 2
(2.21) (y) = 5 (It yll = Ix = yl3) + 75 (Ix+ vl = lIx = yul) -
20
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DowOD. Niech x = (21,...,2,)7, y = (y1,...,yn)? € H". Rozwazmy czesé rzeczywi-
sta prawej strony wzoru (2.21). Otrzymujemy

Ix + vyl = Ix = ylls = Z (@ + 70) (@ + w) — (7% — ) (2x — W)

= 3" (Twan + Trwn + Trys + Tryk — Tee + T + Teys — Tivk)

bl

=1
n

2}; (T + Trys) = 2((3) + (v, %))

=2((x,y) + (x,y)) =4Re ((x,y)).

Aby wyznaczy¢ postaé czesci urojonej zauwazmy, ze

Ix+ypls= x5+ & y)p—pnxy) + |yl
2 2 2
Ix —ypl; = Ixl; — X, y)p+pxy) + |yl

co wynika z faktu, ze dla p € H takich, ze Repu = 0 zachodzi r = —p. Z Lematu 2.21

otrzymujemy ostatecznie

p(Ix + yulls = Ix = yully) =20 () — 207 (x,y) = =20 X, y)p + 2 (x,)

= —2(x,y) +2(x,y) =2((x.y) - (x,y))
=4Im ({x,y)

~—

Koniczy to dowdd. 0

Rozwazajac przeksztatcenia liniowe w przestrzeniach rzeczywistych lub zespolonych
nie sposéb ominaé¢ zagadnienia wartosci i wektoréw wtasnych [102]. Brak przemienno-
sci mnozenia kwaternionow sprawia, ze w przypadku macierzy kwaternionowych nalezy

rozwaza¢ dwa rozne problemy wtasne.
DEFINICJA 2.23. Niech A € H"*". Niezerowy wektor x € H" nazywamy prawym
wektorem wtasnym macierzy A, jesli istnieje A € H taka, ze

Ax = x)\.

Liczbe A nazywamy wéwczas prawqg warto$ciqg wtasng macierzy A. Analogicznie niezerowy

wektor x € H jest lewym wektorem wilasnym macierzy A, jedli istnieje A € H taka, ze
Ax = \x
i liczbe A nazywamy lewq wartoscig wltasng macierzy A.
Z warto$ciami wlasnymi macierzy kwaternionowych zwigzane jest rowniez pojecie réw-
nowaznosci kwaternionéw. Méwimy, ze dwa kwaterniony Ay, Ay € H sa rownowazne, jesli

istnieje niezerowy kwaternion ¢ € H taki, ze A\; = ¢~ \agq.
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2. Wprowadzenie do algebr Cayleya-Dicksona

Okazuje sig, ze lewy i prawy problem wlasny musza by¢ traktowane oddzielnie i w zu-
pehlie inny sposéb. W przeciwienstwie do lewych wartosci wlasnych, prawe wartosci wia-
sne macierzy kwaternionowych sa dobrze poznane. Méwig o tym dwa ponizsze twierdzenia,

przytoczone za [79,102].

TWIERDZENIE 2.24. Niech A € H"*". Woéwczas

(a) A ma co nagmniej jedng lewqg wartosé wlasng;

(b) A ma dokladnie n (razem z krotnosciami i z dokladnoscig do réwnowaznosci
kwaternionéw) prawych wartosci wlasnych i wszystkie sq liczbami zespolonymi

o nieujemnych czesciach urojonych.

W powyzszym twierdzeniu liczby zespolone rozumiemy jako liczby postaci rg + i, ale

takze ro + rij lub ro + r1k. Liczby te sa parami réwnowazne, poniewaz

TO+T1JZQk'(T0+T1i)'q1:1 dla g =1+k,
7’0+T1k=qj_1-(7“g—|—7’1i)-qj dla ¢ =1+].

Szczegbdlnym przypadkiem sg tzw. macierze hermitowskie tzn. macierze B € H"*"
takie, ze B = B*. Otrzymujemy woéwczas ciekawy rezultat, znany réwniez dla macierzy

zespolonych, przytoczony za [79].

TWIERDZENIE 2.25. Niech B € H"" bedzie taka, ze B = B*. Woéwczas

(a) B ma dokladnie n (razem z krotnosciami) wartosci wlasnych Ay, ..., \,, ktdre sq
liczbami rzeczywistymi,

(b) prawe wektory wltasne xy. i x; odpowiadajgce réznym wartosciom wlasnym Ay i Ay
sq ortogonalne, tzn. (X, x¢) = 0;

(c) istnieje baza w H", eyq,..., e,, zloZona z wektorow wlasnych macierzy B, ktdra

jest ortonormalna, tzn. (eg,e;) =0 dla k # ¢ oraz (e, ex) = 1.

Oczywiscie w przypadku macierzy hermitowskich nie ma potrzeby rozrézniania pra-
wych i lewych wartoéci wtasnych. Powyzszy wynik pozwoli na wyprowadzenie odpowied-
nich wlasnosci norm operatorowych miedzy przestrzeniami ¢, i ¢,.

Dotychczas rozwazalismy prawe (lub lewe) kwaternionowe przestrzenie wektorowe H"
z normg ||-||,. Podobnie jednak jak w przypadku klasycznych przestrzeni R™ lub C" mo-

zemy wprowadza¢ dowolne normy ¢, zgodnie z ponizsza definicja [4,15,79].

DEFINICJA 2.26. Niech x = (z1,...,2,)7 € H" i p € [1,00]. Normg {, nazywamy
funkcje
n 1/p
n <Z |$k|p) dla p € [1, 00),
(2.22) -]l - H" — R, U{0}; x|, = { k=1
max || dla p = c0.
1<k<n

FAKT 2.27. Funkcja zadana wzorem (2.22) spelnia aksjomaty normy.
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Wzér (2.22) mozna rozszerzy¢ na p € (0,1). Tak zdefiniowana funkcja [-[|, spet-
nia woéwczas aksjomaty quasi-normy (nie spetnia warunku tréjkata). Przyjmujemy takze

standardowe oznaczenie dla licznosci nos$nika wektora x € H".

DEFINICJA 2.28. Nosnikiem wektora x = (z1,...,z,)" € H" nazywamy zbiér indek-

sow niezerowych wspoélrzednych tego wektora, tzn.
(2.23) suppx :={k € {1,...,n}: zx # 0}.
Bedziemy takze stosowaé nastepujaca notacje

(2.24) 1xl[ := #(suppx),

gdzie #A oznacza licznosé (moc) zbioru A. Przyjelo sie nazywaé powyzsza wielkosé nor-
maq {y, cho¢ jest to jedynie nazwa zwyczajowa (nie spetnia aksjomatéw normy, ani nawet
quasi-normy). Ma ona jednak swoje uzasadnienie — przechodzac do granicy p — 0 po

prawej stronie wyrazenia
n
Bl = > el
k=1

otrzymujemy moc nos$nika sygnatu x. Chcac by¢ konsekwentnym, nalezatoby stosowaé
notacje ||X||8, jednak zgodnie z przyjeta konwencja pomija sie 0 w indeksie géornym.
Pozostato nam jeszcze wprowadzi¢ norme operatorowa (macierzowa) przeksztatcenia

liniowego A : H" — H™, wyznaczonego przez macierz A € H™ ™.

DEFINICJA 2.29. Niech A € H™*" i 1 < p,q < oo. Norma operatorowq (macierzowq)

przeksztatcenia A miedzy przestrzeniami ¢, i £, nazywamy

(2.25) |Al,_, = sup [|[Ax]|, .
P k<t 1

Tak jak w przypadku norm w abstrakcyjnych przestrzeniach liniowych, norme opera-

torowg zadana wzorem (2.25) mozna rownowaznie zapisa¢ w postaci

A,
IA]l,_, = sup [[Ax[|,= sup :
Ixll, =1 xerm\foy 1%,

Szczegodlnym przypadkiem sa tutaj normy w przestrzeniach unitarnych. Mozna wow-
czas scharakteryzowaé¢ norme operatorowsg miedzy f» i ¢ dla macierzy hermitowskich.
Wykorzystuje sie w tym celu wtasnosci prawych wartosci i wektoréw wtasnych macie-
rzy hermitowskich omawianych wczesniej. Jest to wynik istotny z punktu widzenia teorii
oszczednego probkowania i zostanie wykorzystany w Sekcji 4. Przytaczamy go za praca-
mi [4,15].

TWIERDZENIE 2.30. Niech B € H" " bedzie taka, ze B = B*. Wowczas

Bx, x
(2.26) 1Bl = sup [(Bx,x)| = sup LEXX)
x| ,=1 xeH\{0}  [|x]|5
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2. Wprowadzenie do algebr Cayleya-Dicksona

DowOD. Jak wspomniano juz we wezesniejszych rozwazaniach, kwaternionowa ma-
cierz hermitowska ma rzeczywiste wartosci wtasne \q,..., \,, w szczegdlnosci sg to prawe
warto$ci wlasne. Ponadto, istnieje ortonormalna baza H" ztozona z wektoréw wtasnych

Xy, odpowiadajacych wartosciom wtasnym \, € R, k =1,...,n, tzn.
Bx, = xp A\ oraz (X, X)) = XX =0k dla kl=1...,n

gdzie 0y =1, gdy k=016, =0, gdy k # (.
Oznaczmy Apax = mkax |Ak|. Wowezas || B, ., = Amax- Rzeczywiscie, dla dowolnego

wektora x = Z xpoy € H” takiego, ze ||x||5 = Z lag|* = 1, mamy
|BX||2 Z Bxkak‘ Z Xk‘)\ka/k = Z |)\kak| < )\max Z |O-/k| — >\max7
2 k=1 2 k=1 k=1

a dla odpowiedniego wektora wlasnego x, dla ktorego || = Apax, otrzymujemy

HBXZHQ = HXE)\ZHQ = )\max HXEHQ = )\max-

7, drugiej strony, poniewaz wartosci wtasne sg rzeczywiste, a wektory x; parami ortonor-

malne, mamy

(Bx,x) = x*Bx = (i XkCl/k) (i BXgozg>
=1

k=1

el
k= /=1
k=1

Stad
|(Bx, x)| < Amax O |k])* = Anax-
k=1

Ponownie, dla odpowiedniego wektora wlasnego w ostatniej nierownosci otrzymujemy

rownosé, co daje poszukiwany wynik. O

Sekcja ta pokazala, ze algebra kwaternionéw jest naturalnym uogoélnieniem ciata liczb
rzeczywistych i1 zespolonych. Wiele poje¢ i twierdzen bezposrednio przenosi si¢ z algebr
nizszego rzedu. Wtasnosci te znajda bezposrednie zastosowanie w dowodach twierdzen
bedacych podstawa teorii oszczednego probkowania. Jak sie jednak okazuje, mozna pojsé
dalej, zwiekszajac rzad algebry i przez to tracac kolejne witasnosci mnozenia. Stosujac
nieco mniej intuicyjne podejscie mozna jednak udowodni¢ wiele analogicznych wtasnosci,

ktore przytoczyliSmy w tej sekcji.

24



Wstep

2.2. Algebra oktonionéw. Wprowadzimy teraz algebre oktonionéw, definiujac naj-
wazniejsze dziatania w tej algebrze. Poniewaz w Rozdziale 2 bedziemy zajmowac sie je-
dynie sygnatami skalarnymi (o wartos$ciach oktonionowych), a nie wektorami, jak w przy-
padku kwaternionéw, ograniczymy rozwazania w tej sekcji do pewnych podstawowych
wtasnosci algebry. W znacznej czesci sa to twierdzenia analogiczne do tych znanych z al-
gebry kwaternionow, zatem wiekszos¢ z nich pozostawimy bez dowodu. Obszerniejszy opis
algebry oktonionéw zostal przedstawiony m.in. w [6].

Oznaczmy przez O = {1,eq,...,e;} ustalong baze w 8-wymiarowej rzeczywiste]j prze-
strzeni wektorowej O (analogicznie jak w przypadku kwaternionéw, bedziemy utozsamiac
przestrzenie @ = R®). Definiujemy mnozenie w @ zgodnie z regulami zamieszczonymi
w Tab. 2.2 i przedstawionymi na Rys. 2.2 (schemat Fano).

1 e [SH) (S2} €y €5 €g er

1 1 e e; es ey es €g ey
€] (3] -1 €3 —e€g €5 —€y —er €g
€9 €9 —es -1 (S5 €g ey —€y —e€s
es es e; —eq -1 er —eg es —ey
ey ey —e; | —eg | —er | —1 e es es
es es ey —er €g —eq -1 | —e3 e;
€q €g er ey —e; | —ey es -1 —e;
ey ey —eg ey ey —e3 | —ey e —1

TABELA 2.2. Reguty mnozenia w Q.

RYSUNEK 2.2. Schemat mnozenia jednostek urojonych w Q.

Wymagamy dodatkowo, by mnozenie elementow z O byto rozdzielne wzgledem doda-

wania, a takze, by mnozenie przez skalary byto przemienne, tzn.

(2.27) r(y+z)=xy+zz, (y+z2)z=yx+zz, z(\y)=Ar)y= A zy),
gdzie x,y,z € O oraz A € R.
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2. Wprowadzenie do algebr Cayleya-Dicksona

DEeFINICJA 2.31. Elementy zbioru O wraz z operacjami algebraicznymi O jako prze-
strzeni wektorowej nad ciatem R oraz mnozeniem zdefiniowanym w Tab. 2.2 i za pomocg
rownosci (2.27) nazywamy (rzeczywistymi) oktonionami. Elementy ey, ..., e; bedziemy

nazywac kolejnymi jednostkami urojonymi.

Oktoniony powstaly w wyniku oryginalnej konstrukcji Cayleya-Dicksona [37]. W ogél-
nosci algebry Cayleya-Dicksona definiuje sie w sposéb iteracyjny, rozpoczynajac od ciata
liczb zespolonych C, tzn. algebry Cayleya-Dicksona rzedu 2 nad ciatem R. Korzystamy
z faktu, ze dowolng liczbe zespolong mozemy przedstawic¢ jako uporzadkowang pare liczb
rzeczywistych, tzn. utozsamiamy liczbe z = 19 + mi € C z para (rg,7m1). W ogdlnosci
elementy algebry rzedu 2" powstaja jako pary elementéw algebry 27!, Mnozenie jest

zdefiniowane w nastepujacy sposob:

(2.28) (2o, 21) * (Yo, 1) = (To - Yo — T * T1, Y1+ To + T1 - Tg),

gdzie xg, 1,90, y1 sa elementami algebry rzedu 2771, a operacje sprzezenia definiuje sie
jako

(2.29) (2o, z1) = (To, —21)-

Zauwazmy, ze algebra kwaternionéw H jest réwniez przyktadem algebry Cayleya-
Dicksona rzedu 22, tzn. mozemy kwaterniony traktowaé jako pary liczb zespolonych.
Oktoniony, jako algebra Cayleya-Dicksona rzedu 23, sa wiec zbiorem uporzgdkowanych
par kwaternionéw, czy tez uporzadkowanych czworek liczb zespolonych:

03 0= (q,q) = ((200, 201), (210, 211)), o, q1 € H, 200, 201, 210, 211 € C.
Poniewaz kazda liczba zespolona moze by¢ przedstawiona jako para liczb rzeczywistych,

stad otrzymujemy definicje oktonionu jako 6semki liczb rzeczywistych.

UWAGA 2.32. Majac na uwadze powyzsza konstrukcje, mozemy zapisa¢ dowolny okto-

nion o € O w postaci sumy (zespolonej) dwoch kwaternionéw, tzn.
0={qo + q1 - €4,
a poniewaz kwaterniony mozna przedstawi¢ w postaci sumy zespolonej dwoch liczb ze-
spolonych, otrzymujemy dalej
0= (Zoo -+ 201 ° eg) + (210 + 211 eg) c €4
= ((T0+T1 -e1)+(r2+7“3~e1) '62)4—((T’4+7“5'81)+(7“6+7"7‘81) ~e2) c €y

(230) :T0+7’1 -e1+7‘2-e2+7‘3-e3+7’4-e4—|—'r‘5-e5+7‘6~e6+7‘7~e7.

Podobnie jak dla kwaternionow, tak i dla oktonionéw definiujemy pojecia takie jak

czesé rzeczywista czy urojona, a w konsekwencji rowniez i sprzezenie oktonionéw. Definicja

sprzezenia jest rownowazna tej, ktora wynika z konstrukeji Cayleya-Dicksona (2.29).
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DEFINICJA 2.33. Niech o € O bedzie postaci (2.30). Liczbe ry € R nazywamy czescig
rzeczywistq (skalarna) oktonionu, natomiast r1-e;+...+77-e; nazywamy cze$cig urojong
(wektorowa) oktonionu. Bedziemy oznaczaé

Re(o) :=19, Im(o):=r1-e1+...+7r7 e
Oktoniony o € O takie, ze Re(o) = 0 nazywamy czystymi oktonionami.

Jesli nie bedzie to budzito watpliwosci, to skrétowo bedziemy oznaczaé o := Im(o).

Wowcezas o = ry + 0. Zauwazmy, ze o mozemy utozsamiaé¢ z wektorem w przestrzeni R7.

DEFINICJA 2.34. Niech o € Q. Sprzezeniem (oktonionowym) o nazywamy funkcje

((): O— 0, o:=Re(o)—Im(o).

FAKT 2.35. Niech o € Q. Zachodzg ponizsze wzory:
(2.31) Re(o) = ; % Im(o) = 2=2

UWAGA 2.36. Sprzezenie oktonionowe jest inwolucja, tzn. jest funkcjag R-liniowa i za-

chodzg wtasno$ci 0 = o oraz 07 - 03 = 03 - 07.

Jak mozna tatwo zauwazy¢, konsekwencjg utozsamienia algebry Q z przestrzenig R®
jest wprowadzenie definicji normy liczby oktonionowej w taki sam sposob, w jaki wpro-

wadza sie pojecie normy dla dowolnych rzeczywistych przestrzeni n-wymiarowych [6,87].

DEFINICJA 2.37. Niech o € O bedzie postaci (2.30). Normg o nazywamy funkcje

|'|: O —R,.U{0}, |o]:= \/7"3+r%+r%+r§+r§+r§+r§+r%
Oktoniony o € O takie, ze |o| = 1 nazywamy oktonionami jednostkowymi.

FAkT 2.38. Niech 0,01,0, € O, A € R. Wowczas
(@) loj=0 <& 0=0,

(b) [A-of =[A|-]ol,

(c) lor + 02f < o1| + [o2].

FAKT 2.39. Niech o € Q. Wowczas

(a) o =0-0=0"0,

(b) [o| = o] = |—ol.

Mnozenie liczb zespolonych mialo wszystkie wtasnosci znane z mnozenia liczb rzeczy-
wistych. Definiujac liczby kwaternionowe okazato sie, ze mnozenie jest w tym przypadku
nieprzemienne, jednak nadal jest taczne. Zwiekszajac rzad algebry i definiujac oktoniony

tracimy kolejne wlasnosci.
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2. Wprowadzenie do algebr Cayleya-Dicksona

UwAGA 2.40. Oktoniony tworza nielgczng i nieprzemienng algebre 8. rzedu nad cia-

tem liczb rzeczywistych. Zatem, w ogdlnosci
(01-02) - 03 F# 01 (09-03), 01097 03-04.
Jednak dla i, 7,k € {1,...,7} parami r6znych zachodza réwnosci
(€;-€e;)-ep=—€;-(ej-€e), e -e =—e;- e,.

Ponadto O jest algebrg alternatywng (ang. alternative algebra), tzn. dla dowolnych dwoch
01,09 € O zachodza

(232) 01 - (01 . 02) = (01 . 01> + 09, (O (02 . 02) = (01 . Og) + 09,
a takze elastyczng (ang. flexible algebra), tzn. dla dowolnych o1, 0o € O zachodzi
01 (02 . 01) = (01 . 02) + 01.

FAKT 2.41. Niech 01,09 € Q. Wowczas
(a) 01 -0z =03 - 07,

(b) |o1 - 02| = |o1] - |02].

Warto zauwazy¢, ze wszystkie rozwazane do tej pory wlasnosci nie wymagaty tacznosci
mnozenia, zatem ich dowody sg identyczne jak w przypadku analogicznych wtasnosci dla

kwaternionow, tzn. Faktow 2.4, 2.7, 2.8 oraz 2.10.

FAKT 2.42. Dla kazdego niezerowego o € Q istnieje (dokladnie jeden) element odwrot-

ny ot € Q, ten. taki ze

1

o-ot=0t0=1.

_ o . , _ _ _
Ponadto o=t = — i dla 01,09 € O, 01,00 # 0, zachodzi wzér (01 - 02)~' = 05 oot

lo
DowOD. Dowdd przebiega w sposob klasyczny, tak jak dowdd Faktu 2.11. Nalezy
jedynie zastanowi¢ sie nad jednoznaczno$cig elementu odwrotnego. Przypusémy zatem,
ze istnieja o', 0" € O takie, ze o' - 0 = 0 - 0" = 1. Wbweczas, korzystajac z alternatywnosci

algebry O, otrzymujemy

0
o=1-0=(-0)-0=|0 -0 = o'zwzo_l,
0
- — - AN 2 1" 1/ 0 _ -1
0=0-1=0-(0-0")=|o|"-0" = _W_O
0
Konczy to dowdd. 0
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Powyzszy fakt pozwala na jednoznaczne zdefiniowanie dzielenia oktonionéw. Podobnie
jednak jak w przypadku kwaternionéow, nieprzemienno$¢ mnozenia sprawia, ze nalezy
zdefiniowa¢ zaréwno dzielenie prawe jak i lewe, tzn. dla 01,00 € O, 0y # 0, definiujemy

01 * Oy 03+ 01

o -1 _ R R
01/09 := 0105 = 09\01 := 05 01 =

|02|2 ’ |02|2 '

Oktoniony sa wiec rowniez algebrg z dzieleniem (ang. division algebra).
Podobnie jak w przypadku kwaternionow, mozna wprowadzi¢ grupe pewnych dziatan

na oktonionach, ktore pojawity sie réwniez w pracy [16].

DEFINICJA 2.43. Niech o € O. Funkcje o; : O — O, definiujemy jako
(2.33) a;(0) == —e; - (0-€;), i=1,...,7,
gdzie - jest mnozeniem oktonionow.

LEMAT 2.44. Zachodzq ponizsze wzory

(2.34) Vieq,..7} a;(1) =1,
(235) Vi,je{l,_,_g},#j ozi(ej) = —€y,
(2-36) vie{l,...,?} @z‘(ei) = €;.

DowOD. Wtlasnosé (2.34) wynika bezposrednio z definicji. Aby wykazaé (2.35) wy-
korzystamy Fakt 2.41 i wtasno$¢ alternatywnosci (2.32) algebry Q. Dla dwdéch réznych

jednostek urojonych mamy

ozz-(ej) = —€; (ej . ei) =€; (ei . ej) = (ei . ei) . ej = —ej.
Wtasnosé (2.36) wynika z faktu, ze dla dowolnej jednostki urojonej e; mamy e; -e; = —1.
Stad
ozi(ei) = —€; (el- . ei) = €;.
Konezy to dowdd. O

LEMAT 2.45. Funkcje oy sg R-lintowymi funkcjami zmiennej oktonionowej, tzn. jesli

01,09 € O oraz A, B € R, to wowczas
(2.37) a;(A o1+ B-09) =A-a;(01) + B - a09).
DowoOD. Dowdd (2.37) wynika z bezposredniego rachunku
ai(A-01+B-0y)=—e€;-((A-01+B-09)-€;)

=—¢-(A-01-¢,+B-0y-¢)
=—A-e-(0;-e)—B-e-(02-€)
=A-a;(01) + B - a;(02).

Konezy to dowdd. ]
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DEFINICJA 2.46. Niech iy,...,4, € {1,...,7}. Definiujemy funkcje o, ;. : O — O

wzorem
Qi i, <0> = (ail ©...0 aik)(0)7
dla 0o € O, gdzie o jest klasycznym zlozeniem funkcji.
LEMAT 2.47. Niech {e;,ej,e;}, 4,5,k € {1,...,7}, bedg jedng z siedmiu oktonio-

nowych trojek, ktore tworzq tgczne, kwaternionowe, nieprzemienne podciato algebry O.

Wowczas o ji: @ — O jest oktonionowq anty-inwolucjq.

DowoD. Liniowos¢ a; j, wynika z liniowosci kazdej funkeji oy, a to, ze «; j x jest swoja

wtasng odwrotnoscig, jest oczywiste. Dowdd, ze dla dowolnych o1, 0, € O mamy
Qi jk(01 - 02) = ijk(01) - @ik (02)
wynika z bezposredniego i skrupulatnego rachunku. 0

UWAGA 2.48. Wybdr tréjek {e;, e;, e;} w powyzszym lemacie nie jest przypadkowy.

Wtasnos¢ ta nie jest prawdziwa dla pozostatych 28 oktonionowych tréjek.

UWAGA 2.49. Warto zauwazy¢, ze dowolna funkcja o j , zmienia znak wspotczynnikow

stojacych przy czterech pozostatych jednostkach urojonych, tzn. jednostkach e, takich, ze
ce{l,..., 73\ {4, 4, k}.

W przypadku liczb zespolonych oraz kwaternionéw istniata naturalna interpretacja
geometryczna. Liczby zespolone mozna przedstawi¢ za pomoca punktu na ptaszczyznie,
natomiast cze$¢ urojona kwaternionu jest wektorem w przestrzeni 3-wymiarowej [73,76].
Oktoniony, jako elementy przestrzeni 8-wymiarowej, wymagaja duzo bardziej abstrakcyj-
nego podejscia.

Przeprowadzajac analogiczny rachunek jak dla kwaternionéw mozna jednak wykazac,

ze dowolny niezerowy oktonion o € O da sie zapisa¢ w postaci trygonometrycznej
(2.38) 0=lo|-(cos®+ p-sinf),
gdzie p = &%Z‘, a 0 € R jest rozwigzaniem uktadu réwnan

~ [Imo

Re(o)’ inf = .
ol ol

(2.39) cosf =

Kat 6 interpretujemy wéwczas jako kat miedzy osia rzeczywista (podprzestrzenia R prze-

strzeni @), a wektorem g - sin § (rzutem oktonionu o na podprzestrzen R” przestrzeni Q).
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Podobnie jak dla kwaternionéw, aby moéc zdefiniowaé oktonionows transformacje Fou-
riera, nalezy najpierw wprowadzi¢ definicje funkcji wyktadniczej. Definicja ta jest iden-
tyczna jak dla kwaternionéw, tzn. dla o € O funkcjg wyktadniczg oktonionu nazywamy

[e.9] n

exp(o) = e’ := Z 0

nl’
n=0 """

gdzie e = lim (1 + %)n jest liczba Eulera [76]. Prawdziwe dla o = rq + o € O pozostaje

rowniez Twierdzenie 2.13 oraz Uwaga 2.14. Mozna dzieki nim zdefiniowaé takze postac
wyktadniczg oktonionu o € O, o # 0 jako

0o=lol|- e,

o

gdzie p = 27 oraz 0 € [0, 7] jest rozwigzaniem uktadu réwnan (2.39). Wprowadzamy

takze rownowazne definicje funkcji trygonometrycznych argumentu rzeczywistego, tzn.
cosa = ; (e"o‘ + e_“a) , sina = 21 (e“o‘ — e‘”o‘) ,
u

gdzie p jest dowolnym jednostkowym oktonionem o zerowej czesci rzeczywistej, tak jak
dla kwaternionow.

W przypadku kwaternionéw Biilow zaproponowat alternatywna wyktadnicza repre-
zentacje, opisang w Twierdzeniu 2.15. Dla oktonionéw taka alternatywna posta¢, ktoéra
zawierataby pewne odpowiedniki katow Eulera nie jest znana. Hahn i Snopek zapropono-

wali hipoteze na temat takiej reprezentacji [56], tzn.

0= ‘Ol e?1e1 o033 pP2€2 JPrer daes pdees Pses ’

gdzie uzyto siedmiu réznych katoéow ¢;. Hipoteza ta nigdy nie zostala udowodniona, a w li-
teraturze mozna znalez¢ jedynie pewna dyskusje na temat poprawnosci uzytych wzoréw.
Eksperymenty numeryczne sugeruja, ze katy zdefiniowane w [56] sa dobrym przyblizeniem
prawdziwych wartosci [56,87]. Pojawity sie réwniez pierwsze prace, w ktérych podejmo-
wane sg proby rozwiazania tego problemu [65]. Wciaz jest to jednak problem otwarty.
Rozwazania w tym rozdziale nalezy zakonczy¢ komentarzem na temat rézniczkowania
i catkowania funkcji o wartosciach oktonionowych. Jednak, podobnie jak w przypadku
funkcji o wartosciach kwaternionowych, ograniczymy sie jedynie do funkcji zmiennej rze-

czywistej, tzn.
w(x) = up(x) + ui(x) - e; + ... + ur(x) - ey, u: R" - R, i=0,1,...,7.

Wowcezas pochodne (zwyczajne w przypadku n = 1 1 czastkowe dla n > 1) oraz calke
(jedno- i wielowymiarowa) definiujemy ,,po wspétrzednych”, tzn. jako funkeje (lub liczbe)
o wartosciach oktonionowych, ktorej czes¢ rzeczywista i czesci urojone sa pochodnymi lub

catkami odpowiednich sktadowych funkcji w.
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2. Wprowadzenie do algebr Cayleya-Dicksona

Stosujac konstrukcje Cayleya-Dicksona lub Clifforda mozna skonstruowaé¢ algebry hi-
perzespolone dowolnie wysokich rzedéw, jednak jak mogliémy zaobserwowaé w tym roz-
dziale, im wyzszy rzad algebry, tym gorsze wlasno$ci mnozenia. Pewne informacje na
temat algebr wyzszych rzedéw (np. sedenionéw, tzn. algebry Cayleya-Dicksona rzedu 24)
mozna znalezé w pracy [87]. Nalezy jednak pamietaé, ze ciato liczb rzeczywistych, ciato
liczb zespolonych, algebra kwaternionéw i algebra oktonionéw stanowia jedyne (z do-
ktadnoscia do izomorfizmu) unormowane algebry z dzieleniem [6]. Znacznie ogranicza to
mozliwosci praktycznego zastosowania algebr wyzszych rzedow. W dalszej czesci pracy

bedziemy wiec wykorzystywaé jedynie algebre kwaterniondéw i oktonionow.

Rozwazania przedstawione we Wstepie stanowia naturalne wprowadzenie do zagadnien
teoretycznych przedstawionych w kolejnych rozdziatach. Twierdzenia dotyczace wtasnosci
kwaternionowych prawostronnych przestrzeni wektorowych zostang bezposrednio wyko-
rzystane w dowodach gtéwnych autorskich wynikow w teorii oszczednego prébkowania
(w szczegélnoéci w Twierdzeniu 4.7 oraz Twierdzeniu 4.15). Z kolei opisane wtasnosci
oktonionéw w bezposredni sposob przektadaja sie na wtasnosci oktonionowej transforma-
cji Fouriera i sprawiaja, ze dowody przedstawione w Sekcji 7 oraz 8 nie sg tak proste, jak
w przypadku klasycznej transformacji Fouriera.

Wiegkszos¢ faktow, ktore zostaly zaprezentowane w tym rozdziale, to twierdzenia znane
z literatury lub wyniki prostych ¢wiczen z algebry ogélnej. Warto jednak zaznaczy¢, ze
charakteryzacja kwaternionowego odpowiednika iloczynu skalarnego za pomoca réwnosci
polaryzacyjnej (Twierdzenie 2.22) jest wynikiem autorskim, ktéry powstal niezaleznie od
tego znanego z literatury. Jest to takze kluczowy sktadnik dowodu jednego z twierdzen
w Sekcji 4 (Lemat 4.5), a takze twierdzen opisywanych we wczesniejszych pracach [3,15].

Mozna tam znalezé takze nieco inng postaé¢ wzoru polaryzacyjnego.
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ROZDZIAL 1

Kwaterniony w teorii oszczednego probkowania

W tej czedci pracy skupimy sie na zastosowaniu algebry kwaternionéw, ktora zostata
opisana w Sekcji 2.1, w szczegdlnej dziedzinie teorii sygnatéw, tzn. w teorii oszczednego
probkowania. Jest to dziedzina stosunkowo nowa — pierwsze prace opublikowano okoto
2005 roku, a prace dotyczace wykorzystania w niej algebry kwaternionéw pojawity sie
okoto 2012 roku. Mimo ze powstanie teorii oszczednego prébkowania zostato zainspirowa-
ne przez praktyczne zastosowania m.in. w medycznej diagnostyce obrazowej, to bardzo
szybko dziedzina ta zyskala popularnos¢ zaréwno w $rodowisku inzynierow, jak i mate-
matykow. Ze wzgledu na rosngce zainteresowanie aplikacjami kwaternionéw w przetwa-
rzaniu sygnatéw (w szczegélnosci obrazéw kolorowych) wydaje sie, ze idea rozszerzenia
teorii oszczednego probkowania na te algebre wydaje sie w petni uzasadniona.

Narzedzia matematyczne, ktére sa stosowane w tych rozwazaniach lezg na pograniczu
wielu dziedzin. Podstawe stanowia wtasnosci algebraiczne kwaternionoéw i macierzy o ele-
mentach kwaternionowych, ktérym poswiecona byta Sekcja 2.1, istotne sa jednak rowniez
klasyczne narzedzia probabilistyczne. Czesé z nich zostata opisana w Dodatku A, ktéry
jest Scisle zwigzany z opisywanymi wynikami.

Rozdziat ten sktada sie z trzech sekcji. W Sekcji 3 prezentujemy historyczne aspekty
teorii oszczednego probkowania, tzn. pierwsze osiagniecia w tej dziedzinie, ktore stanowia
jednoczesnie podstawe prac przedstawionych w rozprawie. Sekcja 4 poswiecona jest uogol-
nieniu klasycznych wynikéw teorii na przypadek sygnatow i macierzy kwaternionowych.
Wykazemy podstawowy wynik tej dziedziny, tzn. twierdzenie o stabilnej rekonstrukeji wek-
torow kwaternionowych z liniowych pomiaréw o wspotczynnikach kwaternionowych oraz
przeprowadzimy analize kwaternionowych losowych macierzy gaussowskich. Gléwnym wy-
nikiem naukowym tego rozdziatu jest wykazanie, ze kwaternionowe macierze gaussowskie
maja (z duzym prawdopodobienstwem) wlasnosé ograniczonej izometrii. Rozdziat podsu-
mujemy kilkoma eksperymentami numerycznymi w Sekcji 5, ktére zobrazuja twierdzenia

przedstawione we wczesniejszej czesci.
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3. Podstawy teorii oszczednego prébkowania — wstep historyczny

Ze wzgledu na dostepny aparat matematyczny sygnaly, ktore spotykamy na co dzien,
modeluje sie za pomoca funkcji ciagltych (kawalkami ciaglych, a bardzo czesto nawet
gtadkich) zmiennej ciagtej. Wspélezesna technika wymusza jednak patrzenie na sygnatl
jak na ciag probek. Musimy dokonywac¢ pewnej dyskretyzacji zaréwno dziedziny sygnatu,
jak i jego wartosci, tzn. poddawac sygnal probkowaniu oraz kwantyzacji.

Podstawa konwencjonalnych technik probkowania sygnatow jest analiza fourierowska
oraz klasyczne Twierdzenie Kotielnikowa-Shannona o probkowaniu [2,92], ktére méwi,
ze aby sygnat mogt by¢ zrekonstruowany z pelng doktadnoscia, to musi by¢ probkowany
z czestotliwoscig co najmniej dwukrotnie wieksza od najwiekszej czestotliwo$ci wystepu-
jacej w sygnale (z tzw. czestotliwoscia Nyquista). Jest to warunek stosowany w wielu sche-
matach pomiarowych wykorzystywanych wspotczesnie, np. w urzadzeniach audio-wideo
czy w urzadzeniach diagnostyki medycznej.

Zauwazmy jednak, ze w rzeczywistosci trudno oczekiwaé, by sygnat, ktory zamierzamy
zmierzy¢, miatl ograniczone widmo. Czestotliwo$é probkowania jest wowczas zdetermino-
wana przez rozdzielczo$é (czasowa lub przestrzenna), jaka chcemy uzyskaé, a jednym
ze sktadnikéw systemow pomiarowych sg dolnoprzepustowe filtry anty-aliasingowe, ktore
ograniczaja widmo sygnatu. Twierdzenie Kotielnikowa-Shannona jest wiec rowniez (choé
posrednio) wykorzystywane w takich przypadkach.

Mozna zatem na mierzone sygnaly patrze¢ jak na cigg probek. W przypadku sygna-
téw o ograniczonym nosniku beda to skonczone ciagi, czyli wektory z pewnej przestrzeni
skonczenie-wymiarowej. Czesto proces akwizycji danych jest liniowy, co mozemy sforma-

lizowa¢ w postaci prostego uktadu rownan liniowych
(3.1) y = Ax,

gdzie x € K" jest badanym sygnatem, y € K™ jest wektorem zaobserwowanych danych,
a macierz A € K"™*" modeluje liniowy proces pomiarowy, gdzie najczeéciej K = R lub
K = C. Chcac odzyska¢ informacje na temat oryginalnego sygnatu x, musimy zatem
rozwigza¢ powyzszy uktad réwnan.

Z algebry liniowej wiadomo, ze jednoznaczne rozwiazanie powyzszego réwnania jest
mozliwe tylko, gdy m > n (przy zalozeniu, ze pomiar nie dostarczy sprzecznych informa-
cji, co jest naturalnym podej$ciem). Jednak proces pomiarowy jest zwykle drogi i czaso-
chlonny, co wymusza m < n. Wiadomo, ze woéwczas jesli uktad réwnan (3.1) bedzie mial
przynajmniej jedno rozwiazanie, to bedzie mial ich nieskonczenie wiele. Niemozliwe jest
zatem (w ogélnym przypadku) jednoznaczne zrekonstruowanie wektora x z danych y.

Zauwazmy jednak, ze wiele sygnaléw wystepujacych na co dzien to sygnaly, ktore
s rzadkie lub kompresowalne w odpowiedniej bazie. Klasycznym przyktadem jest tu-

taj reprezentacja falkowa obrazow — nawet jesli w obrazie niemal nie wystepuja piksele
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Rozdzial 1. Kwaterniony w teorii oszczednego prébkowania

o zerowej wartosci, to wiekszo$¢ wspotezynnikéw jego transformaty falkowej jest bliska
zeru. Skutkuje to tym, ze rekonstruujac obraz z zaledwie 1% najwigkszych (co do modu-
tu) wspoétezynnikéw reprezentacji falkowej (tzn. zastepujac 99% wspotezynnikéw zerami)
ludzkie oko najczedciej nie zaobserwuje zadnej utraty informacji. Jest to gtéwna przyczyna
sukcesu, jaki odnosza wspotezednie wszelkie techniki kompresji, np. JPEG-2000 [94].

Powyzsze wlasnosci sygnaléw przyczynity sie do powstania fundamentalnego pytania
— czy trzeba zbiera¢ tak duza ilos¢ informacji, by zrekonstruowac sygnat, ktérego wick-
szo$¢ wspoéhrzednych (w pewnej bazie) mozna odrzucié bez zauwazalnej utraty jakosci?
Stanowito to inspiracje do stworzenia teorii oszczednego prébkowania (ang. compressed
sensing, compressive sampling), w ktérej taczy sie teorie akwizycji sygnatéw (tzn. teo-
rie probkowania) z teoria kompresji. Autorstwo tej teorii nalezy przypisa¢ Emmanuelowi
Candesowi, ktory, wraz z Justinem Rombergiem oraz Terencem Tao, opisal wtasnosci,
jakie musza spelnia¢ macierze pomiarowe, by mozliwa byta jednoznaczna rekonstrukcja
pewnych klas sygnatéw z niewielkiej ilosci danych.

Zrédlem idei, jakie przy$wiecaly autorom pierwszych publikacji z teorii oszczednego
probkowania, byty abstrakcyjne wyniki z analizy funkcjonalnej oraz teorii aproksyma-
cji [70,77,78,93]. Rzadkie reprezentacje i przyblizenia sygnatéw réwniez bylty badane
od bardzo dawna, m.in. przez statystykéw w analizie regresji [42,75,96], specjalistéw
z teorii aproksymacji [36, 95] czy tez przez srodowisko zajmujace sie teoria sygnatow,
w szczegdlnosci kompresja sygnatéw dzwiekowych, obrazéw czy filmow [94].

Jeden z pierwszych wynikéw tej teorii [25] zaktadal konkretna posta¢ macierzy A
z réwnosci (3.1), tzn. macierzy czesciowej dyskretnej transformacji Fouriera. Zostato to

sformutowane w postaci ponizszego twierdzenia [25, Theorem 1.1].

TWIERDZENIE 3.1. Dany jest sygnal x o dlugosci n, gdzie n jest liczbg pierwszg.

Niech ) bedzie podzbiorem zbioru {1,...,n} i niech nosnik T sygnalu x bedzie taki, Ze

1
#1' < 57,

gdzie #T oznacza licznosé zbioru T'. Wowczas x moze byé jednoznacznie zrekonstruowany
ze wspotczynnikow swojej dyskretnej transformacji Fouriera o indeksach w zbiorze €.
Odwrotnie, jesli Q nie jest zbiorem {1,...,n}, to istniejg rézne wektory X, oraz Xa,

ktorych nosniki, oznaczone odpowiednio Ty i Ty, spelniajq nieréwnosc

1
#T17#T2 < 5#9 + 17

1 ktorych wspotczynniki dyskretnej transformacji Fouriera o indeksach w zbiorze § pokry-

wajq sie.

Byt to wynik przetomowy gtéwnie ze wzgledu na mozliwosci zastosowania w techni-
kach tomograficznych. W tomografii rezonansu magnetycznego dane, ktére obserwujemy,
to wspdtezynniki dyskretnej dwuwymiarowej transformacji Fouriera [10]. Nalezy jednak
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zwrdcié uwage na ograniczenia powyzszego twierdzenia. Jesli n nie jest liczba pierwsza,
to teza Twierdzenia 3.1 nie zachodzi. Mozna jednak pokazaé¢, ze jesli n nie jest liczba
pierwsza, a zbiory T i €2 sg wybrane w sposob losowy, to teza powyzszego twierdzenia
zachodzi z duzym prawdopodobienstwem.

Twierdzenie 3.1 nie mowi natomiast nic o metodach rekonstrukeji sygnatu z wybranych
probek jego transformacji Fouriera. Autorzy [25] wykazali jednak, ze sygnal x mozna
zrekonstruowaé rozwigzujac problem optymalizacji

arg min ||z, pod warunkiem Zo = Xq,
zeCn
gdzie xg € C" oznacza wektor, ktérego wspotrzedne o indeksach w zbiorze () sa row-
ne odpowiednim wspotrzednym dyskretnej transformaty Fouriera sygnatu x, a pozostate
wspotrzedne sg zerowe. Zgodnie z notacja przyjeta w Sekeji 2.1, ||z||, to liczba niezerowych
wspotrzednych wektora z. Powyzszy problem jest trudny obliczeniowo, wiec zastepuje sie

go zagadnieniem efektywnym obliczeniowo, tzn. problemem optymalizacji wypuktej

arg min ||z||, pod warunkiem Zq = Xq,
zeCn

gdzie ||z||, = i) |z;| dla z = (z1,...,2,)T. Autorzy pokazuja, ze przy pewnych dodat-
kowych zaloZeil_i;ch na licznosci zbiorow 2 i T' powyzsze dwa problemy sa réwnowazne
(z duzym prawdopodobiefistwem).

W pracy [25] rozwazano jedynie tzw. fourierowski schemat pomiarowy. Wynik ten
jednak szybko uogélniono na macierze pomiarowe A, ktore powstaja poprzez wybranie
pewnej liczby m wierszy z macierzy, ktérej kolumny tworza baze ortonormalna [28]. Przy
dodatkowych zatozeniach, o ktoérych powiemy pdzniej, sygnal moze by¢ jednoznacznie
zrekonstruowany jako rozwigzanie problemu optymalizacji wypuktej
(3.2) arg énin |z|l;, pod warunkiem Az =y,

zeCn
gdzie y = Ax. Jednym z podstawowych zatozen jest tzw. zasada jednostajnej nieozna-

czonosci.

DEFINICJA 3.2. Niech A € C™*". Moéwimy, ze macierz A spelnia zasade jednostajnej
nieoznaczono$ci (ang. uniform uncertainty principle — UUP) z czynnikiem A, jesli istnieje
pewna ustalona stata p > 0 taka, ze dla odpowiednio malych a > 0 ponizsze stwierdzenie
zachodzi z prawdopodobiefistwem réwnym co najmniej 1 — O(n?/®):
3m
2n

dla wszystkich x, ktérych nosnik ma liczno$¢ mniejsza niz o - 5.

1m 9 2 2
55, Ixllz < llAx]ly < - Il
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Rozdzial 1. Kwaterniony w teorii oszczednego prébkowania

W kolejnych publikacjach warunek UUP przeksztalcit si¢ i zostal sformutowany ja-
ko tzw. wlasnosé ograniczonej izometrii (ang. restricted isometry property — RIP), kto-

ra w najnowszych publikacjach pojawia si¢ czedciej niz UUP [27].

DEFINICJA 3.3. Niech s € N, oraz A € C™*". Mowimy, ze macierz A ma wlasnosé

s-ograniczonej izometrii (ang. s-restricted isometry property — RIP) ze stata d; > 0, jesli
2 2 2
(3.3) (1 =00 lIxlly < |Ax(lz < (1+65) [Ix]l3

dla wszystkich s-rzadkich wektorow x € C". Najmniejsza o, > 0 spelniajacag powyzszy

warunek nazywamy stalq s-ograniczonej izometrii (ang. s-restricted isometry constant).

W praktycznych zastosowaniach problem (3.1) nie jest jednak wystarczajacy. Zauwaz-
my, ze dane pomiarowe, ktorymi dysponujemy zazwyczaj nie sa doktadne, a jedynie przy-
blizone i sa obarczone pewnym btedem e = Ax —y. Mozemy jednak zatozy¢, ze jestesmy
w stanie oszacowa¢ norme {5 tego bledu, tzn. ||e|, < n dla pewnego ustalonego n > 0,

m 1/2
gdzie |le||, = <Z ]ei|2> ,e=(e1,...,em)". Rozwazany wezesniej problem minimalizacji

i=1
sprowadza si¢ wowczas do rozwigzania zagadnienia
(3.4) argmin ||z, pod warunkiem |Az —yl, <7.

zER™

W tej sytuacji nie mamy mozliwosci doktadnego zrekonstruowania wektora x, ale okazuje
sie, ze mozemy przyblizy¢ wartosci jego wspotrzednych z btedem, ktérego norme mozna
oszacowa¢ w sposob zalezny od n. Taki proces nazywamy stabilng rekonstrukcjg wektora
z danych pomiarowych. Méwi o tym ponizsze twierdzenie, ktére przytaczamy za [22, The-

orem 1.2, Theorem 1.3].

TWIERDZENIE 3.4. Niech macierz A € R™ ™ spelnia wlasnosé 2s-ograniczonej izo-
metrii ze stalqg dos < V2 — 1 4 niech n > 0. Wowczas dla dowolnego wektora x € R™ oraz
wektora'y = Ax + e takiego, Ze |||, < n, rozwigzanie x* problemu
(3.5) argmin ||z||, pod warunkiem ||Az—yl|, <7

zeR"™

spetnia nierownosé

0
(3.6) |x# — x|l < —= Hx — X,

ze statymi

2.1+(\/§—1)525 S

1= (V241)a 1= (14 v2) 8

gdzie X5 oznacza najlepsze s-rzadkie przyblizenie wektora x, tzn. wektor powstaly z wek-

0:

tora X poprzez pozostawienie jego s najwiekszych co do modulu wspolrzednych oraz wyze-

rowanie pozostatych.

37



3. Podstawy teorii oszczednego probkowania — wstep historyczny

Jednym z zagadnien, ktore czesto pojawiajg sie w literaturze jest poprawienie zatozen
na state ograniczonej izometrii, ktére pozwola na stabilng rekonstrukcje [21,26,34,52,53].
Szczegbdlowe rozwazania na ten temat, wraz z uogoélnieniem przedstawionych w tej sekcji

wynikéw na algebre kwaternionow, zostang przeprowadzone w Sekcji 4.
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4. Teoria oszczednego probkowania w algebrze kwaternionéow

Sekcja ta jest poswiecona uogdlnieniu teorii oszczednego probkowania na przypadek
sygnatéow o wartosciach w przestrzeniach kwaternionowych oraz pomiaréw o kwaterniono-
wych wspoétczynnikach. Przez niemal dekade badania w dziedzinie oszczednego prébkowa-
nia skupiaty sie na sygnatach o wartosciach w ciele liczb rzeczywistych lub zespolonych.
Pojawiaja sie jednak coraz liczniejsze publikacje, w ktorych prezentowane sa wyniki nu-
merycznych eksperymentéw (zob. [8,9,62,100]). Ich autorzy sugeruja, ze te techniki
mozna z sukcesem stosowa¢ takze dla sygnaléw kwaternionowych. Zespét z Portugalii
opublikowal réwniez wyniki prac teoretycznych [29,54,55], w ktérych pokazuje, ze teorie
oszczednego probkowania dla szezegdlnego przypadku macierzy pomiarowych, tzn. dla ma-
cierzy czesciowej dyskretnej transformacji Fouriera, mozna uogélni¢ na sygnaty i pomiary
kwaternionowe, w szczegélnosci dla przypadku dyskretnej kwaternionowej transformacji
Fouriera.

Duze zainteresowanie inzynierow technikami oszczednego probkowania w algebrze kwa-
ternionéw pokazuje, ze istnieje naturalna potrzeba weryfikacji ich poprawnosci i glebszego
zrozumienia. Do niedawna brakowato jednak prac teoretycznych, ktore wyjasnityby suk-
cesy wspomnianych eksperymentow. Celem badan przedstawionych w niniejszej pracy jest
opracowanie teoretycznych podstaw oszczednego probkowania w algebrze kwaternionéw.
Na poczatku wprowadzimy podstawowe definicje w teorii oszczednego probkowania i sku-
pimy sie na wlasnosci ograniczonej izometrii. Lematy, ktére pokazemy, sa podstawowym
narzedziem w dowodzie gtownego twierdzenia o stabilnej rekonstrukeji sygnatu z danych
zaszumionych, ktéry przedstawimy w dalszej czesci. Rozwazania te zostaly opisane w ar-
tykutach [3,4] oraz zaprezentowane w pracy magisterskiej [15].

Nastepnie skupimy si¢ na rozwazaniach dotyczacych kwaternionowych gaussowskich
macierzy losowych. Wiadomo, ze gaussowskie macierze losowe o elementach rzeczywistych
lub zespolonych maja (z duzym prawdopodobienistwem) wlasnosé ograniczonej izometrii,
co jest kluczowym zatozeniem gtéwnego twierdzenia teorii oszczednego probkowania. Pra-
ce eksperymentalne [100] pozwalaly przypuszczaé, ze takze rozwazane macierze o elemen-
tach kwaternionowych maja te wtasnos¢, jednak dopiero wyniki przedstawione w tej pracy
oraz w artykule [5] stanowia teoretyczne uzasadnienie tego faktu. Dowodowi tej wtasnosci
poswiecona jest dalsza cze$¢ sekcji.

Sekcja 4 powstata w wyniku prac prowadzonych wspoélnie z dr Agnieszka Badenska na
Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych PW. Czesé¢ przedstawionych tu wynikow

zostala opisana w artykutach [3-5].
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4.1. Wlasnos$é ograniczonej izometrii. Rozwazania na temat teorii oszczednego
probkowania nalezy rozpoczaé od uogdlnienia podstawowych poje¢. Bedziemy zajmowaé
sie sygnatami skonczenie wymiarowymi o wartosciach kwaternionowych, tzn. wektorami

x € H" (pojecia sygnal i wektor bedziemy uzywali zamiennie).
DEFINICJA 4.1. Wektor x € H" nazywamy s-rzadkim, jesli

(1) Ixlly < 5,

gdzie ||x||, = #suppx, tzn. ma co najwyzej s niezerowych wspétrzednych.

Gléwnym zadaniem teorii oszczednego probkowania jest rekonstrukcja rzadkich wek-

toréw z niewielkiej liczby pomiaréw liniowych y € H™, tzn. rozwigzanie uktadu rownan
y = Ax,

gdzie A € H™*". Jedna z metod poradzenia sobie z powyzszym problemem jest rozwia-
zanie zadania optymalizacji wypuktej — minimalizacji normy ¢y, tzn.
(4.2) argmin ||z||, pod warunkiem Az =y.
zcH"
Rozwazamy rowniez przypadek ogélniejszy, gdy pomiary obarczone sa pewnym btedem

e € H™, nad ktérego miarg jestesmy w stanie panowaé, czyli
y:AX+e7 gdZie HeH2 < 777

dla pewnej ustalonej (znanej) liczby n > 0. W tak postawionym zagadnieniu nie jest
mozliwa doktadna rekonstrukcja sygnatu x, ale poszukujemy metody, ktora pozwoli nam
na przyblizenie wspotrzednych wektora z btedem, ktérego norma szacuje si¢ w jakis sposéb
przez 1 (tzn. rekonstrukcje w sposéb stabilny). Rozwiazuje sie wéwcezas zmodyfikowane
zagadnienie minimalizacji normy /¢,
(4.3) argmin ||z, pod warunkiem |Az—yl| <.
zcH"

W Sekcji 3 podalismy, ze w przypadku rzeczywistym i zespolonym warunkiem dosta-
tecznym stabilnej rekonstrukcji wektoréw rzadkich z pomiaréw obarczonych bledem jest
wlasnosé ograniczonej izometrii. Mozna definicje tej wtasnosci rozszerzy¢ na przypadek

kwaternionowy.

DEFINICJA 4.2. Niech s € N, oraz A € H™*". Mowimy, ze macierz A ma wlasnosé

s-ograniczonej izometrii (ang. s-restricted isometry property — RIP) ze stata d; > 0, jesli
2 2 2
(4.4) (1 =05 [Ix[l; < JAx]l; < (14 0,) [Ix]l3

dla wszystkich s-rzadkich wektoréw x € H". Najmniejsza liczbe 0, > 0 spelniajaca po-
wyzszy warunek nazywamy stalg s-ograniczonej izometrii (ang. s-restricted isometry con-
stant).
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Rozdzial 1. Kwaterniony w teorii oszczednego prébkowania

Oszacowanie wartosci statej s-ograniczonej izometrii dla konkretnej macierzy jest za-
gadnieniem niezwykle trudnym, a skonstruowanie macierzy (deterministycznych) o okre-
slonych wymiarach, dla ktérych stata ograniczonej izometrii spetnia pewne z géry narzu-
cone oszacowanie jest wciaz problemem otwartym [53]. Jedna z istotniejszych gatezi teorii
oszczednego probkowania jest poszukiwanie oszacowan wartosci stalej s-ograniczonej izo-
metrii dla macierzy losowych, czym zajmiemy si¢ w dalszej czesci tej sekcji.

Z drugiej strony chcielibysmy wiedzie¢ jak duza moze by¢ ta stata, by mozliwa byta
stabilna rekonstrukcja. Lematy 4.3 oraz 4.5, charakteryzujace state ograniczonej izometrii,
sa waznym narzedziem w wykazaniu Twierdzenia 4.7 — jednego z gtéwnych wynikéw
w tej sekcji. Stanowia one uogolnienie analogicznych wynikow dla wektoréw i macierzy

rzeczywistych oraz zespolonych i zostaly przytoczone za [4,15].
LEMAT 4.3. Stala s-ograniczonej izometrii 6, macierzy A € H™*™ spelnia réwnosé

Sg{l,{l.l,g]?,{#sgs H §4X8 ||2—>2 )

s

gdzie Id jest macierzq jednostkowq i Ag oznacza macierz powstatq z kolumn macierzy A

o indeksach w zbiorze S.

DowoOD. Ustalmy s € {1,...,n} oraz S C {1,...,n} takie, ze #S < s. Zauwazmy,

ze warunek (4.4) mozna réwnowaznie zapisa¢ w postaci
1Asxl3 = [[x5] < o, [Ix]l;  dla wszystkich x € H?,
gdzie d, jest staly s-ograniczonej izometrii macierzy A. Lewa strona nieréwnosci jest rowna
lAsx]? — I3 = |(Asx, Asx) — (x| = [{(A3As — Id)x,x)|

i z T'wierdzenia 2.30, poniewaz macierz AgAg — Id jest hermitowska, otrzymujemy
ALAg —1Id)x,x
(A3 —Ta)x %)

2
x€H=\{0} 1x|15

= |AsAs —1d||,_,.

7 dowolnoéci wyboru s oraz S otrzymujemy teze. U

Z powyzszego lematu wynika, ze problem poszukiwania wartosci statej s-ograniczonej
izometrii jest Scisle zwigzany z poszukiwaniem wartosci wlasnych macierzy AGAg — Id
(jest to macierz hermitowska, wiec nie ma potrzeby rozrézniaé lewych i prawych war-
tosci wlasnych) [79,102]. Narzedziem stosowanym przy probach oszacowania tej stalej
(w przypadku rzeczywistym lub zespolonym) jest Twierdzenie Gershgorina o dysku [53],

ktére uogdlnia sie réwniez na macierze o elementach kwaternionowych [1].

TWIERDZENIE 4.4. Niech A = (a;;) € H"". Wowczas wszystkie lewe wartosci wlasne

macierzy A znajdujg sie w sumie n dyskow Gershgorina, tzn. w zbiorze

3

i=1 =1, j#i
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4. Teoria oszczednego probkowania w algebrze kwaternionéw

LEMAT 4.5. Niech 05 bedzie stalq s-ograniczonej izometrii macierzy A € H™ " dla
dowolnego s € {1,...,n}. Niech x1,xo € H" bedq takie, ze ||x1]|, < s1 @ ||x2][; < 52 dla

51+ 89 < n, a ponadto suppx; Nsupp Xy = . Wowczas
[(Ax1, AXa)| < Gsyps, [[Xa ]y - X2, -

DowOD. Niech x1,x, € H" spelniajg zalozenia lematu i dodatkowo niech bedg takie,

ze ||x1||, = [|x2]|, = 1. Poniewaz x; i xo maja roztaczne nosniki, to
2 2 2
%1 £ o[y = lIxally + (%2l = 2.

Niech ¢ := (Ax;, Axy), mozemy wowcezas przedstawié ¢ w postaci wyktadniczej, tzn.
q = |q|e*?, gdzie p jest kwaternionem jednostkowym o zerowej czedci rzeczywistej, a v

jest dodatnia liczba rzeczywista. Wezmy y = x; - e #¢, woéwczas
(Ax1, Axo)| = [(Axy, Axs) - e | = [(A(x1 - e ), Axa)| = |(Ay, Axo)|.

Poniewaz (Ay, Axy) jest liczba rzeczywista, to z Twierdzenia 2.22 (wzér polaryzacyjny)
otrzymujemy, ze
1
(Ay, Axo) = 7 (I Ay + A% | — | Ay — Axsll3).
Wektory y + x5 sa (s1 + s2)-rzadkie, zatem z definicji RIP

(1= bsrts0) |y 3005 < [AY £ Axal5 = ALY £x0)[l5 < (14 85p15) Iy £ X0 l5,
=2 =2

a stad
[Ay + A2~ [Ay = Axol} < 21+ 64y4) = 200 — 61y 0) = 45,1
Ostatecznie
(Ax1, Ax)] = [(Ay, Axa)| < by

Niech teraz x1,x, € H" beda dowolnymi wektorami spelniajacymi zatozenia. Wowczas
<A X1, X2 > ~ [(Axy, Axy)|
Ixally" Il

- %1l - 1%l
co konczy dowdd. O

5514-52 >

W pracach [4,15] zostal przedstawiony inny dow6d powyzszego lematu, ktéry korzysta
z wlasnosci norm operatorowych.

Jak wspomnieliSmy na wstepie tej sekcji, do tej pory w literaturze nie pojawily sie
prace, w ktérych by wykazano, ze istnieja macierze o elementach kwaternionowych, ktore
maja wlasnos¢ ograniczonej izometrii. Mozna jednak tatwo pokazac, ze podzbiorem takich
macierzy jest zbiér macierzy o elementach rzeczywistych, ktore majg RIP dla wektoréw

rzeczywistych, o czym méwi ponizszy lemat, przytoczony za [3].
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Rozdzial 1. Kwaterniony w teorii oszczednego prébkowania

LEMAT 4.6. Jesli macierz A € R™ ™ spelnia warunek s-ograniczonej izometriv dla

wektorow o wspotrzednych rzeczywistych z pewng statqg o5 > 0, tzn.
2 2 2
(4.5) (1= 0) l[zll; < [[Az]l; < (14 6,) [|z];

dla wszystkich s-rzadkich wektorow z € R™, to spelnia warunek s-ograniczonej izometrii

dla wektoréw o wspotrzednych kwaternionowych z tg samg stalg o5, tzn.
2 2 2
(1= 6,) 112 < IAXI2 < (1+ ) I
dla wszystkich s-rzadkich wektoréow x € H™.
DowOD. Niech x € H” bedzie dowolnym s-rzadkim wektorem. Zapiszmy go w postaci
X = X, + x31 + x5) + xik,
gdzie x; € R™ dla 7 € {r,1,j,k}. Kazdy z wektorow x; € R" jest s-rzadki, a ponadto
Ax = Ax, + (Ax;)i+ (Ax;)j + (Axy)k
i Ax; e R" dlai € {r,1i,j,k}. Stad
2 2 2 2 2
[AX[); = [|AXe[l; + [[Axi]l; + [[Ax]l; + [[Ax]];
i oczywiscie
2 2 2 2 2
1[5 = [1xxlly + lIxally + 1515+l -
Stosujac nierownos¢ (4.5) oddzielnie do kazdego z wektoréow x; otrzymujemy teze. O

Dzieki Lematowi 4.6 widzimy, ze jesli macierz pomiarowa o elementach rzeczywistych
ma wlasno$¢ ograniczonej izometrii dla wektoréw o wspotrzednych rzeczywistych, to mo-
zemy jej z powodzeniem uzywaé w zastosowaniach teorii oszczednego probkowania dla
wektorow (sygnatéw) kwaternionowych. W literaturze znane sa pewne klasy macierzy
rzeczywistych i zespolonych majacych te wtasnosé, np. rzeczywiste losowe macierze gaus-
sowskie czy tez czedciowa macierz dyskretnej transformacji Fouriera. Szczegdlowe rozwa-

zania na temat macierzy pomiarowych zaprezentowane zostana w dalszej czesci tej sekcji.

4.2. Stabilna rekonstrukcja z danych zaszumionych i doktadnych. Wtasnosci
macierzy majacych RIP pozwalaja na udowodnienie podstawowego twierdzenia w teorii
oszczednego probkowania w algebrze kwaternionéw, tzn. dla macierzy pomiarowych i sy-
gnaléw o wspotrzednych kwaternionowych. Przedstawione rozumowanie zostato zainspiro-
wane dowodem dla macierzy i sygnatow rzeczywistych zaprezentowanym przez E. Candesa
w [22]. W artykule [3] mozna znalez¢ analogiczny dowdd dla przypadku szczegdlnego dla
macierzy o elementach rzeczywistych (Twierdzenie 3.4 w Sekcji 3). Poniewaz Twierdze-
nie 4.2 zostato przedstawione (wraz z dowodem) w pracy [15] oraz artykule [4], ominiemy

tutaj pewne szczegdly techniczne dowodu.
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4. Teoria oszczednego probkowania w algebrze kwaternionéw

Zajmujemy sie wspomnianym juz wczesniej przypadkiem ogdlnym, tzn.
y=Ax+e, gdziexeH" AecH™" yecH" oraz e c H", |le||, <n,

dla pewnych m < nin > 0. Przez x|, bedziemy oznaczac najlepsze s-rzadkie przyblizenie
wektora x, tzn. wektor powstaly z wektora x przez pozostawienie s najwiekszych (co
do normy kwaternionowej) wspéhrzednych oraz zastapienie pozostalych wspolrzednych

zerami. W ogoélnosci nie zaktadamy, ze sygnalt, ktory rekonstruujemy, jest rzadki.

TWIERDZENIE 4.7. Niech macierz A € H™ "™ ma wilasno$¢ 2s-ograniczonej izometrii
ze stalg das < V2 — 1 i niech n > 0. Wowczas dla dowolnego x € H" orazy = Ax + e
takich, ze ||e||l, < n, rozwigzanie x* problemu
(4.6) argmin ||z||, pod warunkiem ||Az—yl|,<n
zcH"™

spelnia nierownosci

C
(4.7) I —x]|2 < 7(;||X—X\s\|1+Cm,
(4.8) I = x|li < Collx — x5/l + C1v/s
ze statymi

0721—’_(\/5_1)523 Cn— 4/1+625
- (Var)e 1= (1+v2) 6

DowOD. Skorzystamy z ponizszej notacji. Dla dowolnego h = (hy,..., h,)T € H®

i zbioru indekséw T' C {1,...,n}, niech hy € H" oznacza wektor taki, ze

()= 1 ASHEET
0 wp.p.

Symbolem 7°¢ = {1,...,n} \ T bedziemy oznacza¢ dopekienie zbioru 7" C {1,...,n}.

Niech h := x# — x i roztézmy wektor h na sume wektoréw hy,, hy,, hy,, ... o roztacz-
nych nosnikach w nastepujacy sposéb: niech Ty bedzie zbiorem indekséow s najwickszych
(co do normy kwaternionowej) wspétrzednych wektora x, 77 bedzie zbiorem indekséw
s najwiekszych (co do normy kwaternionowej) wspétrzednych wektora hre, Ty bedzie
zbiorem indeksow s najwigkszych wspotrzednych wektora hr,ur)e, itd.

W dowodzie nieréwnosci (4.7) skorzystamy z oczywistej nieréwnosci

Ihl2 < |Ihayur 2 + [herunel2

i pokazemy, ze zachodzg dwa ponizsze oszacowania

(4.9) Ihzyur)ellz < |[hg[l2 + 2e < ||hgyur |2 + 2e,

(4.10) hryur |2 < 1— 3

(04'774‘25'6)7
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Rozdzial 1. Kwaterniony w teorii oszczednego prébkowania

gdzie e = ﬁ”x — X|5||1 oraz

o ile spelniona bedzie nieréwnosé¢ 3 < 1 co jest rownowazne z zalozeniem do;, < /2 — 1.
Przyjmujac Cy = ﬁ + 2 oraz C = otrzymamy teze twierdzenia.

Zacznijmy od wykazama nieréwnosci (4.9). Zauwazmy, ze dla j > 2 zachodzi
2 2 1 ?
I 3 < 3 oy 1% < sl < s (Sl )
i€

gdzie ostatnia nierownos¢ wynika z faktu, ze wszystkie niezerowe wspotrzedne hy, | maja
normy nie mniejsze niz normy wszystkich niezerowych wspotrzednych hr,. Zatem dla j > 2

mamy ||th||2 < %”thleh a St@d

1
(a.11) e <
3 Myl < 2

1 ostatecznie z nieréwnosci trojkata otrzymujemy

by [l + [y [y + - b |2

.)<\}5|

1
(4.12) Iherunyella = Dby <D lhg e < 7||th||1‘
22 |y 22 5
Pokazemy teraz, ze ||hze||; nie moze by¢ duza. Rzeczywiscie, poniewaz ||x + hl|; = [|x#|];

jest minimalna, zachodzi

Ix[l1 = [[x +hll; = [[x5, + by, |1 + [[x7e +haelly > ||xpll = [ha [l — |xzells + [[hze|1,
co prowadzi do
(4.13) [hrelly < |l [l + 2[|xze]2
Z oszacowan (4.12) i (4.13) dostajemy
Inomylls < 2l < =l |y + =l
Vsoo® Vs Vs
Zauwazmy, ze z definicji [|[x7¢ |1 = [[x — x;||1, a z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza mamy

|hr, |1 < /- ||hy |2 1 oznaczajac e = ﬁ”x — X5|[1, dostajemy oszacowanie (4.9).

Zajmiemy sie teraz oszacowaniem (4.10). Zauwazmy, ze

Ahgur = A (h -y th) — Ah— Y Ahy,

Jj=22 Jj=2

i stad, korzystajac z whasnosci funkgji (-, -), otrzymujemy

HAhT()UTl Hg = <AhT0UT17 AhT()UT1> = <AhT()UT17 Ah> - Z <AhT0UT17 AhTJ>

Jj=2
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(4.14) = (Ahg,r, Ah) — > (Ahg,, Ahy ) — > (Ahg,, Ahy, ).

jz2 j=2

Zauwazmy, ze poniewaz X7 jest rozwigzaniem problemu (4.6), a x jest wektorem do-

puszczalnym dla tego problemu, zatem z nieréwnosci trojkata wynika, ze
(4.15) |AB[ls = [A(x" —x)[l» < [|Ax —yll2 + [y — Ax], < 27.

Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza, nieréwnosci (4.15) oraz z wlasnosci ograniczone;

izometrii wynika wowczas, ze

(4.16) |(Ahz,ur, Ah)| < [|Ahgur ||z - Ay < 3/1+ 0o - [|hayur [|2 - 27,

a z Lematu 4.5 dostajemy, ze

(4.17) (Ahg,, Ahg, )| < 05, - ||,

2 ||th||2, dlaZ:O,l,j > 2,
Ponadto, poniewaz T} i T} sa zbiorami roztgcznymi, mamy
(4.18) Iy Iz + | [l < V2Ihryur, o,

Co Wynika Z faktu? ze ||hT0||§ + ||hT1||% = ||hT0UT1||%'
Stad, kolejno, z wtasnosci ograniczonej izometrii, (4.14) i nieréwnosci tréjkata, osza-
cowan (4.16)-(4.17), (4.18) i (4.11), otrzymamy

(1 = 025)|[hgyur |13 < [[Ahgun |13

< [(Ahgur,, Ah)[ + > |(Ahg,, Ahg )| + 37 |(Ahgy, Ah, )|

j=2 Jj=2

<21+ 63, - byl + 0 - (Il + [ ],) - 3
3>2
< (2\/@ "N+ \/5523 : Z HhTJHZ) ’ ||hT0UT1||2
Jj=2
2
< (2T V2

Mozemy zatem, uwzgledniajac nier6wnosé (4.13), zapisaé

P NVAET 265, |[hre h
WD V20 bl g bl
1_523 1_525 \/g \/g

gdzie «, 3 i e zostaly zdefiniowane na poczatku dowodu. Poniewaz zachodzi rowniez
Iy [1 < /s - [[hyll2 < /s - [[hrun 2, to

Ihrurlle < a-n+ 8- [[hrun |l +28 -e.

2

th

) -l

(4.19)  [[hpun (2 <

Zatem )
[hryur 2 < m(@ n+208-e),

oile § < 1, co konczy dowdd oszacowania (4.10) i daje nier6wnosé (4.7).
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Aby wykazaé¢ nieréwnos¢ (4.8) przypomnijmy, ze ||hy |1 < /s-||hr |2 < /s ||lhrur |2

i laczac ten wynik z nieréwnoscia (4.19) otrzymujemy
(4.20) by fls <o Vs n+ 8- |[hrglls
Korzystajac z powyzszej nieréwnosci oraz z (4.13) otrzymujemy

Ihrelly < - v/s-n+ - |Ihyells + 2[|xze]ls
i stad

« 2

Ibrslh < 375 Vst g Il

Zatem wektor h = x# — x spelnia, na mocy (4.20), oszacowanie

[y = lhgy [l + ha s < - Vs n+ (1+ 8) - [[hrg]s

200 1+
< m‘\/g'ﬁ‘i‘Q‘m'HXTnga
co daje nieréwnosc¢ (4.8), gdyz Cy = 2% iCy = 12_—“6, i konezy dowdd twierdzenia. O

Bezposrednig konsekwencja Twierdzenia 4.7 jest ponizszy wniosek dotyczacy rekon-
strukcji wektoréw kwaternionowych z dokladnych pomiaréw y = Ax (tzn. n = 0),

a w szczegolnosci wektoréw s-rzadkich (tzn. x = x|,).

WNIOSEK 4.8. Niech macierz A € H™ ™ ma wilasnos¢ 2s-ograniczonej izometrii ze
stalg dos < /2 — 1. Wowczas dla dowolnego x € H" oraz dla dokladnych danych pomia-
rowych y = Ax € H™ rozwigzanie x* problemu
(4.21) argmin ||z||, pod warunkiem Az =Yy,

zcH"

spetnia nieréwnosci

(4.22) Ixc# — xlly < Collx — x|
C
(4.23) I# =l < 2l =il

ze statqg Cy jak w Twierdzeniu 4.7. W szczegolnosci, jesli x jest wektorem s-rzadkim, to

rekonstrukcja w wyniku minimalizacji (1 jest doktadna.

Oszacowanie do; < v/2—1 nie jest optymalne. W literaturze mozna znalez¢ lepsze osza-
cowania dla macierzy o elementach rzeczywistych i dla wtasnosci ograniczonej izometrii

dla wektorow rzeczywistych (np. dos < % (3 — \/§) ~ 0,4531 w [52], das < \/% ~ 0,6246
w [53]). Znane sg jednak przykiady s-rzadkich wektoréw o wspodtezynnikach rzeczywi-
stych, ktérych nie mozna jednoznacznie zrekonstruowaé¢ w wyniku minimalizacji ¢, dla
b5 > 3 [21] lub by, = % +¢e~0,7071 + ¢ dla dowolnego € > 0 [34], co daje nam réwniez

gorne oszacowanie dla przypadku kwaternionowego.
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4.3. Kwaternionowe gaussowskie macierze losowe. Wiemy juz, ze jesli macierz
pomiarowa A € H™*™ ma wtasno$¢ ograniczonej izometrii z odpowiednio matg stata, to
mozliwa jest stabilna rekonstrukcja dowolnych wektoréw z danych pomiarowych obarczo-
nych pewnym btedem. Wiemy takze, ze istnieja macierze o elementach rzeczywistych lub
zespolonych, ktére maja wtasnos¢ ograniczonej izometrii, np. losowa rzeczywista macierz
gaussowska [7,27]. Pierwszy (i zgodnie z nasza wiedza jedyny) dowdd, ze réwniez losowe
macierze gaussowskie o elementach zespolonych maja t¢ wtasnosé, zostat opublikowany
w 2013 roku w artykule [101]. Niedawno pojawil sie réwniez cykl prac, ktérych autorzy,
postugujac sie elementarnymi narzedziami probabilistycznymi, twierdza, ze wykazali wta-
snos¢ ograniczonej izometrii dla gaussowskich macierzy losowych zaréwno w przypadku
rzeczywistym jak i zespolonym [67-69]. Sa to jednak dowody niepetne, korzystajace z za-
tozen, ktore nigdy nie beda spetnione. Szczegdlowe rozwazania na ten temat ukazaly sie
w pracy [15].

Przeprowadzajac zupelnie inne rozumowanie niz we wspomnianych artykutach wyka-
zemy, ze rowniez kwaternionowe losowe macierze gaussowskie maja wtasno$é ograniczonej
izometrii. Do tej pory dowdd taki nie pojawit sie w literaturze. Mozna znalezé¢ jedynie
wyniki symulacji numerycznych z wykorzystaniem kwaternionowych losowych macierzy
gaussowskich [8,62,100]. W artykule [5] przedstawiamy analogiczny dowdd z innymi sta-
tymi. Dowody pewnych faktéw z teorii prawdopodobienstwa, ktére nie sa bezposrednio
zwigzane z tematem tej sekcji, przeniesiemy do Dodatku A.

W dalszej czesci rozdzialu przyjmiemy standardowe oznaczenia na rozktady (rzeczy-
wistych) zmiennych losowych X, tak jak w [66]:

(a) X ~ N(u,0?), jesli X ma rozktad normalny (Gaussa) o wartoSci oczekiwanej p

i wariancji o2, tzn. rozklad o gestosci

1 (z — p)?
¢M70'2 (ﬂf) = W exXp {_M dla z € R,
(b) X ~ I'(a, B), jesli X ma rozklad gamma o wartosci oczekiwanej § i wariancji 4,

tzn. rozktad o gestosci

Ya,8(x) = Ffoa) g e, dlaz € Ry,

a ponadto funkcja generujaca momenty ma postac (1 — %)ﬂ dla t < (3,
(c) X ~ x%*(m), jesli X ma rozklad x? o m stopniach swobody, tzn. jest suma

kwadratéw m niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie N(0,1); ponadto

XA(m) =T(3,3).
Przyjmiemy réwniez standardowe oznaczenie E X wartosci oczekiwanej zmiennej loso-
wej X, Var X = E(X?) — (E X)? wariancji X i Cov(X,Y) = E(XY) — (EX) - (EY)
kowariancji zmiennych losowych X i Y. Wprowadzimy rowniez pojecie podwyktadnicze;j
zmiennej losowej, zgodnie z ponizsza definicja [99].
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DEFINICJA 4.9. Zmienna losowa X nazywamy podwyktadniczqg (ang. sub-ezponential),
jedli istniejg 02 > 0 oraz § > 0 takie, ze
ot? 1
Piszemy wowcezas X ~ SubExp(0?,6).

Zauwazmy, ze warunek (4.24) mozna zapisa¢ takze za pomoca funkcji generujacej
momenty M (t) = EeX, tzn.

’t? 1
M(t) < exp <Vt + 02> dla Jt| < 5

gdzie v = EX. W niektérych zrodtach zmienne losowe, dla ktérych spelnione jest po-

2 > 0 oraz § > 0, nazywane sg zmiennymi

wyzsze oszacowanie dla pewnych v € R, o
lokalnie podgaussowskimi (ang. locally sub-Gaussian) [30]. Szczegdlowe rozwazania na
temat zmiennych podwyktadniczych zamieszczone sa w Dodatku A.

Rozwazamy takze wielowymiarowe zmienne losowe, tzn. wektory losowe. W szczegol-
nosci bedziemy uzywac uogélnienia rozktadu normalnego na przypadek wielowymiarowy.
Moéwimy, ze (rzeczywisty) wektor losowy X = (Xi,...,X,)T ma wielowymiarowy roz-
ktad normalny, jesli istnieje wektor g € R™ i macierz odwracalna A € R™*" taka, ze
X=A-Z+p,gdzieZ=(Z,...,Z,)" jest wektorem niezaleznych zmiennych losowych
o rozktadzie NV(0,1). Réwnowaznie wektor losowy ma wielowymiarowy rozktad normal-
ny, jesli dowolna kombinacja liniowa jego wspéhrzednych ma (jednowymiarowy) rozkltad
normalny.

Przytoczone wyzej definicje, w tym rozktadu wielowymiarowego, postuza do zdefinio-

wania kwaternionowych zmiennych i wektoréw losowych [72,97].
DEFINICJA 4.10. Zmienng losowa X nazywamy kwaternionowq zmienng losowg, jesli
X =Xo+ Xqi+ Xoj + X3k
i Xo,..., X3 83 rzeczywistymi zmiennymi losowymi.

W dalszej czesci pracy bedziemy zajmowacé sie kwaternionowymi zmiennymi losowymi
X takimi, ze X; ~ N (0, %2) i X; sa parami niezalezne. Takie zmienne losowe bedziemy
na potrzeby tej pracy nazywaé kwaternionowymi normalnymi (gaussowskimi) zmiennymi
losowymi o wariancji 02 i oznacza¢ X ~ Ng(0,0?). Analogicznie wprowadzamy defini-
cje kwaternionowych losowych macierzy gaussowskich, tzn. macierzy A = (a;;) € H™"
takich, ze a;; sa parami niezaleznymi kwaternionowymi zmiennymi losowymi takimi, ze

a;; ~ Nu(0,0?). Pokazemy, ze macierze te maja wlasnosé¢ ograniczonej izometrii.
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Przypomnijmy, ze macierz A € H™*"™ ma wlasno$¢ s-ograniczonej izometrii ze stala
0s > 0, jesli

(1 —35) l1xlls < Al < (1+4,) [Ix]l3

dla wszystkich s-rzadkich wektorow x € H". Bez utraty ogoélnosci mozemy rozwazac

jedynie wektory x jednostkowe i wowczas
1—6, < |Ax|2 < 1+6..

Zauwazmy, ze poniewaz A jest macierza losowa, to stala d; réwniez jest (rzeczywista)
zmienng losowa. Zanim przejdziemy do dowodu gtéwnego twierdzenia, sformutujmy poniz-
szy lemat, ktéry charakteryzuje rozktad zmiennej losowej R(x) = HAXH§ Dowdéd lematu

zostal opisany w [15].

LEMAT 4.11. Niech A € H™ " bedzie kwaternionowqg losowq macierzq gaussowskq,
ktorej elementy a;; sq niezaleznymi kwaternionowymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
N (0, %) (tzn. czes¢ rzeczywista i wszystkie wspdlczynniki czesci urojonej kazdej takiej
zmiennej a;; sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N (0, ﬁ)) 1 niech x € H"

bedzie taki, Ze ||x|, = 1. Wowczas zmienna losowa

R(x) = | Ax|;

ma rozktad T'(2m,2m) i nie zalezy on od x. W szczegolnosci ER =1 oraz Var R = ﬁ

. 1
—m=16
R m= o9
m= 64
Al 0.8+
.| 0.7
= 3 = 06
= §
§2.5 r £05
£ Q
§ =
=  04f
15| 0.3f
Al 0.2+
05 o4
o 0
0 2 °

() (b)

RYSUNEK 4.1. Gestos¢ (a) i dystrybuanta (b) rozktadu I'(2m, 2m) dla réz-
nych wartosci m.
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Kluczowa w powyzszym lemacie jest informacja, ze rozktad zmiennej losowej R (przed-
stawiony na Rys. 4.1) nie zalezy od wektora x, w szczegdlnosci od wyboru s-elementowego
nos$nika wektora. Lemat ten zostal udowodniony réwniez w pracach [67-69] w wersji dla

macierzy o elementach rzeczywistych i zespolonych. Warto zauwazy¢, ze w przypadku ma-
22
['(m, m). W przypadku macierzy kwaternionowych otrzymujemy wiec mniejsza wariancje

cierzy rzeczywistych zmienna R ma rozktad I'( ), a dla macierzy zespolonych rozktad

zmiennej losowej R niz dla macierzy rzeczywistych, tj. %, czy zespolonych, tj. %

WNIOSEK 4.12. Niech A € H™" bedzie kwaternionowq losowqg macierzqg gaussowskq,
tak jak w Lemacie 4.11 i x € H" bedzie taki, Ze ||x||, = 1. Wowczas

2 1
R(x) = || Ax|]2 ~ SubExp ( ) .
m m

DowOD. Jest to bezposredni wniosek z ogdlniejszego Twierdzenia A.2, ktére méwi, ze

zmienna losowa o rozktadzie I'(«, 3) jest zmienng podwykladniczg z parametrami 0% = 4[3—02‘
oraz § = 2. OJ

B
Powyzszy fakt pozwoli nam skorzystaé¢ z oszacowania na ,ogony” (ang. tail bounds)
zmiennych podwyktadniczych, tzn. z Twierdzenia A.5. Ponizsze twierdzenie jest jego bez-

posrednim wnioskiem.

WNIOSEK 4.13. Niech A € H™" bedzie kwaternionowq losowg macierzg gaussowskq,
tak jak w Lemacie 4.11 i x € H" bedzie taki, Ze ||x||, = 1. Wowczas

t2m
(4.25) P ([ Ax]; — 1] > ) < 2exp (—4) dla 0 <t<2.

Podobnie jak w przypadku rozktadéw zmiennej losowej R warto poréwnaé otrzy-
many wynik z analogicznym twierdzeniem dla macierzy rzeczywistych oraz zespolonych.
W przypadku macierzy o elementach rzeczywistych w wyktadniku po prawej stronie nie-

, ;. t2m . o .
réwnosci (4.25) mamy —4g, co jest wynikiem gorszym.
Nalezy mie¢ réwniez na uwadze fakt, ze nie jest to oszacowanie optymalne, co widaé

na Rys. 4.2. Modyfikujac dowéd Twierdzenia A.2 mozna pokazaé, ze rozklad I'(a, 3) jest

rozktadem podwykladniczym z parametrami o? = %% io= % dla dowolnego 0 < v < 1
(Wniosek A.3). Mozna wowczas zastapi¢ (4.25) nieréwnoscia
2 (1 — 2
(4.26) P(|lAx]3 — 1] > t) < 2exp <—(27)m> dla 0<t< 1—7
-7

Biorac v < % mozemy zatem uzyskaé ,lepszy” (tzn. mniejszy) parametr o niz w po-
danym przypadku, a zatem lepsze oszacowanie niz w nieréwnosci (4.25). Odbywa sie to
jednak kosztem dtugosci przedziatu, na jakim to ograniczenie jest prawdziwe (tzn. zwiek-
sza sie parametr 0) [5]. Na potrzeby tej pracy, ze wzgledu na przejrzysto$é dowodu Twier-
dzenia 4.15, pozostawiamy jednak nieréwnos$¢ w wersji przytoczonej we Wniosku 4.13,
tzn. dla v = %
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—P(|lAx|3 - 1] > 1)
= p1ya(t)

5(%)

—P([lAx|3 —1]| > 1)
- p1/2(t)

RYSUNEK 4.2. Sprawdzenie nieoptymalnosci oszacowania prawdopodobien-
2

stwa P ()HAXH% — 1‘ > t) przez funkcje p,(t) = 2exp (—@) prawej

strony oszacowania (4.26) dla réznych « oraz (a) m = 32, (b) m = 64.

Zanim przejdziemy do dowodu wtasnosci ograniczonej izometrii dla kwaternionowych

losowych macierzy gaussowskich, wykazemy najpierw pomocniczy lemat.

LEMAT 4.14. Niech A € H™*" bedzie kwaternionowg losowg macierzqg gaussowskq,
ktorej elementy a;; sq niezaleznymi kwaternionowymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
N (0, %) (tzn. cze$é rzeczywista i wszystkie wspdlczynniki czesci urojonej kazdej takiej
zmiennej a;; sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie N (0, ﬁ) ). Ponadto, niech
S c{l,...,n} bedzie taki, Ze #S = s < n, nieche > 0110 < § < 1. Wowczas jesli

m > E(S’Q <14s + In 2) ,
3 €

to z prawdopodobienistwem rownym co najmniej 1 — e zachodzi

|AsAs ~1d],_, <

DowoOD. Jak juz stwierdziliSmy wezesniej, wystarczy rozwazaé¢ wektory x € H™ jed-
nostkowe, tzn. takie, ze ||x||, = 1. Oznaczmy symbolem X zbior tych wektoréow x € H",
dla ktérych suppx C S. Niech

Ag = {x € Xg: |||, = 1}.

Zauwazmy, ze zbiér X g mozemy utozsamia¢ z R**, a zbiér Ag ze sfera jednostkowg w R**.
Ustalmy 0 < v < % Niech A, bedzie 7-pokryciem zbioru Ag w przestrzeni Xg,

tzn. najmniej licznym zbiorem {y,...,yr} C Xg takim, ze

T
AS - U B(}%’Y)»
=1

gdzie B(ys,v) = {y € Xs: |ly —y¢|| < 7}. Poniewaz zbiér Ag jest wypuktly, zachodzi
Ilyell, <1dlal=1,...,T.
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Z wlasnosci vy-pokrycia (zob. [53, Proposition C.3]) widzimy, ze
9 4s
(4.27) #A, < (1 + )
~
i dla kazdego wektora x € Ag istnieje wektor y € A, taki, ze [|x —y|, < 7.

Zauwazmy, ze dla 0 < § < 2 zachodzi

P(3yea,

IAyl5 = Iyl > dllyl3) =P ( U {|IAyl5 = lIyl3] = o lvll3 })

yeA,

- 52m
< 3 P(IAYIE - I¥12 > S lvIE) < #A, - 2exp (—4)
yEA,

4s )
<2 <1 + 2) exp (-57”) :
ol 4

co wynika z podaddytywnosci prawdopodobiefistwa, Wniosku 4.13 i oszacowania (4.27).

Stad oczywiscie

P(Vyea,

4s <
N 2 6%m
Il - Iyl < 3y1) > 1-2 (14 2) "o (1),

WezZmy macierz, dla ktérej zachodzi warunek

Vyea, |IAYIS—Ilyls <oyl

i zauwazmy, ze wlasnos¢ ta jest rGwnowazna nastepujacej

2 2 N 2
Vyea, |IAsysls — sl <dllysl;,

gdzie Ag oznacza macierz powstata z kolumn macierzy A o indeksach w zbiorze S. Oczy-

wiscie poniewaz suppy C S, to zachodzi ||ysl|, = ||y|,- Ponadto

I1Asysls — [ysl3] = ((AsAs — Td)ys, ys)| -
Oznaczmy B = A5Ags — Id.
Niech teraz x bedzie dowolnym wektorem ze zbioru Ag, a 'y € A, bedzie taki, ze
Ix = yll, = lIxs = ysll, <. Wowezas
(Bxs,xs) = (Bys,ys) + (Bxs,xs — ys) + (B(xs — y5),¥s)

a stad

|(Bxs,xs)| <[(Bys,ys)| + [Blly_s [[xsll; [[xs = yslly + Bll—s Ixs = yslly lysl
< [lyslly + [1Bllo—z lIxs = yslly (1xslly + lyslly) < 6 +27([Bll,, -

Biorac supremum po wszystkich x € Ag i korzystajac z zatozenia v < % otrzymamy

J

Bllamy <0 4+27[Bllmy, = [IBll,, < m

23
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7 powyzszych rozwazan wynika, ze

J

P (HAEAS —1df,_, < -2

) > P (Yen, [IAYIE— Iyl <5 Iyl
i biorge 0 = (1 — 27)d dostajemy

4s
2 1
P(||[AsAs —Id|, , <d)>1-2 (1 + ) exp (—4(1 — 27)252m) :
v

Wynika stad, ze jesli

4 2 2
. > — —2 + -] +In-
(4.28) m f 27)25 (48 In <1 > In 5) ,

to

P([|AsAs —Td,_, <6) > 1—-.

Biorac v = —5— ~ 6,228 - 10~? otrzymamy, ze ﬁ <%iln (1 + %) = I a powyzsze
oszacowanie zachodzi dla § < ﬁ ~ 2,885. Zatem jedli

16 __, 2
m > 36 (145+1ng),
to zachodzi réwniez nieréwnos¢ (4.28) i otrzymujemy teze twierdzenia. O

Zauwazmy, ze powyzszy lemat uwzglednial jedynie wektory s-rzadkie o ustalonym
nosniku S i nie bral pod uwage kolumn macierzy A o indeksach poza zbiorem S. Majac
ten wynik mozemy jednak w bezposredni sposéb przejsé¢ do dowodu whasnosci ograniczone;j

izometrii dla kwaternionowych losowych macierzy gaussowskich.

TWIERDZENIE 4.15. Niech A € H™ " bedzie kwaternionowq losowg macierzqg gaus-
sowskq takq jak w Lemacie 4.14. Ponadto niech ¢ >0 10 < 0 < 1. Wowczas jesli
m > 1—65_2 (155—1—8111” +1n2> :
3 s €
to z prawdopodobienstwem rownym co najmniej 1 — e stala s-ograniczonej izometrii g
macierzy A spetnia 65 < 6.

DoOwOD. Zauwazmy, ze z Lematu 4.3 otrzymujemy
0s = S:H#%S‘X:s [ASAs —Id[[, .,

gdzie S sa podzbiorami zbioru {1, ..., n}. Wéwczas, korzystajac z podaddytywnosci praw-

dopodobienstwa oraz dowodu Lematu 4.14, otrzymamy, ze dla ¢ < % zachodzi

P(0s > 6) = P( R [AsAs —Id|[,_, > 5) =P (Js: p5=s [|[AsAs —1d|[,_, > 9)

S

=P ( U {lAsAs—1d], ,> 5}) < Y P(|AsAs - Id|, ., > 0)
S: #S=s S: #S=s
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4s
< > 2 <1 - 2) exp <—1(1 - 27)252m>
S: #S=s v 4
n 2\ " 1 -
= 2<S> (1 + 7) exp( 4(1 29)°8 m)
s 9 4s 1
<2 (m) (1 + ) exp (—(1 — 27)252m> ,
S ¥ 4

gdzie w ostatniej nieréwnosci skorzystaliSmy z oszacowania (Z) < (%)S dla dowolnych
n > s> 0 (zob. [53, Lemma C.5]). Zatem jesli

4 2 en 2
— 5 (4sIn1+ = In— +1In-
TENE <3n<—|—7>—|—8n8—|—n5>,

to P(0s < §) > 1 — e. Niech teraz, jak w poprzednim dowodzie, v = Jﬁ Poniewaz
ﬁ < % oraz In (1 + %) = %, to dla § < ﬁ ~ 2,885, jesli

(4.29) m >

16 2
m> —6 2 (15s+81nn+1n>,
3 S €

to zachodzi réwniez nieréwnosé (4.29) i otrzymujemy teze twierdzenia. U

Powyzsze twierdzenie daje ,recepte”, wedlug ktorej powinnidémy konstruowaé kwa-
ternionowe losowe macierze gaussowskie, dzieki ktérej macierze te beda miaty z duzym
prawdopodobienstwem wtasnos¢ ograniczonej izometrii. Mozna ten wynik sformutowaé
rowniez w inny sposob, ktory mowi, z jakim prawdopodobienstwem losowa macierz gaus-

sowska bedzie miala wtasnos$¢ ograniczonej izometrii z zadang stata.

WNIOSEK 4.16. Niech A € H™ " bedzie kwaternionowq losowg macierzqg gaussowskq
takq jak w Lemacie 4.14. Ponadto niech 0 < § < 1. Wowczas jesli
en

m > 1606 %sln —,
S

to z prawdopodobienstwem rownym co najmniej 1 — 2 exp ( — %62771) stata s-ograniczonej

izometrii 65 macierzy A spetnia d; < 0.

DoOwOD. Teza wynika z Twierdzenia 4.15 po podstawieniu ¢ = Qexp< — 33—2527%)
i uporzadkowaniu statych. O

Zauwazmy, ze w dowodzie Lematu 4.14 skorzystaliSmy z nieoptymalnej nieréwno-
Sci (4.25). Lepsze oszacowanie uzyskaliby$my korzystajac z nieréwnosci (4.26) z odpo-
wiednio dobranym parametrem . Nalezy jednak pamietac, ze takie oszacowanie jest
prawdziwe na krotszym przedziale, co ma swoje odzwierciedlenie rowniez w zatozeniach
na zakres parametru 0 w Twierdzeniu 4.15. Wielko$¢ parametru v mozna dobieraé¢ w za-
leznosci od wymogdéw stawianych w twierdzeniach o stabilnej rekonstrukeji (w przypadku
Twierdzenia 4.7 dopasowujac do 6y, < /2 — 1).
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5. Symulacje numeryczne

Ostatnig sekcje Rozdziatu 1 poswiecimy wynikom eksperymentéw numerycznych, kto-
re obrazuja rozwazania teoretyczne przedstawione w Sekcji 4.3. Sugeruja one, ze uzyskane
oszacowania nie sa optymalne i mozna je poprawic.

Inspiracja do przeprowadzenia tych eksperymentéw byt artykut [100], ktory byt jedna
z pierwszych préob zastosowania teorii oszczednego probkowania do sygnatéw i macierzy
pomiarowych o wartosciach w algebrze kwaternionoéw. Autorzy tego artykutu przedstawili
jedynie wyniki eksperymentéw i nie podali zadnych podstaw teoretycznych, ktore uzasad-
niatyby ich wyniki. Dysponujac juz wynikami teoretycznymi mozemy znacznie rozszerzy¢
przedstawione tam eksperymenty.

Na poczatku w Sekcji 5.1 przedstawimy empiryczne rozktady stalych ograniczonej
izometrii dla losowych kwaternionowych macierzy gaussowskich. Skomentujemy rowniez
probe porownania uzyskanych wynikéw z tezg Twierdzenia 4.15 1 Wniosku 4.16. W Sek-
c¢ji 5.2 pokazemy wyniki standardowego eksperymentu rekonstrukeji wektoréw kwaternio-
nowych za pomocg minimalizacji normy ¢; z pomiaréw za pomoca gaussowskich loso-
wych macierzy kwaternionowych. Pozwola one na oszacowanie statych w Twierdzeniu 4.7
i Wniosku 4.8. Czes$¢ przedstawionych w tych sekcjach wynikéw zostata réwniez opisana
w artykutach [4,5]. Na koniec pokazemy prébe zastosowania opisywanej teorii do rekon-
strukcji obrazow kolorowych, tzn. takich, ktérych piksele mozna reprezentowaé za pomoca
kwaternionow.

Eksperymenty przeprowadziliSmy w srodowisku MATLAB R2016a na komputerze PC
z procesorem Intel(R) Core(TM) i7-4790 CPU (3.60GHz) i 16GB RAM, pracujacym pod
systemem operacyjnym Microsoft Windows 10 Pro. Opisywane wyniki powstaty we wspot-
pracy z Wydziatem Matematyki i Nauk Informacyjnych PW.

5.1. Rozklady empiryczne stalych ograniczonej izometrii. Aby estymowac
rozktad statej ograniczonej izometrii dla gaussowskich losowych macierzy kwaterniono-
wych, symulacje wykonalismy dla macierzy A € K™*" gdzie K =R i K = H, m = 64,
n = 256 oraz dla s-rzadkich wektorow x € K™*" takich, ze ||x||, = 1, gdzie s = % = 32.

Przypomnijmy, ze stata s-ograniczonej izometrii mozna zapisac¢ jako

—_— 2 —_—
0s = )I{réazf\HAXIlg 1

b

gdzie X jest zbiorem wszystkich s-rzadkich wektoréw x € K" takich, ze |x|, = 1.
Wyznaczajac dystrybuante empiryczna zmiennej losowej d, dla danej realizacji zmien-
nej losowej A wylosowali$my 10° s-rzadkich wektoréw o normie ¢, réwnej 1 i wzieliémy
maksimum po uzyskanym 10°-elementowym zbiorze. Préba losowa sktadata sie z 10* re-
alizacji zmiennej losowej A. Wyniki symulacji dla macierzy i wektoréw o wspotrzednych

rzeczywistych zamieszczone sg na Rys. 5.3, a dla przypadku kwaternionowego na Rys. 5.4.
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RYSUNEK 5.3. Rozklad empiryczny zmiennej losowej 0, dla gaussowskich
macierzy losowych A € R™" n = 256, m = 64, s = 32. (a) Gestosé
empiryczna rozktadu. (b) Dystrybuanta empiryczna rozktadu.

03 03 04 045 05 055 06 03 03 04 045 05 055 06

RYSUNEK 5.4. Rozktad empiryczny zmiennej losowej 65 dla gaussowskich
macierzy losowych A € H™ " n = 256, m = 64, s = 32. (a) Gestosé
empiryczna rozktadu. (b) Dystrybuanta empiryczna rozktadu.
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5. Symulacje numeryczne

Uzyskane wyniki potwierdzaja rozwazania teoretyczne méwiace, ze kwaternionowe lo-
sowe macierze gaussowskie majg z duzym prawdopodobienstwem wtasno$é¢ ograniczonej
izometrii. Co wigcej, mozna wyciagnaé z nich wniosek, ze dla ustalonej pary (m, n) losowa
macierz gaussowska A € H™*™ ma nizsza stalg s-ograniczonej izometrii niz odpowiada-
jaca jej macierz A € R™*". Wynika to najprawdopodobniej z faktu, ze zmienna losowa
HAXH; ma w przypadku macierzy i wektoréw kwaternionowych mniejszg wariancje niz
analogiczna zmienna losowa w przypadku rzeczywistym.

Wydaje sie, ze mozna poréwna¢ wyniki przeprowadzonego eksperymentu z teza Twier-
dzenia 4.15 i Wniosku 4.16. Przypomnijmy, ze zgodnie z naszymi wczesniejszymi rozwa-
zaniami, jesli

en

m > 1606 2s1ln —,
S

to z prawdopodobienstwem réwnym co najmniej 1 — 2 exp (— 3%52711) stata s-ograniczonej
izometrii 5 macierzy A spetnia d; < 4, gdzie 0 < 6 < 1. Oszacowanie to jest jednak
uzyteczne jedynie dla bardzo duzych n (rzedu kilkuset tysiecy) i s < n (rzedu kilkuna-
stu). Przypadek, ktéry zaprezentowaliSmy w symulacjach numerycznych, ograniczal sie
zaledwie do n = 256 i s = 32. Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze oszacowania, ktore stoso-
walismy w dowodzie Twierdzenia 4.15 nie byly optymalne i mozna je znacznie poprawic,

co sugeruja rowniez wyniki eksperymentu.

5.2. Stabilna rekonstrukcja wektoréw kwaternionowych. Wiemy juz, ze kwa-
ternionowe losowe macierze gaussowskie majg z duzym prawdopodobienstwem wlasnosé
s-ograniczonej izometrii dla duzych n i matych s. Eksperymenty numeryczne pozwala-
ja przypuszczaé, ze jest to prawda réwniez dla mniejszych n. Mozemy zatem sprébowaé
przeprowadzi¢ numeryczng symulacje odzyskiwania kwaternionowych sygnatow rzadkich
w wyniku minimalizacji normy ¢;. Zajmiemy sie jedynie przypadkiem, w ktérym pomiary
sg wykonywane bezbtednie.

Przypomnijmy, ze rozwazany problem optymalizacyjny, to minimalizacja normy /1,
tzn. zadanie
(5.1) arg glin |z|l, pod warunkiem Az =y,

zeHn
gdziey = Ax € H™, A € H™*" ix € H". Podobnie jak analogiczny problem dla macierzy
i wektorow o wartosciach zespolonych, mozna to zadanie wyrazi¢ w jezyku programowania
stozkowego drugiego stopnia (ang. second-order cone programming — SOCP) [23]. Powta-
rzajac rozumowanie przeprowadzone przez autoréw [100], problem (5.1) mozemy zapisaé
w rownowaznej postaci

(5.2) argmint pod warunkiem y = Az, ||z||, <t,
teR4

co prezentowali$émy juz takze w pracach [3,4,15].
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Rozdzial 1. Kwaterniony w teorii oszczednego prébkowania

Rozbijmy wektory y i z na osobne wektory reprezentujace czes¢ rzeczywista i poszcze-

goélne czesci urojone
y =Yyr +Yyil +y;5i + yik, z = zp + ;i + 73) + zik,

gdzie yr,yi,¥j, Yk € R, z,,2;, 25, 2z € R". Wprowadzamy standardowe oznaczenie

zZ, = (Zr,h e 7Zr,n)T7 z; = (Zi,la cee 7zi,n>T7 zZ; = (Zj,b e 7Zj,n)T7 Zy = (Zk,la R Zk,n)T

a ponadto niech a, € H™ bedzie k-ta kolumng macierzy A, k € {1,...,n}, i tak jak
w poprzednim kroku a, = a,; + ajii + ajij + axik, gdzie ayp, aip, a5, aky € R™.

Zauwazmy, ze drugie ograniczenie w (5.2) mozemy przepisa¢ jako
||(Zr,k7 Zik s Zj,kv Zk,k)THQ < tk dla & S {17 s ,Tl},

n

gdzie t; sa pewnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze ) tp = t. Dzicki tej
k=1

notacji mozemy zapisa¢ problem (5.2) w jezyku macierzy i wektoréw o wartosciach rze-

czywistych:
(5.3) arg Hrglin ¢’z pod warunkiem y = Az
z€R™
oraz  ||(Zeks Ziks Zids 2k) |2 <t dlak € {1,...,n},
gdzie
(5.4) Z = (1, Zr1s Zi1s 2515 k1o - - - s by Zrms Zims Zins zkm)T e R,
(55)  ¢=(1,0,0,0,0,...,1,0,0,0,0)" € R°",

(5.6)  y=(yi.yi.y{.ya) € R"™,

0 a,; —aj; —aj; —ax: 0 a,, —aj, —aj, —ak,
~ 0 a; ay1 —akxi1 a1 0 a, a, —akx, aj,
(57) A: ) ) ) J, ) ) ) Js
0 a; ax;1 a1 —aj 0 aj, ax, ar, —a,
0 ax1 —a;; aj a; ... 0 ax, —aj, aj, ar
i A e Rimxon,

Jest to standardowe sformutowanie problemu SOCP, ktére mozna rozwiaza¢ z wyko-
rzystaniem dostepnego pakietu SeDuMi dla srodowiska MATLAB [90]. Znajdujac wow-

czas rozwigzanie

# 7 xlﬁn)T c RSn

(5.8) i#:(tl,xﬁl,xfl,xfl,xlﬁl,... t x# T
problemu (5.3) otrzymujemy rozwiazanie
(5.9) x* = (mfl + xfli + :L"J#lj + xﬁlk, e xffn + xl#nl + :EJ#n_] + xﬁnk) e H"”

oryginalnego problemu (5.1).
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5. Symulacje numeryczne

Eksperyment miat nastepujacy przebieg:

1° ustal stale n = 256 (dtugo$¢ wektora x) i m (liczba pomiaréw, tzn. dlugosé
wektora y) i wygeneruj macierz pomiarowa A € H™*", ktérej elementy sa kwa-
ternionami wylosowanymi z niezaleznych rozktadéw normalnych N (0, L );

2° wybierz rzadkos¢ sygnatu s < % inosnik S C {1,...,n} (losowo), taki ze #S5 = s,
oraz wygeneruj wektor x € H" taki, ze suppx = S, ktérego wspotrzedne sa
kwaternionami wygenerowanymi z niezaleznych rozktadéw normalnych Ny (0, 1);

3° wyznacz y = Ax € H™,;

4° wyznacz wektory ¥, ¢ i macierz A jak w (5.4)—(5.7);

5° wywotaj program SeDuMi do rozwiazania problemu sformutowanego w (5.3) i wy-
znacz rozwigzanie X7 ;

6° wyznacz wektor x* za pomoca (5.9) i oblicz bledy rekonstrukcji (w sensie nor-

my £y oraz ly), tzn. ||x¥ —x||; i [|x* — x||.

Dla kazdej pary (m,s) wykonaliémy 1000 eksperymentéw i zapisaliSémy bledy rekon-
strukcji oraz liczbe doktadnych rekonstrukcji (uznajemy, ze rekonstrukcja jest doktad-
na, jedli [|x#* —x|l; < 1077). Eksperyment przeprowadzilismy dla m = 2,...,64 oraz
s=1,...,%. Zakres parametru s zostal wybrany nieprzypadkowo — wiemy z ogdlnej teo-
rii, ze minimalng liczbg pomiaréw, ktéra pozwala na rekonstrukcje wektora s-rzadkiego
z wykorzystaniem metod oszczednego probkowania jest m > 2s [53, Theorem 2.13].

Wyniki eksperymentu przedstawione sa na Rys. 5.5(a). Wykres przedstawia mape
procentu doktadnej rekonstrukcji w zaleznosci od liczby pomiarow m oraz rzadkosci s
wektora. Symulacje potwierdzaja wyniki teoretyczne — odpowiedni dobor liczby pomiarow
do rzadkosci wektora gwarantuje niemal doktadne odtworzenie wyjsciowego wektora —
dla par m = 32 1 s < 9 odzyskujemy ponad 95% wektoréw, podobnie dla m = 64
i s < 20. PrzeprowadziliSmy rowniez analogiczny eksperyment dla macierzy A € R™*"
i wektorow x € R"™. Wyniki tego eksperymentu zaprezentowano na Rys. 5.5(b). Mozna
zauwazy¢, ze procent dokltadnej rekonstrukeji dla odpowiadajacych sobie par (m,s) jest
nizszy w przypadku rzeczywistym niz w przypadku kwaternionowym (por. Rys. 5.6(a)).

PrzeprowadziliSmy rowniez eksperyment ilustrujacy oszacowania z Wniosku 4.16 dla
wektorow, ktore nie sg rzadkie. Dla ustalonych n = 256 oraz m = 32 wygenerowalismy
macierz pomiarowg A € H™*", ktorej elementy sa kwaternionami wylosowanymi z nie-
zaleznych rozktadéw normalnych N (0, +) oraz wylosowalismy 1000 wektoréw x € H”,
ktorych wspétrzedne sa kwaternionami wygenerowanymi z niezaleznych rozktadow nor-
malnych AMVy(0,1) (nie zaktadajac nic o rzadkosci). Zastosowali$my nastepnie kroki 3°-6°
opisanego wyzej algorytmu do przyblizonego zrekonstruowania wektorow. Na podstawie

btedéw rekonstrukeji, korzystajac z nieréwnosci (4.22), uzyskaliémy oszacowanie

(5.10)
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RYSUNEK 5.5. Wyniki eksperymentu numerycznego dla n = 256 i r6znych
wartosci m i s. Poziom szarosci odpowiada procentowi doktadnych pomia-
row. (a) A € H™ ", (b) A € R™*".
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RYSUNEK 5.6. (a) Poréwnanie wynikéw eksperymentu numerycznego dla
n = 256, m = 32 i réznych wartosci s. (b) Dolne oszacowanie statej Cj
we Wniosku 4.16 uzyskane z nieréwnosci (5.10) dla n = 256 i m = 32.

gdzie x|, jest najlepszym s-rzadkim przyblizeniem x. Wyniki symulacji przedstawiono na
Rys. 5.6(b) w formie wykresu punktowego — kazdy punkt reprezentuje dolne ograniczenie
na Cy dla pojedynczego wektora x i rzadkosci s. Zgodnie z oczekiwaniami zaleznosé od s
dla ustalonego m jest monotoniczna (co wynika z monotonicznodci statych s-ograniczonej

izometrii).
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5. Symulacje numeryczne

5.3. Dane rzeczywiste. Eksperyment przeprowadzony w Sekcji 5.2 zostal wyko-
nany z wykorzystaniem wektorow x € H", ktére byty generowane losowo. Analogiczny
eksperyment przeprowadziliSmy na danych rzeczywistych, tzn. na danych obrazowych.

Wyjsciowym sygnatem byl klasyczny kolorowy obraz Lena (por. Rys. 5.7) o wymiarach
512 x 512 pikseli, w skali RGB. Kazda sktadowa kolorowa zostata przypisana do jednej

HP12512 5 cze$é rzeczywista pozostala zerowa. Kazda

z jednostek urojonych sygnatu x €
z czesci urojonych wszystkich wspotrzednych wektora x ma wartosci z przedziatu [0, 255].
Ze wzgledu na ograniczone mozliwo$ci obliczeniowe wyjsciowy sygnat nalezato podzieli¢ na
bloki wielkosci 16 x 16 pikseli, uzyskujac w ten sposob zbiér 1024 sygnatow x, € H", gdzie
n = 162 = 256 i piksele wybierane byly wierszami. Znajac potozenie kazdego z blokéw

mozna bylto odtworzy¢ obraz po rekonstrukeji.

RYSUNEK 5.7. Wyjséciowy obraz Lena wraz ze schematycznym przedstawie-
niem podziatu na bloki wielkosci 16 x 16 pikseli w pierwszym eksperymencie.
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Rozdzial 1. Kwaterniony w teorii oszczednego prébkowania

(a) (b)

RYSUNEK 5.8. (a) Obraz uzyskany w wyniku rekonstrukeji w pierwszym
eksperymencie. (b) Mapa modutu (kwaternionowego) btedu rekonstrukeji.

Dla catego zbioru sygnaléw wygenerowaliSmy macierz pomiarowg A € H"™*", ktorej
elementy sa kwaternionami wylosowanymi z niezaleznych rozktadéw normalnych Ny (0, %),
gdzie m = 32. Dla kazdego wektora x, wyznaczyliSmy y, = Axy i przeprowadziliémy re-
konstrukecje za pomocg minimalizacji normy ¢; tak jak w Sekcji 5.2. Wyniki eksperymentu
przedstawione sa na Rys. 5.8. Mimo, ze informacja przedstawiona na obrazie jest rozpo-
znawalna, to wyniku rekonstrukeji nie mozna uznaé¢ za satysfakcjonujacy. Nalezy jednak
pamietac, ze teoria oszczednego probkowania dotyczy rekonstrukeji sygnatow rzadkich,
a obraz w swojej oryginalnej dziedzinie taki nie jest.

Jedng z reprezentacji, ktore sa w przyblizeniu rzadkie, jest reprezentacja za pomoca
dyskretnej transformacji Fouriera (w przypadku klasycznym). Majac to na uwadze, powto-
rzyliémy eksperyment, uznajac tym razem za wyjsciowy sygnat dyskretna kwaternionowsg
transfomate Fouriera obrazu:

N
Z —27r1m/M —27r_]n/N

||
i Mg

gdzie x; ; jest wyjéciowym obrazem (indeksowanym dwoma parametrami, 7, 7, tzn. zapi-

sanym jako macierz) oraz M = N = 512. Szczegdltowe rozwazania na temat transformacji

Fouriera znajduja sie w Rozdziale 2. Tak uzyskany obraz jest sygnatem kwaternionowym

(por. Rys. 5.9), jednak ze wzgledu na mozliwosci obliczeniowe i tym razem nalezy go

podzieli¢ na bloki. Ze wzgledu na strukture sygnatu, tzn. duze wartosci w ,centrum”
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5. Symulacje numeryczne

RYSUNEK 5.9. Kwaternionowa transformata Fouriera obrazu Lena (loga-
rytm naturalny modutu) wraz ze schematycznym przedstawieniem podziatu
na bloki wielkosci 16 x 16 pikseli w drugim eksperymencie.

transformaty oraz wartosci bliskie zeru na ,obrzezach”, kazdy blok wielkosci 16 x 16 pik-
seli zostal utworzony z co 32-ego piksela (w poziomie i pionie) transformaty Fouriera (co
schematycznie przedstawione jest na Rys. 5.9) i w ten sposéb uzyskaliSmy ponownie zbiér
1024 sygnatéw x, € H?%.

Tak jak we wczesniejszym eksperymencie, dla catego zbioru sygnatow wygenerowa-
liSmy macierz pomiarowa A € H™*" ktorej elementy sa kwaternionami wylosowanymi

z niezaleznych rozktadéw normalnych Ny (0, =), gdzie m = 32. Dla kazdego wektora X,

1
wyznaczylismy y, = AxX, i przeprowadziliSmy rekonstrukcje za pomoca minimalizacji
normy ¢;. Wyniki tej czesci eksperymentu przedstawione sa na Rys. 5.10. Wyniki w tym
przypadku sa duzo lepsze niz w przypadku sygnatu przedstawionego w oryginalnej bazie,
a btad rekonstrukcji nie przekracza (co do kwaternionowego modutu) 0,4 (przy maksy-
malnej wartosci wystepujacej w obrazie réwnej 255). Potwierdza to nasze przypuszczenia,
ze reprezentacja obrazu kolorowego za pomocg wspoétczynnikéw dyskretnej kwaterniono-
wej transformacji Fouriera jest odpowiednio rzadka i daje mozliwo$¢ zastosowania metod

oszczednego probkowania do rozwigzania problemu rekonstrukcji.
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.
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RYSUNEK 5.10. (a) Obraz uzyskany w wyniku rekonstrukeji w drugim eks-
perymencie. (b) Mapa modutu (kwaternionowego) btedu rekonstrukeji.

W literaturze mozna spotkaé¢ pierwsze prace teoretyczne dotyczace zwigzkéw metod
oszczednego probkowania i kwaternionowych transformacji Fouriera [29], jednak nie jest
to obiekt zainteresowania tej pracy. Przeprowadzone eksperymenty ilustruja (i jednocze-
$nie potwierdzaja) uzyskane wyniki teoretyczne i budza nadzieje na szersze zastosowanie
kwaternionowych metod oszczednego probkowania w analizie i przetwarzaniu obrazéw

kolorowych.

Wyniki przedstawione w tym rozdziale sg podstawa kwaternionowej teorii oszczednego
probkowania i punktem wyjscia do dalszych badan. Sa to naturalne uogélnienia znanych
w literaturze twierdzen, dzigki ktorym mozliwe stato si¢ inne podejscie do teorii sygnatow,
w ktorym nie korzysta sie z klasycznego Twierdzenia Kotielnikowa-Shannona o probko-
waniu. Badania te sa jednoczesnie odpowiedzig na najnowsze publikacje, w ktérych pre-
zentowane sa eksperymenty numeryczne w tej dziedzinie, nie przedstawiajace zadnego
teoretycznego uzasadnienia uzyskiwanych wynikow. Nalezy zaznaczy¢, ze dowody zawar-
te w Sekcjach 4 1 5 sa autorskie i powstaly we wspotpracy z dr Agnieszka Badenska
z Wydziatu Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej.

Warto wspomnie¢ takze o potencjalnych kierunkach dalszych prac w tym obszarze. Ba-
dania teoretyczne beda skupiaty sie tak naprawde na dwdch zagadnieniach — ostabieniu
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zalozen w Twierdzeniu 4.7 na wielko$¢ statej ograniczonej izometrii oraz na znalezieniu
innych przyktadéow kwaternionowych macierzy pomiarowych, ktére maja wtasnosé ogra-
niczonej izometrii. Ewentualne sukcesy tych prac pozwolg na przejscie do etapu badan
eksperymentalnych, zaréwno w formie symulacji numerycznych, jak i préb praktyczne-
go zastosowania wynikéw teoretycznych. Kwaterniony mozna bezposrednio zastosowac
w przetwarzaniu obrazow kolorowych i dzigki nim mozliwa staje si¢ jednoczesna analiza
wszystkich sktadowych kolorowych (np. w modelu RGB). W klasycznym podejsciu kazda
ze sktadowych musiata by¢ analizowana niezaleznie od pozostatych.

Algebre kwaternionéw mozna tak naprawde zastosowaé do opisu wszelkich wielkosci,
ktore maja wartosci wektorowe (o maksymalnie czterech wspolrzednych, ktére mozna
przypisaé poszczegdlnym sktadowym kwaternionu). Na szczegélna uwage zastuguja ba-
dania obrazowej diagnostyki medycznej. Zazwyczaj obrazy uzyskiwane np. w tomografii
komputerowej maja wartosci skalarne (tzn. mozna je prezentowaé w skali odcieni sza-
rosci), jednak badania czynno$ciowe mézgu w tomografii rezonansu magnetycznego, np.
DTI (ang. diffusion tensor imaging), generuja dane, ktére sa naturalnie wielko$ciami wie-
lowymiarowymi — na podstawie informacji o tensorze dyfuzji mozna zobrazowaé¢ kierunek
oraz ciggtosé wlokien nerwowych. Zgodnie z naszag wiedzg dotychczas nie byty prowadzone
badania w zakresie wykorzystania metod oszczednego probkowania w obrazowaniu dyfuzji

w mozgu, jednak wydaje sie, ze jest to tematyka o bardzo duzym potencjale.
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ROZDZIAYL 2

Oktoniony w analizie sygnaléw i systemow

Druga czes¢ pracy poswiecona jest zastosowaniu algebry oktonionéw, wprowadzone;j
w Sekcji 2.2, w teorii sygnaléw i systemow. O ile w przypadku kwaternionéw problem
braku przemiennosci mnozenia nie byt az tak dotkliwy, to przy prébach zastosowania
oktonionéw sytuacja staje sie bardziej skomplikowana ze wzgledu na brak tacznosci mno-
zenia. W zwigzku z tym praktyczne zastosowania oktonionéw byty do tej pory ograniczone
do zagadnien fizyki matematycznej (gtéwnie elektrodynamiki czy fizyki kwantowej). Za-
czely sie mimo to pojawia¢ prace badajace wtasnosci funkcji wielu zmiennych skupiajac
sie na analizie ich widma hiperzespolonego.

Podstawowym narzedziem, jakie jest stosowane w tych rozwazaniach, jest przeksztal-
cenie Fouriera. Znane jest uogoélnienie przeksztalcenia Fouriera na przypadek kwaterniono-
wy (kwaternionowa transformacja Fouriera) i jego wlasnosci zostalty juz dobrze zbadane.
W literaturze mozna znalez¢é réwniez obszerna analize wtasnosci uogélnienia transformacji
Fouriera na algebry Clifforda wyzszych rzedéw. Mozna jednak te rozwazania rozszerzy¢
réwniez w innym kierunku, tzn. na algebry Cayleya-Dicksona wyzszych rzedow, np. okto-
niony. Zdefiniowano w tym celu transformacje Fouriera w sensie Cayleya-Dicksona funkcji
o wartoSciach rzeczywistych trzech zmiennych, jednak poza abstrakcyjna definicjg w lite-
raturze nie mozna byto do tej pory znalez¢ niemal zadnych wtasnosci tego przeksztatcenia.
W tym rozdziale skupimy si¢ na jego szczegdlnym przypadku, tzn. na oktonionowej trans-
formacji Fouriera.

Okazuje si¢, ze mimo braku waznych wtasnosci w algebrze oktonionéw (przemiennosci
i taczno$ci mnozenia), wiele z wlasnosci znanych zaréwno dla klasycznej (zespolonej),
jak 1 kwaternionowej transformacji Fouriera ma swoje odpowiedniki dla transformacji
oktonionowej. Co wigcej te nowe wtasnosci sugeruja, ze mozna zastosowac to narzedzie do
analizy pewnych systeméw wielowymiarowych, ktore da si¢ opisaé¢ liniowymi réwnaniami
rozniczkowymi czgstkowymi czy tez rownaniami réznicowymi.

Rozdziat ten sktada si¢ z trzech sekcji. Sekcja 6 jest przegladem aktualnej literatury
poswieconej hiperzespolonym przeksztatceniom Fouriera, w szczegdlnos$ci kwaternionowej
transformacji Fouriera (QFT) oraz transformacjom Fouriera w sensie Clifforda. Przyto-
czymy wtasnosci QFT, ktorych odpowiedniki dla oktonionowej transformacji Fouriera
wyprowadzimy w dalszej czesci rozdziatu. Poruszymy réwniez problem zastosowania te-
go narzedzia w analizie rozwiazan pewnych rownan rézniczkowych czastkowych (dwdch
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zmiennych), co rozszerzymy pdzniej na przypadek funkeji wielu zmiennych. Wprowadzimy
definicj¢ transformacji Fouriera w sensie Clifforda oraz w sensie Cayleya-Dicksona oraz
przedstawimy ich zastosowania opisywane w literaturze. W Sekcji 7 przytoczymy defini-
cje oktonionowej transformacji Fouriera (OFT) oraz wykazemy podstawowe twierdzenia
zwigzane z poprawnoscig definicji i wlasno$ciami OFT. Skupimy sie takze na wykaza-
niu oktonionowego odpowiednika twierdzenia o hermitowskiej symetrii, co jest jednym
z istotniejszych wynikow w tej teorii. Dzigki wyprowadzonym narzedziom bedzie mozna
zastosowa¢ OFT w analizie pewnych systeméw liniowych i stacjonarnych o trzech zmien-
nych oraz do rozwiazywania réwnan rézniczkowych czastkowych, co opiszemy w Sekcji 8.

Z rozwazaniami przedstawionymi w tym rozdziale Scisle zwiazany jest autorski pakiet
obliczeniowy Octonions do srodowiska Wolfram Mathematica. Zostal on opracowany jako
narzedzie utatwiajgce obliczenia w algebrze oktonionéw i bez niego nie byloby mozliwe
wyprowadzenie wielu zaleznosci przedstawionych w tym rozdziale. Opis mozliwosci pakie-

tu znajduje si¢ w Dodatku B.
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Rozdzial 2. Oktoniony w analizie sygnaléw i systemow

6. Hiperzespolone przeksztalcenie Fouriera w teorii sygnaléw

— przeglad literatury

Transformacja Fouriera jest niezwykle waznym narzedziem analizy matematycznej,
ktore pojawia sie w wielu dziedzinach wspoétczesnej nauki, zwlaszcza w naukach inzy-
nierskich czy matematycznych. W teorii sygnatow metody analizy czestotliwosciowe] sa
oparte wtasnie na przeksztatceniu Fouriera, ktére pozwala analizowac sygnalty nie tylko
w swojej naturalnej dziedzinie (np. czasu), ale takze w dziedzinie wystepujacych w sygnale
czestotliwosci [2,92].

Okazuje sie jednak, ze wiele zagadnien jednowymiarowej teorii sygnatéw (tzn. takiej,
w ktérej mamy tylko jedna zmienna niezalezna, najczesciej interpretowana jako czas)
nie daje sie w prosty sposob przenies¢ na przypadek wielowymiarowy. Przypomnijmy, ze
n-wymiarowa (klasyczna) transformata Fouriera funkeji u: R® — C nazywamy [39)]

Fepr {u} (f) = / u(x)e 2 dx,

n

gdzie f - x jest iloczynem skalarnym wektoréw f = (f1,..., f,) oraz x = (x1,...,2,).

Zauwazmy, ze jadro przeksztalcenia Fouriera, tzn. e=127fx

, jest dla dowolnego n funkcja
w pewnym sensie jednowymiarowa — jest to odpowiednik fali, ktora rozchodzi sie w jed-
nym kierunku wyznaczonym przez wektor f (zmienia sie tylko wzdtuz prostej wyznaczonej
przez wektor f) i jest stala na ortogonalnej do niego (n — 1)-wymiarowej hiperptaszczyz-
nie (zob. Rys. 6.1(a), [20]). Konsekwencja tego faktu jest brak pewnych wtasnosci symetrii
w przypadku funkcji n-wymiarowych, o czym bedziemy méwi¢ w dalszej czesci rozdziatu.

Jednym z gtéwnych powoddéw stojacych za zdefiniowaniem hiperzespolonych odpo-
wiednikow transformacji Fouriera byl wspomniany wczesniej jednowymiarowy charakter
jadra przeksztalcenia. Hiperzespolone transformacje Fouriera po raz pierwszy pojawily sie
w literaturze w 1976 roku w artykule laureata Nagrody Nobla R. R. Ernsta [47], gdzie zo-
staty uzyte w analizie 2-wymiarowego widma w spektroskopii NMR. Transformata funkcji

dwdbch zmiennych zostata zdefiniowana jako

fR—QFT {U} (f) = / U(X)efmﬁflxle*j%ffwz dx,

R2

co pokrywa sie ze wspotczesng definicja prawostronnej kwaternionowej transformacji Fou-
riera (R-QFT). Nie zdefiniowano jednak tam w sposéb kompletny algebry, w jakiej wy-
konywano obliczenia. Zostato to poprawione w ksiazce [48] oraz artykule [35], gdzie wy-
korzystano algebre przemienng, w ktérej ij = ji = k oraz k? = 1. Uzycie dwoch réznych
jednostek urojonych pozwolito na niezalezng analize widma w kazdym z dwéch wymiarow
przestrzennych.

Kwaternionowa transformata Fouriera zostata ,na nowo” zdefiniowana w 1992 roku

w rozprawie doktorskiej [43] i rok pdézZniej w artykule [44], ktérych autorem jest T. A. ElL
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RYSUNEK 6.1. Wykresy funkeji jadra (jej czesci rzeczywistej) dla réznych
czestotliwosci: (a) klasycznej transformacji Fouriera, (b) kwaternionowe;
transformacji Fouriera.
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Zaproponowal on nastepujace przeksztatcenie
FosqrT, {u} (f) = /2 6_‘i27rflmlu(X)e_k%wa2 dx,
R

nazywane ze wzgledu na potozenie sktadowych jadra przeksztatcenia dwustronng kwater-
nionowq transformacjq Fouriera (2S-QFT). Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do klasycz-
nej transformacji Fouriera, jadro przeksztatcenia nie jest juz funkcjg jednowymiarows, ale
zmienia si¢ niezaleznie w dwdch prostopadtych kierunkach (zob. Rys. 6.1(b)). Ell pokazat
w swojej pracy, ze 25-QFT ma podobne wtlasnosci co klasyczna transformacja Fourie-
ra, w szczegblnosci zachodza ponizsze twierdzenia o transformacie funkcji przesunietej,

przeskalowanej czy zrézniczkowanej [44].

TWIERDZENIE 6.1. Niech u: R? — R ¢ U = Fas qrr, {u}, wéwczas

Fas- .
u(xy — o, T2) P i U(f),

Fas-
u(l‘l’ oy — IO) Qs‘gFTl U(f) . 6—1(27rf21307

Fo2s-QFT 1
u(axy, bry) = ' |a—b’ (%,%),

akl +k2u FQSfQFTl . k &
78mlf18$12€2 — (J27Tf1) 1U(f)(k271’f2) 2,

- Fas-qFTy ]
gdzie = oznacza pare funkcja—transformata.

Wtasnosci te umozliwity analize systeméw liniowych stacjonarnych o dwéch zmien-
nych [44], w ktoérych rozwazania mozna byto przeprowadzaé dla kazdej zmiennej niezalez-
nie. Ta niezaleznos¢ byta szczegdlnie widoczna w przypadku systemow, ktore rézniczkuja
po kazdej ze zmiennych — stosujac klasyczng transformacje Fouriera do pochodnej mie-
szanej, wspotczynnik, przez ktéry mnozymy pochodng, jest rzeczywisty. Sprawia to, ze
otrzymana funkcja jest nieodréznialna od funkcji, ktéra nie byta rézniczkowana ani razu.
Mozna to uzna¢ za utrate pewnej informacji o wtasnosciach badanego systemu.

Problem, ktéry pojawia sie w zwigzku z definicja kwaternionowej transformacji Fou-
riera to brak wtasnosci przemiennos$ci mnozenia kwaternionéw. Sprawia to, ze formuty
wigzace np. transformate splotu dwoch funkcji z transformatami samych funkcji nie sa
tak proste jak w przypadku klasycznej transformacji Fouriera (twierdzenie o dualnosci
splotu i mnozenia, [39]). Aby uprosci¢ obliczenia wykorzystano hiperzespolone algebry
przemienne, tzw. liczby podwdjne zespolone E [33] (ang. double complex numbers). Po-
dobnie jak algebra kwaternionéw, jest to algebra rzedu 4 nad cialem R, a mnozenie ®

zdefiniowane jest réwnosciami
—i®i=jej=kok=—(10jok)=—1.
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Tak jak kwaterniony liczby podwojne zespolone zapisuje sie jako czworki liczb rzeczywi-
stych, tzn. s = ro+rii+roj+rsk, ale najwicksze mozliwosci daje reprezentacja za pomoca

dwoch liczb zespolonych, tzn.
s=ro+mri+rej+rsk=(rg+rsk)+ (ri —mk)®i=c +c i,

gdzie cg = ro+r3k i ¢y = r; + rok sa liczbami zespolonymi zapisanymi z wykorzystaniem
jednostki urojonej k. Mnozenie dwoch liczb podwdjnych zespolonych s = ¢y + ¢ ® i

it=dy+ d; ®1imozna woéwczas zdefiniowaé wzorem
st = (Codo + 01d1> + (Codil + ado> ®1,

gdzie mnozenie liczb zespolonych odbywa sie zgodnie z klasycznymi regutami. Wida¢, ze
mnozenie w algebrze [E jest przemienne, jednak ceng za te wlasnosé jest to, ze nie wszystkie
niezerowe elementy algebry E maja element odwrotny. Uzycie regut mnozenia algebry
liczb podwdjnych zespolonych pozwala jednak zapisa¢ transformate kwaternionowa splotu
dwoch funkeji jako iloczyn (w algebrze E) transformat kazdej z nich [44]. Rozwazania
te uogdlniono pdzniej na algebry wyzszych rzedéw [51]. Szczegbétowym badaniom tych
wtasnosci i ich uogélnieniu na algebre oktonionéw poswiecona jest Sekcja 8.

Prace Ella byly gltownie teoretyczne, jednak w niedhugim czasie ich wyniki zostaty
wykorzystane w analizie obrazéw kolorowych, ktére moga by¢ reprezentowane jako funk-
cje o wartosciach kwaternionowych — kazdy kanal kolorowy w modelu RGB (czerwony,
zielony i niebieski) jest przypisywany do innej jednostki urojonej (cze$¢ rzeczywista jest
przyjmowana jako réwna zero) [82,83]. Do dzi§ przetwarzanie obrazéw kolorowych jest
gtéwnym obszarem zastosowan kwaternionowej transformacji Fouriera [18,45,46,80,81].

Podobne rozwazania prowadzil réwniez T. Biilow [19, 20], ktory zdefiniowal kwater-
nionowa transformacje Fouriera (QFT) z innymi jednostkami urojonymi, tzn.

Fapr {u} (B) = [ e o) 7 ax,

ktora w przypadku funkcji o wartodciach rzeczywistych pokrywa sie z definicjg zapropo-
nowang przez Ernsta. Poza (ponownym) wykazaniem wtasnosci QFT, zwrocil on uwage
na kolejng istotng wade klasycznej transformacji Fouriera, ktorg udato sie usungé poprzez
wprowadzenie QFT [19]. Zauwazmy, ze w przypadku funkcji dwoch zmiennych informa-
cja o funkcji o wartosciach rzeczywistych jest zawarta w potprzestrzeni widmowej, np.
f1 =2 0, co wynika z twierdzenia o hermitowskiej symetrii transformacji Fouriera, podczas
gdy stosujac podejscie kwaternionowe, petna informacja o funkcji o wartosciach rzeczywi-
stych zawarta jest w pojedynczym kwadrancie ptaszczyzny widmowej, np. f1 > 0, fo > 0.
Doktadne rozwazania na ten temat przeprowadzimy w Sekcji 7.

Definicja QFT wprowadzona przez Biilowa roznita si¢ od definicji Ella jedynie uzytymi
jednostkami urojonymi i podobne zmiany wprowadzali réwniez inni uczeni [31]. Wykorzy-

stywano takze algebry przemienne, ktére w znaczny sposéb utatwialty obliczenia [19,51].
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Kazda z wymienionych definicji miata jednak na celu umozliwienie analizy funkcji dwoch
zmiennych niezaleznie w kazdym z kierunkéw wyznaczanych przez osie uktadu wspotrzed-
nych. Inne podejscie zostalo zaproponowane w artykule Sangwine’a oraz Ella [83], gdzie
zamiast jednostek urojonych z bazy algebry kwaternionéw (czyli i, j lub k) uzyto dowol-
nego czysto urojonego pierwiastka p z liczby —1 (jest ich nieskonczenie wiele [76]) oraz
pojedynczej funkcji eksponencjalnej w jadrze przeksztalcenia. Zdefiniowano jednostronng

kwaternionowq transformacje Fouriera (1S-QFT) jako

Fis-qer {u} (f) =/ e Ay (x) dx,

R2
co z kolei pozwolito na skonstruowanie kwaternionowej tranformacji Fouriera funkcji jednej

zmiennej, tzn.

Fisqrr {u} (f) = /Re*“%fxu(sc) dz.

Zauwazmy, ze powyzsza definicja ma sens jedynie w przypadku funkcji o wartosciach kwa-
ternionowych — dla funkcji o wartosciach rzeczywistych definicja ta pokrywa sie z definicja
klasycznej transformacji Fouriera. Tak zdefiniowane przeksztalcenie, nazywane réwniez le-
wostronnym przeksztatceniem Fouriera, zostato zaimplementowane w postaci dyskretne;j
w §rodowisku MATLAB [84] wraz ze swoim prawostronnym odpowiednikiem.

Kwaternionowa transformacja Fouriera w formie zdefiniowanej przez Ella czy Biilowa
moze zostaé zastosowana jedynie do sygnaléw dwuwymiarowych (tzn. do funkeji dwoch
zmiennych, np. obrazéw). Chcac badaé¢ sygnaly trojwymiarowe, lub w pelnej ogdlnosci
n-wymiarowe (np. dane wolumetryczne czy sekwencje obrazéw), nalezy rozszerzy¢ poje-
cie hiperzespolonej transformacji Fouriera. Jedno z podejs¢ wykorzystuje n-wymiarowsg
transformacje Fouriera w sensie Clifforda [17-20], tzn.

Foerr {u} (F) = |

R

n
u(x) [J e ™ dx,

i=1
gdzie e;, i = 1,...,n sa wektorami bazowymi algebry Clifforda C¥,(R). Jest to zaled-
wie jedno z mozliwych podejs$¢ i wielu uczonych wykorzystywato rézne algebry Clifforda
Cl,4(R), p+ g = n, a nie tylko taka, w ktérej p = 0, ¢ = n [64,74]. Zauwazmy jed-
nak, ze w przypadku n = 1 otrzymujemy klasyczng transformacje Fouriera funkcji jednej
zmiennej, a dla n = 2 kwaternionowsg transformacje¢ Fouriera funkcji dwoch zmiennych
(w przypadku funkcji o wartosciach rzeczywistych definicja ta pokrywa sie z ta, ktéra
wprowadzit Biillow). Wlasnosci transformat Fouriera w sensie Clifforda zostaly juz w lite-
raturze dobrze zbadane [18,20,87] i zastosowane w wielu zagadnieniach [40,41,50].
Podobnie jak w przypadku kwaternionowej transformacji Fouriera, wtasnosci trans-
format Clifforda rowniez komplikujg sie ze wzgledu na brak przemiennosci mnozenia.
Rozszerzono jednak badania prowadzone przez Davenporta [33] na algebry wyzszych rze-

d6éw, definiujac hiperzespolone algebry przemienne (przemienne pierscienie z jedynka)
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i w konsekwencji hiperzespolone przemienne transformacje Fouriera [51]. Gtéwnym celem
tych rozwazan bylo utatwienie obliczen i prostsze sformutowanie odpowiednikéw wielu
klasycznych twierdzen.

Nasze prace skupiaja sie jednak na innym uogodlnieniu hiperzespolonych transforma-
cji Fouriera. W artykule [85] zaproponowano definicje transformacji Fouriera w sensie
Cayleya-Dicksona, tzn.

Feprr {uf (f) = /

u(x) ﬁ e Ca—12mfimi gy

R i=1

w ktorej eqi-1, @ = 1,...,n, sa wektorami bazowymi w algebrach Cayleya-Dicksona rze-
du 2" nad ciatem R. Powyzsza definicja postuzyta do ponownego zdefiniowania analitycz-
nego sygnatu hiperzespolonego i teoria ta byta rozwijana w serii artykutow K. M. Snopek
i S. L. Hahna [58-61,86-89]. Zauwazmy, ze podobnie jak transformacja Fouriera w sensie
Clifforda, ,nowe” przeksztatcenie Fouriera pokrywa sie dla n = 1 z klasyczna transforma-
cja Fouriera, a dla n = 2 z kwaternionowg transformacja Fouriera. W przypadku n = 3
otrzymujemy jednak przeksztatcenie, w ktérym jadro zawiera trzy jednostki urojone ey, e,
i e4 algebry oktonionéw. Temu przeksztatceniu (nazywanemu oktonionowq transformacjq
Fouriera) poswiecona jest dalsza cze$¢ tego rozdziatu.

Teoria sygnatow wykorzystujaca transformacje Fouriera w sensie Cayleya-Dicksona
jest stosunkowo nowa gatezia tej dyscypliny i do tej pory byta rozwijana tylko przez jeden
zesp6l uczonych na Politechnice Warszawskiej (S. L. Hahn i K. M. Snopek). Moze si¢
zrodzi¢ wiec pytanie czy jest uzasadnione, by definiowaé kolejny rodzaj hiperzespolonej
transformacji Fouriera. Wielokrotnie jednak zaznaczano, ze zadna z definicji, ktore do
tej pory pojawity sie w literaturze, nie moze zosta¢ uznana za te jedyna wtasciwa hi-
perzespolong transformacje Fouriera. Mimo ze wszystkie umozliwiaja niezalezna analize
sygnatu wzgledem kazdej zmiennej, kazda z nich ma nieco inne wtasnosci, ktore pojawiaja
sie w innych zastosowaniach lub, jak w przypadku przemiennych transformacji, sa narze-
dziem upraszczajacym obliczenia. Wtlasnosci oktonionowej transformacji Fouriera, ktore
wykazemy w Sekcji 7 i 8 pokaza, ze jest to narzedzie, ktére mozna z powodzeniem wyko-
rzysta¢ w teorii sygnatéow tréjwymiarowych (trzech zmiennych). Postepy w teoretycznych
pracach w tej dziedzinie majg wowczas szanse zosta¢ wykorzystane w praktycznych pro-

blemach.

74



Rozdzial 2. Oktoniony w analizie sygnaléw i systemow

7. Oktonionowa transformacja Fouriera

Sekcja ta jest w catodci poswiecona oktonionowemu przeksztatceniu Fouriera (ang. octo-
nion Fourier transform, OFT), ktére jest szczegblnym przypadkiem transformacji Fou-
riera w sensie Cayleya-Dicksona. Zostata ona zdefiniowana w [85] i byta wykorzystywana
w szeregu publikacji [58-61,85-89]. Zgodnie z nasza wiedza do tej pory nie pojawity sie
jednak zadne prace, w ktérych zbadano poprawnosé definicji czy tez wykazano podstawo-
we wtasnosci OFT.

Na poczatku sformutujemy definicje OFT funkcji o warto$ciach oktonionowych trzech
zmiennych oraz udowodnimy twierdzenie o transformacji odwrotnej. Warto nadmienic,
ze jest to rozszerzenie wyniku opublikowanego w [16], gdzie rozwazali$émy jedynie OFT
funkcji o wartosciach rzeczywistych. Wykazemy rowniez pewne elementarne wtasnosci
transformacji i przedstawimy podstawowe narzedzie, ktére bedzie wykorzystane w dowo-
dach kolejnych twierdzen, tj. rozktad funkcji na sktadowe o réznej parzystosci oraz wplyw
tego rozktadu na posta¢ OFT danej funkcji.

W dalszej czesci wykazemy szereg wtasnosci OFT, ktérych odpowiedniki sa zna-
ne zaréwno dla klasycznej (zespolonej), jak i kwaternionowej transformacji Fouriera,
m.in. twierdzenie o hermitowskiej symetrii (uogélniajace pojecie hermitowskiej symetrii na
funkcje o wartos$ciach oktonionowych), twierdzenia o modulacji i przesunieciu w dziedzi-
nie przestrzeni oraz twierdzenie Plancherela. Udowodnione wyniki pozwola na zdefiniowa-
nie oktonionowego widma gestosci mocy oraz na wykazanie oktonionowego odpowiednika
Twierdzenia Wienera-Chinczyna. Wszystkie wymienione wlasnosci zostana wyprowadzo-
ne oraz opatrzone odpowiednimi przyktadami, ktore zilustruja dziatanie twierdzen.

Sekcja 7 jest w petni autorska i jest wynikiem prac prowadzonych w Pracowni Sygna-
tow i Sieci Radiokomunikacyjnych na Wydziale Elektroniki i Technik Informacyjnych PW.

Czesé przedstawionych w niej wynikow zostata opublikowana w artykule [16].

7.1. Definicja i podstawowe wlasnosci. Rozwazmy funkcje trzech zmiennych rze-

czywistych o wartosciach oktonionowych u: R? — Q, tzn.
u(x) = up(x) +ur(x)e; + ... +ur(x)er, ui: R®P =R, i=0,...,7, x=(21,72,73).
Oktonionowg transformate Fouriera funkcji u(x) definiujemy jako

(71) UOFT<f) = / u(x>efe127rf121679227rf2:r2€7e427rf3x3 dX, f = (fla f27 f3>

R3
Poniewaz mnozenie w algebrze oktonionow nie jest taczne, nalezy zwroci¢é uwage na
fakt, ze mnozenie w powyzszej catce jest wykonywane od lewej do prawej. Jesli nie be-
dzie to prowadzito do nieporozumien, to bedziemy omija¢ indeks dolny w oznaczeniu
Uorr. W ogdlnosci, transformate oktonionowa dowolnej funkcji v bedziemy oznaczaé ja-
ko Forr{u} (lub F {u}), analogicznie do transformaty kwaternionowej (Fqprr {u}) lub
zespolonej (Fepr {u}).
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Wybér oraz kolejnosé jednostek urojonych w jadrze przeksztatcenia (7.1) nie sa przy-

padkowe. Dla funkcji u o wartosciach rzeczywistych rozwijajac jadro przeksztatcenia otrzy-

mamy
(6—e1a1 . 6—e2a2> . e1as
= ((cl —s1e1) - (cg — 5282)) - (c3 — s3ey)
= (01C2 — S1C9€1 — C189€9 + 818283) . (Cg — 8384)
= C1C2C3 — $1C2C3€1 — C152C3€2 + S152C3€3
(7.2) — C1C253€4 + 51C253€5 + C15253€6 — S15253€7,

gdzie ¢; = cos(2m f;x;), s; = sin(2n f;x;), j = 1,2, 3. Posta¢ dana wzorem (7.2) jest okto-
nionem zawierajacym wszystkie czesci urojone. Analogiczny wynik otrzymamy rozwazajac
funkcje u o wartodciach oktonionowych. Catka (7.1) okresla wiec przeksztalcenie, ktore
przyporzadkowuje funkcji oktonionowej u zmiennej rzeczywistej x funkcje oktonionowsq
Uorr zmiennej rzeczywistej f.

Warunki istnienia calki (7.1) sa takie same jak w przypadku klasycznej (zespolonej)
transformacji Fouriera i nie bedziemy sie nimi zajmowaé¢ w tej pracy. Wazne jest jed-
nak zagadnienie przeksztatcenia odwrotnego. Mozna je sformutowaé w postaci ponizszego

twierdzenia.

TWIERDZENIE 7.1. Niech u: R® — Q bedzie funkcig ciggle i bezwzglednie catkowalng

(w sensie Lebesgue’a). Wowczas
(7.3) u(x) = /3 Uopr (F)ees?mfss gea2mfoza ger2nfizs f
R
zie mnozenie jest wykonywane od lewej do prawej).
gdzi enie jest wykony d lewej d J

Podane w powyzszym twierdzeniu zalozenia sg dos¢ mocne i mozna je ostabié¢, podob-
nie jak w klasycznej teorii transformacji Fouriera [39]. Dowdd Twierdzenia 7.1 opiera si¢

na Twierdzeniu Catkowym Fouriera, przytoczonym za [39].

TWIERDZENIE 7.2. Niech u: R™ — R bedzie funkcjg cigglq i bezwzglednie catkowalng

(w sensie Lebesque’a). Wowczas
(7.4) u(x) = /n /n u(y)e?™F Y dydf.

Nalezy zauwazy¢, ze algebra oktonionéw O zawiera siedem zespolonych (przemiennych
i tacznych) podcial, kazde zwiazane z jedna jednostka urojona e;, ¢ = 1,...,7, 1 Twierdze-
nie Catkowe Fouriera pozostaje prawdziwe, gdy zmienimy i na dowolng inng oktonionowa

jednostke urojona.
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DoOwOD TWIERDZENIA 7.1. Zauwazmy, ze wystarczy pokazaé nastepujacag rownosé

_ L p—e12rfiyr | —e22nfoys | —e4a27f3ys
u(x)—/Rg/Rau(y) e e e

. €e427rf3;r3 . €e227rf2x2 . 66127rf1x1 dydf,

gdzie mnozenie oktonionéw odbywa sie od lewej do prawej. Ponadto zapisujac funkcje u
w postaci u = ug + u1e; + ... + ure; i korzystajac z rozdzielnosci mnozenia oktonio-
now wzgledem dodawania widzimy, ze teza bedzie spetniona, jesli pokazemy, ze zachodza

nastepujace rownosci

uO(X> — U/O(y) . 676127Tf1y1 . e*GQQﬂ'nyQ . 67e427rf3y3
R3 JR3

(75) . 0127 f3xs | jealmfors | jei2mfizy dydf,
Uz(X)eZ = 43 /R3 uz(y)ez -e el 7rf1y1 .e eg 7Tf2y2 e e4 ﬂ—f3y3
(76) . g2 faws | jealnfowy | e12mfiz dydf, i=1,...,7.

Zacznijmy od réwnosci (7.5). Z alternatywnosci algebry oktonionéw otrzymujemy, ze

((6—8127Ff1y1 . 6—6227Ff2y2) _6—6427Ff3y3> . 69427Tf3w3
_ (e—e1271'f1y1 _e—e227rf2y2> . <€—e427rf3y3 i 66427rf31‘3)'

Dzieki temu, korzystajac z Twierdzenia 7.2, dostaniemy

/3 /3 uo(y) . <<((ee127rf1y1 X 67e227rf2y2) . 69427Tf3y3>
R3 JR
. €e427rf3x3> . 66227Tf2132> ) eelzﬂ-flxl dydf
= (6—9127Tf1y1 . 6-8227‘(‘ny2)
R2 JR2

X (/ / uo(y) _6—6427Ff3y3 . 69427Tf3$3 dy3df3> ) . 66227Tf22?2>
RJR
eIy dypd f1d f

= /]R? /R2 (((ffel%flyl '676227#23"2) 'Uo(y17y27$3))

. 662271.]02“) . €e127'rf1561 dyldy2df1df2

= /2 /2 uo (Y1, Y2, T3) - ((eel%ﬁyl '673227#2!’2) '6922”f212>
r2 JR
L eer2mhin dy dy.d fid fo = (*)
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7. Oktonionowa transformacja Fouriera

Ponownie korzystajac z alternatywnosci algebry oktonionéw mamy

(€76127Tf1y1 . 6762271'ny2) . eegQﬂ'le‘g — 67e127rf1y1 . (676227Tf2y2 . eez?ﬂ'fgxg)

i stad

(*> _ /R/IR <€e12Trf1y1 . <A§Au0<y1’y27x3) . 676227rf2y2 . €e227rf212 dyde2> )

. ee127rf1171 dyldfl
= /R/Re_elzwflyl ~ug(y1, T2, T3) - €2 dy d fy
= Uo(%, T2, $3)~

Dowdd réwnosci (7.6) jest analogiczny i korzysta z faktu, ze dla dowolnej jednostki

urojonej e;, 1 = 1,...,7, zachodzg réwnosci

((

) _ ((ez . 6—9127Tf1y1) . 6—6227Tf2y2> . (e—9427rf3y3 . 66427rf3x3)

—~

e - efe127rf1y1> . efe227rf2y2) . ee427rf3y3> . ee427rf3363

(

7.7
(7.8) ((el . 6—9127Ff1y1) _e—e227rf2y2) ,68227rf29ﬂ2 — (ei . 6—6127Tf1y1) . (6—9227Tf2y2 . 69227rf2$2)
7.9

(

Wéwcezas

/ / <<(((Uz(}’)ez . 6—8127Tf1y1) . 6—8227Tf2y2) . 6—8427Tf3y3>
R3 JR3

i ee427'rf3:r3> X ee227rf2x2> X 66127l'f15131 dydf

(7.7) . p—e12rfiyr | —e227faya
_/RQ/RQ<<((ele )-e )
X (/ / Uz(}’) . 6—9427Tf3y3 . 68427Ff3333 dygdfg) > _68227Tf2$2>
R JR

- dy dy,d fid f

= /2 /2 ((((eZ . €—e127rf1y1) . €—e227rf2y2) . ui(yl, Yo, x3)>
R2 JR

. 66227Tf2x2> . €e127rf15E1 dy1dy2df1df2

— /R? /1;2 ui(yI; y27x3) . (((eZ . e—e127rf1y1) . 6—9227rf2y2) . €e227rf2332>
. 66127Tf1x1 dyldygdflde

(;8) / / (ei . 6—e127rf1y1) . (/ / Ui(yl Yo 373) . ee22mfayz | peal2mfors dygdf2>
R JR RJR .

e dy,d fy
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_ / / ((el . 6—e127rf1y1) . Ui(y1,$2,$3)) . e12mf121 dy,dfy
R JR
= /R/Rui(ybm%xii) . (ei . 67e127rf1y1> . 69127Tf1x1 dyldfl

7.9
= e /R/Rui(yla g, x3) - € I L 2T qyd fy
= e; - u;(w1, T2, 73).
Konczy to dowod Twierdzenia. 0

Definicja OFT jako calki danej wzorem (7.1) jest naturalnym rozszerzeniem definicji
prawostronnej kwaternionowej transformacji Fouriera [35,48]. Zauwazmy, ze traktujac

kwaterniony i liczby zespolone jako podalgebry oktonionéw, mozna napisaé

Forr {u} (f1, f2, f3) = /RJTQFT {u(-, -, x3)} (f1, fa) - €257 day,

Forr {u} (f1, f2, f3) = /]R2 Forr {ul-, xa,3)} (f1) - e~ 0222727 0a2m /573 (g

odpowiednio dla funkcji o wartosciach kwaternionowych i zespolonych. Warto zauwazy¢,
ze w definicji OFT mozna uzy¢ dowolnej z 28 oktonionowych tréjek, ktore nie tworzg tacz-
nego kwaternionowego nieprzemiennego podciata algebry O@. Mozna réwniez zdefiniowaé
tzw. jednostronng OFT, w ktoérej jadro przeksztalcenia to pojedynczy wyraz e H*™* dla
pewnego oktonionu p, takiego ze || = 1. Przeksztalcenie zdefiniowane w ten sposob maja

analogiczne wlasnosci, jednak w tej pracy zajmiemy sie jedynie OFT dana wzorem (7.1).

PRzZYKEAD 7.3. Rozwazmy funkcje Gaussa trzech zmiennych

1 1 Ty —1
(7.10) ) = o e O {~3c= = -

gdzie x = (21, 29, v3)7, o = (1, po, p3)* oraz

2
01 P120102  pP130103
_ 2
Y= P120102 05 P230203
2
P130103 pP230203 03

Jesli wszystkie p;; = 0, to u jest gaussowskim sygnatem separowalnym, tzn. mozna zapi-
sa¢ u(x) = uy (1) - ug(xs2) - uz(xs). Dla uproszczenia obliczen rozwazmy ten przypadek.
Przeprowadzajac bezposrednie obliczenia otrzymamy OFT funkcji u w postaci
UOFT(f) = eXP{_2W2fTE f} : (010203 — $1C2C3€1 — C152C3€2 + S152C3€3
— C1C283€4 + 51Ca83€5 + C1S253€6 — 515253€7),

gdzie ¢; = cos(2m fjp;) oraz s; = sin(2wfiu;), 7 = 1,2,3, £ = (f1, f2, f3)7. Wykresy
przedstawiajace Uppr zamieszczono na Rys. 7.2.
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7. Oktonionowa transformacja Fouriera

RYSUNEK 7.2. Wizualizacja separowalnej funkcji Gaussa u z Przyktadu 7.3
oraz czesci rzeczywistej i czedci urojonych OFT tej funkcji.
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Podobnie jak w przypadku klasycznej (zespolonej) transformacji Fouriera nalezy wpro-

wadzi¢ pojecia widma sygnatu.

DEFINICJA 7.4. Oktonionowsg transformate Fouriera Uppr sygnatu u nazywamy wid-

mem oktonionowym sygnatu.

Z pojeciem widma wigze sie problem wynikajacy z reprezentacji wyktadniczej okto-
nionu. W rozwazaniach na temat klasycznej transformacji Fouriera pojawiaja si¢ pojecia
widma amplitudowego, widma fazowego, widma rzeczywistego oraz widma urojonego Sy-

gnalu u. Zauwazmy, ze widmo oktonionowe mozemy przedstawi¢ w postaci
UOFT(f) = Uo(f) + Ul(f)el 4+ ...+ U7(f)e7

i kazda z funkcji U;, ¢ = 0,...,7, jest funkcja o wartosciach rzeczywistych. O ile pojecia
widma amplitudowego oraz widma rzeczywistego nie budza watpliwosci i mozemy je zde-
finiowa¢ w sposéb klasyczny (odpowiednio jako |Uopr| oraz Uy), tak w przypadku widma
oktonionowego nalezy okresli¢ az 7 réznych widm urojonych.

Najbardziej skomplikowana jest kwestia widma fazowego — zgodnie z rozwazaniami

z Sekcji 2.2 kazdy oktonion o € O mozna przedstawi¢ w postaci
0= o] e'?,

gdzie p jest jednostkowym oktonionem o zerowej czesci rzeczywistej, a ¢ jest liczba z prze-
dziatu [0, 7]. Sugeruje to mozliwosé klasycznego zdefiniowania oktonionowego widma fa-
zowego, jednak nalezy pamietaé, ze w przypadku funkcji o warto$ciach oktonionowych
jednostkowy oktonion g w wyktadniku réwniez jest funkcja. Wyklucza to klasyczne po-
dejscie. Analogiczna sytuacja miata miejsce dla transformacji kwaternionowej. Tam jednak
mozna byto skorzystaé¢ z postaci polarnej kwaternionu uwzgledniajacej tzw. katy Eulera
(por. [19] i rozwazania w Sekcji 2.1). Jak wspomniano w Sekcji 2.2 nie jest znana analo-
giczna reprezentacja polarna oktonionow. W literaturze mozna spotkaé jedynie hipoteze
Hahna i Snopek [56], tj.

(7 1 1) 0= |0| eP1e1 pPses3 sP2e2 et paes ,dees oPses ’

jednak nie zostata ona do tej pory udowodniona. Poprawne zdefiniowanie oktonionowego
widma fazowego bedzie mozliwe dopiero wtedy, gdy wykazany zostanie wzér (7.11) na
reprezentacje polarna oktonionu.

Rozwazania na temat wtasnosci oktonionowej transformacji Fouriera nalezy rozpoczaé
od podania elementarnego twierdzenia. W kazdym z podanych twierdzen (w tej i w ko-
lejnych sekcjach) bedziemy zaktadaé, ze funkcje w i v maja dobrze okreslone oktonionowe

transformaty Fouriera, ktére bedziemy oznacza¢ odpowiednio przez Uppr oraz Vopr.
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TWIERDZENIE 7.5. Oktonitonowa transformacja Fouriera jest operacjg R-lintowg, tzn.
(7.12) Forr{a-u+b-v} =a-Forr{u}+b-Forr{v}, a,beR.

Dowdd powyzszej wlasnosci jest oczywisty 1 wynika z wlasnosci catki. Warto jednak
skomentowaé fakt, ze, w przeciwienstwie do klasycznej transformacji Fouriera (a takze
kwaternionowej transformacji Fouriera), transformacja oktonionowa nie jest w ogélnosci
operacja liniowg (precyzyjniej — O-liniowa), tzn. wtasnosé (7.12) nie zachodzi dla a, b € O.
Wynika to z braku wtasnosci tacznosci mnozenia oktonionow. Jesli jednak ograniczymy
dziedzine transformacji Fouriera do zbioru funkcji o wartosciach rzeczywistych, to mozna
wowcezas traktowaé¢ OFT jako przeksztalcenie liniowe. W dalszej czesci pracy bedziemy
czesto zawezal rozwazania do tej klasy funkcji.

Oktonionowa transformate Fouriera mozna obliczaé ze wzoru (7.1), choé w przypad-
ku funkcji o wartosciach rzeczywistych lub zespolonych mozna wykorzysta¢ w tym celu
transformate klasyczng. Zachodzi ponizsze twierdzenie, ktére jest uogdlnieniem wyniku
z pracy [89], gdzie udowodniony zostal analogiczny wzér dla funkcji o wartosciach rze-

czywistych.

TWIERDZENIE 7.6. Niech u: R® — C, niech U = Fcpr {u} i niech Uopr = Forr {u}.

Wowczas

Uort(f1, fa, f3) = i(U(f1,f2,f3) (I—e3) +U(f1,—fo, f3) - (1 +e3)) (1 —es5)

(7.13) + i(U(fhfm —fs)- (L —e3) +U(f1,—fo, = f3) - (1 +93)) (1+e5)

1 mnozenie oktonionow odbywa sie od lewej do prawey.

UWwAGA 7.7. Odpowiadajacy temu twierdzeniu wzor (39) z [89] moze wydawacé si¢ inny
od (7.13), lecz po odpowiednich przeksztalceniach i skorzystaniu z hermitowskiej symetrii

transformaty funkcji o wartosciach rzeczywistych otrzymamy doktadnie powyzszy wzor.

PRZYKEAD 7.8. Wréémy jeszceze do przyktadu funkeji Gaussa trzech zmiennych. Kla-

syczna transformata Fouriera funkeji danej wzorem (7.10) jest réwna
U(f) = exp{—2m*t" S £} - exp{—2me;f" pu}.

Mozna tatwo pokazaé, ze podstawiajac powyzsza réwno$é do wzoru (7.13), otrzymamy

ten sam wzoOr co wezesniej.
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DowOD TWIERDZENIA 7.6. W dowodzie przesledzimy i zmodyfikujemy kolejne kroki

zaprezentowane w [89]. Z definicji klasycznej transformacji Fouriera otrzymujemy

U(fi, fa, f3) = /RB u(x)e 1 Me 121 (x|
gdzie a; = 27 fjx;, 7 = 1,2, 3. Wowczas
(7.14) ;(U(fl, fo, f3) + U(f1, = fo, f3)) = /R3 u(x)e” ' (cos ag)e 1 dx,
(7.15) ;(U<f17 far f3) = U(f1, = fo, f3)) = /RS u(x)e” 1 (—eg sinag)e 1% dx.
Zmieniajac w rownosci (7.15) znak przy f3 oraz mnozac z lewej strony przez ez otrzymamy

(7.16) ;(U<f1> for =f3) = U(f1, = fo, —f3))63 = /R3 u(x)e"®1 (eg sin ap)e "1 dx,
co wynika z faktu, ze
(((u ce ). el) . eelo‘3> ceg = ((u ce 1) . (e - eg)) CeTe1es
(z alternatywnosci algebry Q). Odejmujac od (7.14) otrzymana réwnosé (7.16) dostaniemy
(UG B )+ UG oo ) + 5 (U —For— ) = UG, for =) s
= [ u(x)e e 22T dx.

RS

Wprowadzmy oznaczenie

V(fh f27f3)
(117) = S (UG for Jo) + Ul —far £9)) + 5 (UG~ For—fs) = U, for— i) es

Przeprowadzajac podobne rozumowanie jak wcze$niej otrzymamy

(7.18) ;(V(fhf%f:a) +V(f1,f2,—f3)) :/ u(x)e 1% e ™22 (cos ag) dx,
]R3

(7.19) ;(V(fla fas f3) = U(f1, fa, —f3)) = / u(x)e e ™22 (e, sin ai3) dx.
R3

Zmieniajac w réwnosci (7.19) znak przy f, oraz mnozac z lewej strony przez e; otrzymamy

(7.20) ;(V(fl, —fo, f3) =V (f1, = f2 —f3))e5 = /}R3 u(x)e 1 e 22 (e, sin az) dx

(ponownie z alternatywnosci algebry Q). Odejmujac od (7.18) otrzymana réwnosé (7.20)

dostaniemy
1 1
§(V(f1, fos 13) + V{1, [, —f3)) + §(V(f1, —fo, = f3) =V (f1.— f2, fs))es
(7.21) = u(x)e 1 e 22T dx,
R3
Podstawiajac do wzoru (7.21) réwnosé¢ (7.17) i grupujac wyrazy otrzymamy teze. O
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W dalszej czesci tej sekcji zawezimy rozwazania do funkcji o wartosciach rzeczywi-
stych. Jak wykazano w [60] oktonionowa transformate Fouriera funkcji w: R?* — R mozna

przedstawic¢ jako sume sktadnikéw o roznej parzystosci, tzn.
(722> U - Ueee - ereel - eree2 + Uooee3 - Ueeoe4 + eroe5 + eroeG - Uoooe77

gdzie Uyy., x,y, 2 € {e, 0} sa zdefiniowane wzorami

(7.23) Usee () = /R teee (%) €OS(2 f121) OS(2 fia) 08 (2 fs) dx
(7.24) Unee(f) = /R e (X) SIn(2m fr) cos (27 fora) cos(2 fs) dx,
(7.25) Uvoe (£) = /R eoe (%) OS(2 f21) Sin (27 o) cos(2r fyr) dx
(7.26) Unoe(£) = /R e () Sin(2m fir1) Sin(2 frs) cos (27 fys) dx,
(7.27) Uveo(£) = /R eeo ) OS(2 f121) 08 (2 fra) sin(2r fyr) dx
(7.28) Uneo(f) = /R o (X) SIn(27 fir1) OS(27 forra) sin (27 fys) dx,
(7.29) Uvool£) = /R eoo() cOS(2 fi1) sin (2 fows) sin (2 fzs) dx
(7.30) Unoo(f) = /R oo () 10 (2 fy1) Sin(2m fy) sin (2 fs) dx,

gdzie £ = (f1, f2, f3), x = (21,22, 73), a funkcje uy,.(x), z,y,2 € {e, 0}, sa oSmioma

sktadnikami funkecji v o réznej parzystosci wzgledem zmiennych zq, xs i 3, tzn.

Upys(T1, T2, 23) = ( w( x1, X2, x3)+ equ(—x1, T2, 3)
+ eyu( w1, —mo, x3)+ e u(—w1, —T2, 3)
+ esul —x3) +  e8u(—x, —x3)
(7.31) +eye.u( @y, —xg, —x3) + epeyeu(—x1, —T2, —23))/16,
gdzie ¢, = 1 jeSli x = e oraz ¢, = —1 jedli z = o, itd.

W powyzszej notacji uzywamy indeksow e oraz o do wskazania, ze funkcja jest pa-
rzysta (e, ang. even) lub nieparzysta (o, ang. odd) wzgledem odpowiedniej zmiennej, np.
funkcja ueeo(x) jest parzysta wzgledem zmiennych x; i xo oraz nieparzysta wzgledem
zmiennej x3. Analogiczne rozumowanie odnosi si¢ do wspotczynnikéw Us,., np. Uey, jest
parzysty wzgledem zmiennej f; oraz nieparzysty wzgledem zmiennych f5 i fs.

Zauwazmy, ze w przypadku OFT funkcji o warto$ciach rzeczywistych wszystkie wspot-
czynniki Uy, w réwnosci (7.22) sa funkcjami o wartodciach rzeczywistych. Analogiczne
wzory mozna otrzymac takze w przypadku funkcji o wartosciach oktonionowych, jednak
wowcezas wspotezynniki stang sie rowniez funkcjami o wartosciach oktonionowych. Wro-

cimy do tych rozwazan w Sekcji 7.4.
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7.2. Hermitowska symetria OFT. Jedna z kluczowych wtasnosci klasycznej trans-
formacji Fouriera jest tzw. hermitowska symetria, tzn. dla funkcji o wartosciach rzeczy-
wistych (n zmiennych) zachodzi

Ucpr(—f) = Ucpr(f), f=(fi,.- \ fn)

Mozna te wtasnosé¢ zinterpretowaé w sposdéb nastepujacy — petna informacja o funkcji
u: R" — R jest zawarta w pojedynczej pOlprzestrzeni czestotliwosciowej (zazwyczaj
przyjmuje sie, ze f; > 0). Rozwazajac szczegblny przypadek funkcji u: R* — R i sto-
sujac podejscie kwaternionowe Biilow wykazal [19], Zze pelna informacja o sygnale jest
zawarta w pojedynczej ¢wiartce plaszezyzny czestotliwosciowej (f; = 0, fo > 0) i zacho-

dzi kwaternionowy odpowiednik hermitowskiej symetrii QFT:

Ugrr( f1,—f2) = au(Uqrr(f1, f2)),
Ugrr(—f1,  f2) = ca(Uqrr(f1, f2)),
Ugrr(—f1, —f2) = az(Uqrr(f1, f2));

gdzie a;(q) = —e; - q-€;, i = 1,2,3, sa trzema anty-inwolucjami zdefiniowanymi w Sek-

¢ji 2.1, analogicznie jak dla algebry oktonionow. Funkcje o warto$ciach kwaternionowych
spelniajace powyzsze trzy réwnosci sa nazywane hermitowsko symetrycznymi. Do tej po-
ry nie byl natomiast znany odpowiednik tych réwnoéci dla oktonionowej transformacji
Fouriera.

Przytoczona w poprzedniej sekcji reprezentacja transformaty jako sumy sktadnikow
o réznej parzystosci jest podstawowym narzedziem w dowodzie hermitowskiej symetrii

OFT. Przypomnijmy oznaczenia wprowadzone w Sekcji 2.2:

Voco @i(0) = —e;-0- ey, i=1,...,7,

Voco iy i (0) = (u, 0...0q;)(0), i, i =1,...,7,
gdzie o oznacza klasyczne ztozenie funkcji.

TWIERDZENIE 7.9. Niech u: R® — R i niech U = Fopr {u}. Wowczas

7.32 U(=fi, fo, [3)=0a20U(f)) = ars531(U(f)),
7.33 U f17_f27 f3 = 0541 U(f)) = a76,3,2 U(f)),
7.34 U f17 fz;—fs = 321 U(f)) = Q76,54 U(f)),

d

f17 f27_f3 = Q752
flv_fQJ_f3 = Q76,1 U(f

~~ /N N N
=
w0
ot

~— N ~— ~—  ~— S ~—
S S

(- ) (U(
( ) (U(
( ) (U(
(=fi,=f2s f3) = ara3(U(E
(- ) (U(
( ) (U(
(— ) (U(

U
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Tak jak w przypadku funkcji o warto$ciach kwaternionowych, mozemy wprowadzié¢

pojecie hermitowskiej symetrii funkcji o wartosciach oktonionowych.

DEFINICJA 7.10. Funkcje U: R3 — O spetiajaca réwnosci (7.32)—(7.38) bedziemy

nazywaé funkcja hermitowsko symetryczng (w sensie oktonionowym).

Zanim przejdziemy do dowodu powyzszego twierdzenia zauwazmy kilka faktow, ktore
z niego wynikaja. CzeS¢ rzeczywista i wszystkie czesci urojone OFT funkcji o wartosciach
rzeczywistych sg symetryczne lub antysymetryczne wzgledem odpowiednich ptaszczyzn.
Wida¢ to réowniez na przyktadzie funkcji Gaussa przytoczonej w Przyktadach 7.3 1 7.8.

Ponadto zachodzi ponizszy wniosek.

WNIOSEK 7.11. Pelna informacja o funkcji u: R* — R jest zawarta w pojedynczym
oktancie tréjwymiarowej przestrzeni czestotliwosci {f = (f1, f2, f3) € R®: f1, fa, f3 > 0}.

Jest to znaczna zmiana, w poréwnaniu do klasycznej transformaty Fouriera. Z twier-
dzenia o hermitowskiej symetrii klasycznej transformaty Fouriera wynika, ze petna in-
formacja o funkcji trzech zmiennych o warto$ciach rzeczywistych jest zawarta w jednej
pOlprzestrzeni widma zespolonego (np. {f € R3: f; > 0}), podczas gdy stosujac OFT jest

zawarta w zaledwie jednym oktancie widma oktonionowego (Rys. 7.3).

A

(a) (b)

RYSUNEK 7.3. W podejsciu zespolonym informacja o funkcji trzech zmien-
nych jest zawarta w jednej poiprzestrzeni (a), podczas gdy w podejsciu okto-
nionowym pelna informacja o sygnale zawiera sie w pojedynczym oktancie
przestrzeni (b).

86



Rozdzial 2. Oktoniony w analizie sygnaléw i systemow

DowOD TWIERDZENIA 7.9. Wykazemy jedynie réwnosé (7.32). Pozostate réwnosci
dowodzi si¢ analogicznie.
Rozwazmy U(—f1, fa, f3). Rozktadajac funkcje U na sktadniki o réznej parzystosci,

jak w réwnosci (7.22), otrzymujemy

U(=fi, f2: f3) = Ueee(=f1, fo, f3) -+ 1= Usee(—[1: f2, [3) - €1
= Ueoe(= [1, f2, f3) - €2+ Usoe(— f1, fo, f3) - €3

— Ueeo(=f1, f2, f3) - €1+ Usco(— f1, fo, f3) - €5

+ Ueoo(— 1, f2, f3) - €6 — Uosoo(— f1, f2, f3) - €1

= Ueeef1: fo, f3) - 1= Usee(f1, f2, f3) - (—€1)

— Ueoe(f1, f2, [3) - €2+ Usoe(f1, f2, f3) - (—€3)

— Ueeolf1: f2, [3) - €4+ Useo( f1, [2. f3) - (—€5)

+ Ueoo(f1, f2; f3) - €6 — Usoo(f1, f2, f3) - (—e1).

Jak mozna tatwo zauwazy¢, zmiana znaku przy zmiennej f; spowodowala zmiane
znaku dokladnie czterech wspotezynnikéw stojacych przy jednostkach urojonych (to samo
stanie sie w kazdym z pozostalych przypadkéw). Zauwazmy, ze ztozenie anty-inwolucji
ag.4.2 7 funkcja U(f) zmieni znak dokladnie czterech czesci urojonych, tj. wspétezynnikéw
przy €1, €3, €5 oraz e;7. Ten sam wynik uzyskamy sktadajac funkcje a7 531 z funkeja U(f).

Konczy to dowdd réwnosei (7.32). O

7.3. Twierdzenia o przeksztalceniu afinicznym, modulacji i przesunieciu.
W literaturze mozna znalezé szereg witasnosci zespolonej transformacji Fouriera, ktore
maja swoje odpowiedniki zaréwno dla transformacji kwaternionowej, jak i oktoniono-
wej [39,46]. W tej sekcji wykazemy trzy klasyczne twierdzenia, tzn. twierdzenie o prze-
ksztalceniu afinicznym (nazywane czasem twierdzeniem o podobiefistwie) w uproszczonej
wersji, twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie czestotliwosci (nazywane takze twierdze-
niem o modulacji) i twierdzenie o przesunig¢ciu w dziedzinie przestrzeni. Dowod ostatniego
twierdzenia dla przypadku funkcji o wartosciach rzeczywistych znalazt sie rowniez w pra-

cy [16], jednak tutaj przedstawimy jego ogélniejsza wersje oraz poprawiony dowdd.
TWIERDZENIE 7.12. Niech u: R* — Q ¢ U = F {u}. Ponadto, niech a,b,c € R\ {0}
i funkcja v: R® — Q bedzie taka, ze v(xy, g, x3) = w(Z, 22, 2) 'V = F{v}. Wowczas

a’ b’ c

(739) V(fl, fg, fg) = |CLbC‘ U(afl, bfg, Cfg).
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DowOD. Dowdd przebiega w sposéb klasyczny i korzysta z Twierdzenia o zamianie

zmiennych w catkach wielokrotnych. Z definicji OF T mamy

V(f) — / u ﬂ) @’ ﬁ 67e127rflx1€7e227rf2x267e427rf313 dx = (*)
R3 a b’ c

oo, %3) Zauwazmy, ze modut Jakobianu

= |abc|. Wwowcezas

WprowadZzmy nowe zmienne (yi,ya,y3) = (

tego przeksztalcenia jest rowny ‘%

(*> — /3 U(y1, Yo, y3)67e127raf1y167e227rbf2y2€fe427r0f3y3 |abc| dy
R
= |abc| U<af17 bfZ’ Cf3)7
co konczy dowdd. 0

Twierdzenie 7.12 mozna sformutowaé¢ w petnej ogblnosci dla dowolnego liniowego prze-
ksztalcenia zmiennej x. W przypadku QFT podobny wynik mozna znalezé w [19] dla funk-
cjiu: R? — Riv=u(Ax), gdzie A jest rzeczywista macierza 2 x 2 taka, ze det(A) # 0.

Wéwezas

V(fi, f2, f3) = Qd;A(U(d??fl + Qg1 fo, Q12 f1 + Q11 f2) + UlGge fi — Go1 fa, —@12f1 + Q11 f2)

—esU(—agaf1 + Qo1 f2, —G12f1 + Q11 f2) + €3U(—aoafi — @21 fo, 12 f1 + &11f2)),

gdzie (3152 ) = iz A

Badajac OFT i funkcje v(x) = u(Ax), gdzie A jest dowolna rzeczywista macierza
3 x 3 taka, ze det(A) # 0 otrzymamy wynik, ktory zawiera az 64 sktadniki. Ze wzgle-
du na poziom skomplikowania i niewielkie znaczenie dla dalszych rozwazan pominiemy
zamieszczenie tego wzoru w niniejszej pracy.

W dalszej kolejnosci udowodnimy seri¢ twierdzen znanych dla klasycznej transformacji
Fouriera jako twierdzenia o modulacji. Warto zaznaczy¢, ze teza twierdzenia dla modu-
lacji cosinusowej, tzn. gdy sygnalem nosnym jest funkcja cosinus (Twierdzenie 7.13) jest
identyczna jak w przypadku CFT, zas dla modulacji sinusowej (sygnatem nosnym jest
sinus, Twierdzenie 7.14) oraz modulacji oktonionowa funkcja trygonometryczna (Twier-

dzenie 7.15) widoczne sa znaczne roéznice.

TWIERDZENIE 7.13. Niech u: R® — Q ¢« U = F {u}. Ponadto niech fo € R i niech
us(x) = u(x) - cos(2m fox;), U = F{u'}, i =1,2,3. Wowczas

(7.40) U (fr, fa f3) = (U(fl + fo. fos f3) + U(f1 = fo, fo, f3)> '
(7.41) U2(f1, fo, f3) = (U(fi, o+ for f3) + Ufr, fo = fo. f3)) -

N~ DN~ DN —

(7.42) U1, fo, f3) = (U(f1, for fs + fo) + Ufr, for f5 = fo)) -
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DowoOD. W dowodzie tego twierdzenia wykorzystamy réwnowazne definicje funkcji
trygonometrycznych argumentu rzeczywistego, w szczegdlnosci
1 elx —e1a 1 e —esq 1 esq —e4qq
(7.43) cosa—i(e +e >—§<e +e )—§<e +e )
Wowezas dla ¢ = 1 mamy

UCOS’1<f1, f2, f3) _ / (u(x) . COS(27TfOx1>)e—e1277f1331e—e227rf2x26—e427rf3m3 dx

R3
= -, ’LL(X) <e—e127rf1r1 COS(Q’/Tfinl)>6_9227rf2x26_e42”f3x3 dx
1
= 5 ”
1
T2 s

1

= (U = forfor fs) + U+ o o f)).

Konczy to dowéd w tym przypadku. Dla ¢ = 2,3 wtasnos¢ wykazuje si¢ analogicznie. [

u(x) (6—6127Ff1:v1 (66127Ff0x1 + 6—6127Tf0961))6—6227Ff2$26—e427rf3963 dx

u(X) (e—el%(fl—fo)wl + 6—9127T(f1+f0)9ﬂ1>6—8227rf2x2€—e427ff3$3 dx

TWIERDZENIE 7.14. Niech u: R* — Q i U = F {u}. Ponadto niech fo € R i niech
u$(x) = u(x) - sin(27 fox;), US™ = f{uSin’i}, 1 =1,2,3. Wowczas

<744) USin’l<f17 f2’ f3) = (U(fl + va _f27 _f3) - U(fl - f07 _f27 _f3)) : %7
(7.45) U™ (fu, o, o) = (Ul fo + fo,=F) = Ulh fo = fos=F9)) - 5
(746)  U™(fi fof) = (Ul for fo+ 1) = Ulh oo = o)) - 5

Dowo6D. Dowdd tej wlasnoéei jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 7.13. Wyko-
rzystuje sie w nim takze definicje funkcji trygonometrycznych argumentu rzeczywistego,
w tym przypadku
1 1 1
(7.47) sina = 2—9/1(6910‘ — e’ela) = 2—(32(6920‘ — e’e2a> = 2—e4(ee4a — e’e‘”‘).
Wykorzystamy ponadto nastepujace tozsamosci: dla dowolnego o € O i dowolnych oy, as, a3 €
R zachodzi

(7.48) <(0~ (e~ crn ~e1)) ~e‘32a2> ce M = (((0 TG E 6920‘2) 'ee“a‘"’) - e,
(7.49) ((0 e N (I e2)) s = (((0 TG E e’e””) : ee40‘3> - e,
(7.50) ((0 ce ety 6_920‘2) C(eT L ey) = (((0 ce ety 6_62"2) : e_e4a3> - ey.

Wowecezas dla ¢ = 1 mamy

USin’l(fl, f27 f3) _ /R3 (U(X) . Sin(zﬂ’foﬂjl))6_e12ﬂ—f1x16_6227rf2x26_e42ﬂ—f3x3 dx

= /3 u(x) (6*9127rf1$1 Sin<2ﬂ-f0$1))6*8227Tf2.’172e*e427rf3$3 dx
R
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_ / U(X) <e—e127rf1x1 e SiIl(Qﬂ'f()l‘l) . el>e—6227rf2w26—e427rf3x3 dx
R3

(7. 48)_; U(X) <€—e127rf1x1 (6e127rf0x1 o 6—e127rf0m1))€e227rf212€e427rf3m3 dx - e
— _; \ U(X) (6781271‘(.}"17]“0).%1 _ e*9127l’(f1+f0)$1)6782271']02126794271"]"3333 dX
R

1
= —§<U(f1 — fo, fo, fs) = U(fi + f07f2,f3)) ‘e,
co konczy to dowdd tego przypadku. Dla i = 2,3 whasno$¢ wykazuje sie analogicznie,

wykorzystujac réwnosci (7.49) oraz (7.50). O

TWIERDZENIE 7.15. Niech u: R* — Q i U = F{u}. Ponadto niech fo € R i niech
u™P(x) = u(x) - exp(—eqi-127 fox;), USSP = F{u®™Pi} = 1,2 3. Wéwczas

(7.51) UPY(f1, fa, f3) = U(f1 + fo, fa; f3),
U™P2(f1, fo, f3) = (U(f1, fa + fo, f3) + U(fr, f = for f3)

(7.52) VUi fot fon f3) = Ul=Fifo = fo 1) 5.
Uexp73(f17f2a f3) = (U(fb f27 f3 + fO) + U(f17f2> f3 - fO)
(7.53) +U(=fi,=fo, fs+ fo) =U(=fi,—fo, f5 — fo)) ' ;

DowOD. Wlasnosci te dowodzi sie analogicznie jak Twierdzenie 7.13 1 7.15 — korzy-
stajac z rownosci (7.43) i (7.47). Ponadto wykorzystuje sie takze ponizsze fakty — dla
dowolnego o € O oraz dowolnych aq, as, a3 € R zachodzi:

138 (e -eom)-eom) e — (o omey)) oo oo
(7.55) (((0 - eg) - e_elo‘1> . e_e”‘?) N ((0 L8101 . (gTe202 eg)) L eTe0s
(7.56) <((0 -ey) - 6_910“) : 6_920‘2> ceT s = ((0 ey . ee2a2) (e L ey).

Wowezas dla ¢ = 3 mamy

Uexp 3<f1> f27 f3) / ( ( ) . 67e427rf0x3)efe127rf121 679227rf2x2€7e427rf3x3 dx

/ (cos(2m foxs) — ey sur1(27rfozvg)))e_el%flxle_eﬂ”fz&”ze‘e427rf3””3 dx
R3
— . COS 27Tf01‘3)) —e12mf1x1 ,—e22m faws ,—ea2m f3xs 5
R3
/ (u( ) - ey sm(27rf0x3))e_el%flxle_eQQ”fzxze_e42”f3z3 dx
R3
(7.56)

= /3 u(x)e_el%f”“6_6227”029”2 (e_e42“f3$3 . cos(27rf0x3)> dx
R

. u(X)€e127rf1z1€e227rfzmz (676427Tf3333 ey SiIl(Qﬂ'fgl‘g)) dx

R3
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1
= (U1 foufs = Jo) + UCh, fou f + fo)
1
~ (UL = o s = fo) = U(=fr. = for f+ fo).
co konczy to dowdéd w tym przypadku. Dla ¢ = 1,2 wtasno$¢ wykazuje si¢ analogicznie,
wykorzystujac réwnosci (7.54) oraz (7.55). O

Ostatnie twierdzenie jakie udowodnimy w tej sekcji, to twierdzenie o przesunieciu
w dziedzinie przestrzeni. Warto przy tym zwroci¢ uwage, ze jedynie dla przesuniecia
na trzeciej zmiennej (x3) teza twierdzenia jest identyczna jak w klasycznym przypad-
ku. Przy przesunieciu na pozostatych zmiennych pojawia sie charakterystyczna zmiana

znaku zmiennych przy czesci mnozonej przez jednostke urojona.

TWIERDZENIE 7.16. Niech u: R® — O i U = F {u}. Ponadto niech o,3,7 € R
i miech u®(x) = u(r; — @, 19, 23), uP(x) = u(ry, 12 — B,23) i U (X) = u(zy, T2, 235 — ),
Ut = ]-"{ug}, (= a,B,y. Wowczas
(7.57) U%(f1, f2, f3) = cos(2m fra)U( f1, fa, f3) — sin(27 fra)U (f1, — fa, — f3) - ex,
(7.58) UP(f1, fa, f3) = cos(2m f2B)U(f1, fa, f3) — sin(2m foB)U (f1,  fo, —f3) - €2,
(7.59) UM (f1s fo, f3) = cos2m f37)U(f1, fa, f3) — sin@2m f37)U(f1,  fas  [3) - ea

DowOD. Skorzystamy ponownie z narzedzi uzytych w dowodach poprzednich twier-
dzen. Rozwazmy OFT funkcji u®. Z Twierdzenia o zamianie zmiennych w catkach wielo-

krotnych otrzymamy

U(fr, f2, f3) =

(1;1 _ O[, x2’ x3>676127rf1.’z1 6762271"]“2%26794271']“313 dX

o

u
R3

U(ﬂfl, T, xg)6—6127rf1(1‘1+oc)6—6227rf2l‘2€—e427rf3x3 dX
3

u(X)<67e127rf1:v1 . e*GlQﬂ'fla)679227Tf21‘2€76427rf3x3 dx
3

I
-

\ u(x) (e_el%fl“ - (cos(2m fia) — €4 Sin(27rf1a)))6_6227rf2$26_e42”f3x3 dx

08(27rf1a)/ u(x)e‘el%fl“6_622”f2”26_e42”f35”3 dx
R3

)

.48

(

o>

_ Sin(27rf1a) / U(X)efeﬂﬂ'fll“l66227ff23326642ﬂ'f3903 dx - e
R3

= COS(27TflOZ)U(f1, fg, fg) — Sin(277f1a)U(f1, —fg, —fg) - e,

co konczy dowdd twierdzenia dla u®. Wyprowadzenie réwnosci (7.58) i (7.59) jest analo-
giczne 1 korzysta z wtasnosci (7.49) oraz (7.50). O
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7.4. Twierdzenia Parsevala-Plancherela. Pod koniec Sekcji 7.1 wprowadzilismy
reprezentacje OFT funkcji o wartosciach rzeczywistych za pomoca sumy sktadnikéw o roz-
nej parzystosci. Pozwolito to na wykazanie hermitowskiej symetrii OFT, jednak zastoso-
wanie tej reprezentacji jest duzo szersze i postuzy m.in. do wykazania Twierdzen Plan-
cherela i Rayleigha (nazywanych czasem zbiorczo twierdzeniami Parsevala-Plancherela).
Czesé z tych dowodow (dla funkeji o wartosciach rzeczywistych) zostata zaprezentowana
w artykule [16].

Przypomnijmy na poczatek oryginalne sformutowanie Twierdzenia Plancherela dla

klasycznej transformacji Fouriera [39)].

TWIERDZENIE 7.17. Niech u,v: R* — C bedg funkcjami catkowalnymi w kwadracie
(w sensie Lebesque’a) i niech U = Fepr {u}, V = Fepr {v}. Wowczas

(7.60) / u(x) - T(x) dx = / U(F) - V(£) df.
Wprowadzmy tez klasyczne oznaczenie
(u,v) = / u(x) - B(x) dx

dla dowolnych funkcji catkowalnych w kwadracie (zaréwno o wartosciach rzeczywistych,
zespolonych, jak i oktonionowych). Warto mie¢ na uwadze, ze dla funkcji o wartosciach
oktonionowych powyzsza funkcja nie jest iloczynem skalarnym (ze wzgledu na brak tacz-
noséci mnozenia nie sa spetnione aksjomaty iloczynu skalarnego).

Przypomnijmy, ze OFT funkcji o wartosciach rzeczywistych moze by¢ przedstawiona

W postaci
UOFT = Ueee - ereel - eree2 + Uooee3 - Ueeoe4 + eroeS + eroeG - Uoooe77

gdzie Uy, x,y,2 € {e,0} sa zdefiniowane wzorami (7.23)—(7.30). Analogicznie mozna

wyrazi¢ klasyczna transformate Fouriera [57]:
UCFT - Ueee - Uooe - ero - ero + <_ere - ere - Ueeo + Uooo)el-
Powyzsze wzory beda podstawa dowodu Twierdzenia Plancherela.

LEMAT 7.18. Niech u,v: R* — R bedq funkcjami catkowalnymi w kwadracie (w sensie

Lebesque’a). Wowczas

(761) (UCFT7 VCFT) = (UOFT7 VOFT) .

DowOD. Przeprowadzajac bezposrednie obliczenia uzyskujemy
|, Ucer(6) - Vern (£) a
= /3 (Ueee‘/eee + UOE@%@@ + UGOE‘/GOE + UOO@‘/OOE
R

+ UEEO‘/ECO + ero‘/;)eo + ero‘/eoo + UOOO‘/;)OO) df
92



Rozdzial 2. Oktoniony w analizie sygnaléw i systemow

Wykorzystaliémy w obliczeniach fakt, ze pozostate sktadniki powstate w wyniku mnozenia
Ucrr(f) - Vopr(f) sa nieparzyste ze wzgledu na przynajmniej jedng zmienna, zatem ich

catka po R? znika. Ten sam wynik uzyskamy dla prawej strony réwnosci (7.61):
|, Uorr(6) - Vorr(£) df
= [, (UsccViee 4 UneeVare + s Vi + UsoeVaos
+ UeeoVeeo + UseoVoco + UcooVeoo + UsooVaoo) dif

Konczy to dowdd lematu. 0]

Lemat 7.18 i Twierdzenie 7.17 prowadza bezposrednio do Twierdzenia Plancherela

(Twierdzenie 7.19) dla oktonionowej transformacji Fouriera.

TWIERDZENIE 7.19. Niech u,v: R® — R bedq funkcjami catkowalnymi w kwadracie

(w sensie Lebesgue’a). Wowczas
(7.62) (u,v) = (Uorr, Vorr) -

Zalozenie o tym, ze funkcje maja mie¢ wartosci rzeczywiste, jest istotne. Dla funkcji
o wartosciach oktonionowych teza Twierdzenia 7.19 nie zachodzi, co szczegdélowo omo-
wimy w Uwadze 7.22. Dla funkcji o wartosciach rzeczywistych bezposrednim wnioskiem
z powyzszego twierdzenia jest Twierdzenie Rayleigha (Twierdzenie 7.20), znane réwniez
dla klasycznej transformacji Fouriera. Wykazemy jednak to twierdzenie w pelnej ogdlno-

sci, dla funkcji o wartosciach oktonionowych.

TWIERDZENIE 7.20. Norma L? dowolnej funkcji u: R® — Q catkowalnej w kwadracie

(w sensie Legesque’a) jest réwna normie L? jej oktonionowej transformaty Fouriera, tzn.

(7.63)

\UHH(RS) = HUOFTHL2(R3)v
1/2
gdzie ||v|| p2gsy = (ng lv(x)[? dx) / dla funkcji v: R® — O catkowalnej w kwadracie.

Dowo6Dp. W przypadku funkeji u: R® — R dowdd wynika bezposrednio z Twierdze-
nia 7.19 dla v =u = w.

Aby udowodni¢ réwnoéé (7.63) dla funkcji u: R* — O, wr6émy do poczatkowych
rozwazan na temat OFT. Kazdg funkcje v: R®> — O mozna zapisaé¢ jako

u(x) = up(x) + ur(x)e; + ... + uz(x)er,

gdzie u;: R3 — R, i =0,...,7, sa funkcjami o wartosciach rzeczywistych.

Wowczas, korzystajac z nastepujacych wlasnosci

((81 . 6*81041) . 6*62042) . 6*94043 — ((6*91041 . eeza2) . ee4a3) - ey,

((82 Lo _efezozz) o eats ((eelal Leme02). 664043) Cey,
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7. Oktonionowa transformacja Fouriera

( ) ) (( ) - %) ey,
( ) ) (( ) ) ey,
(o5 - eo1m) - eom0s) . meren — ((geien . gosea) . gouns) . g
( ) ) (( ) 1) - e,
( ) ) (( ) 1) - er,
mozemy zapisad
Uorr(f1, fo, f3) = U°(f1, fa, f3) + UM (1, = fo, = fs)en
+U(—fi, fo, = f3)es + UP (= f1, — fo, — f3)es
+ U= fr,—fo, f3)ea + U (= f1, —fa, — fs)es
+US(=f1, = fos = f3)es + U (= fr, — fa, — f3)er,

gdzie U* = Fopr {u;}, i = 0,...,7 sa transformatami Fouriera funkcji o wartodciach
rzeczywistych. Kazdg z tych funkcji mozna zatem wyrazié¢ jako sume sktadnikéw o réznej

parzystosci:

U' = Uecee — ereel - eree2 + Uooee3 - Ueeoe4 + eroe5 + eroe6 - Uoooe77 1=0,...,7.

Zauwazmy, ze z pierwszej czesci dowodu wynika, ze

7 7
2 2 i
HUHL2(R3) - Z HuiHL2(]R3) - Z 1U* || 2r2)-
i=0 i=0

Wystarczy zatem pokazaé, ze

7
(7.64) 1UoF [l 2gsy = 21U | z2es)-
i=0

Zauwazmy, ze czeSé rzeczywista oraz kazda cze$é urojona funkcji Uopr bedzie zawierata

dokladnie po jednej funkcji z rozktadu kazdej U? na sktadowe o réznej parzystodci, np.

Re(Uopr) =U°, + UL + U, —U2 +UL —US —US +U!

eee oee €eoe ooe €eeo 0€eo €00 000’

gdzie kazda ze sktadowych jest wzieta w odpowiednim argumencie. Co wiecej, kazda
ze sktadowych bedzie miata inny charakter parzystosci. Prowadzi to do nastepujacego

wniosku
L, Re(Uorn)* do = [ ((UR)2 + (UL)? + (U2)? + (U,)?
+ (UL + (UL, + (US,) + (UL,)?) df,

co wynika z faktu, ze pozostalte sktadniki powstate w wyniku podnoszenia do kwadratu
funkeji Re(Uopr) sa nieparzyste ze wzgledu na przynajmniej jedna zmienna. Analogicz-

ny wynik otrzymamy dla kazdej czesci urojonej funkcji Uppr. Sumujac wszystkie catki
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i odpowiednio je grupujac otrzymamy
7
2 i i i i
/1;3 |UOFT| doe = %/{[@ ((Ueee)2 + (ere)2 + (ere)2 + (Uooe>2

7
+ (Uéeo)z + (U;EO)Q + ((]eloo)2 + (Uéoo)2) df = Z ||UZ||L2(R3)7

=0

co konczy dowdd twierdzenia. 0

WNIOSEK 7.21. Energia sygnatu o wartosSciach oktonionowych jest zachowywana przez

jego widmo oktonionowe.

UWAGA 7.22. O ile teza Twierdzenia 7.20 jest prawdziwa dla funkcji o wartosciach
oktonionowych, to Twierdzenie 7.19 zachodzi w ogdlnosci jedynie dla funkcji o wartosciach
rzeczywistych. Rozwazmy nastepujace dwa przyktady.

Wezmy dwie funkcje

u(x) = (27T1)3/2exp {—; ((ajl — 1)+ 23 + (23 — 1)2)} ,

v(x) = (27?)13/2exp {—; ((a:1 — 1)+ 22+ (25 + 1)2>} :

Zauwazmy, ze oktonionowe transformaty Fouriera tych funkcji sg rowne
UOFT(f) = exp {—27T2(f12 + f22 + f32)} : (0103 — S1Cc3€1 — C153€4 + 818365),
Vorr(f) = exp {—2#2(f12 + f3 + f32)} - (c1c3 — s1c3€1 — C183€4 + S153€5) - €]
= exp {—2#2(]"12 +fi+ f32)} - (8103 + c103€1 + S183€4 + 1 53€5),

gdzie ¢; = cos(2n f;) i s; = sin(2nf;), j = 1,3. Wowczas

/R3 u(x) - v(x)dx = — /R3 (2(;1)3 exp {—; (2(3:1 —1)* + 225 + (w3 — 1) + (23 + 1)2)} dx

€
~ 8emd/2’

7, drugiej strony

/, Uorr(f) - Vorr(f) df = / eXP{—47T2(f12 + f3 + f32)}
R3 R3
- (c1c3 — s1c3€1 — C153€4 + S153€5)
- (8103 + c1c3€1 + S153€4 + C153€5) A
= /RS exp {—47?2 ||f|]§} (—=cic3 — sics + ciss + sis3) df ey
€1

T Rend/2

gdzie skorzystano z faktu, ze catki z funkcji nieparzystych sa réwne zero. OtrzymaliSmy

zatem rownosc z tezy Twierdzenia 7.19.
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Jesli rozwazymy funkcje

) = g en { = (o + (2= U + (2 = 1)},

N = N =

v(x) = (2:)13/26Xp {— (x% + (29 + 1) + (w3 + 1)2)} ,

ktorych transformaty sg rowne
Uorr(f) = exp {—272(f12 +f3+ fgz)} - (cac3 — sac3€9 — CoS3€4 + S253€35),
Vorr(f) = exp {—27r2(f12 + f2+ f??)} - (Coc3 — S9C3€9 — C2S3€4 + S253€5) - €1
= exp {—27r2(f12 + fi+ f32)} - (cac3er + saczes + oS35 + S253€7),

to woéwczas ponownie

/RSU(X)-U(X)dXI—/Rg(;;Pexp{—;(21;%+<x2_1>2+(x2+1)2

(25— 1)% + (w5 + 1)2)}dx
T Qe2p3/2’

ale z drugiej strony

L, Uorr () - Vorr(£)df = [ exp {—am*(£7 + £ + £}

- (cacy — sac3€9 — Cz53€4 + S353€5)
. (626381 + SaC3€3 + C283€5 + 828387) df

= /11@3 exp {—47r2 ||f\|§} (—c5¢3 + s5¢5 + c3s5 + s553) df - e

B e, 1 e?

" ez 27T 3)
Przyktad ten dowodzi, ze w ogdlnosci teza Twierdzenia 7.19 nie zachodzi dla dowolnych
funkcji u,v: R3 — Q.

7.5. Funkcja autokorelacji. Ostatnim aspektem oktonionowej transformacji Fou-
riera, ktorym zajmiemy sie w tej sekcji, jest pojecie funkcji autokorelacji oraz widma
gestosci energii. Ze wzgledu na to, ze twierdzenia o hermitowskiej symetrii sg prawdziwe
tylko dla funkcji o wartosciach rzeczywistych, ograniczymy do nich dalsze rozwazania.

Niech u: R? — R bedzie funkcjg catkowalng z kwadratem. Klasyczng funkcje autoko-

relacji sygnatu v definiuje sie jako
Ru(8) = | ulx)ulx — &) dx.

gdzie x = (w1, %9, x3) oraz & = (&1, &, &3). Oczywiscie dla funkeji o wartosciach rzeczywi-

stych mamy @ = .
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Wiemy z klasycznej teorii, ze zachodzi nastepujacy fakt (nazywany réwniez Twierdze-

niem Wienera-Chinczyna lub Twierdzeniem o funkcji autokorelacji) [92]:

Ferr {Ru} (£) = [Ucrr(£)?,

a zatem rowniez

Ru(€) = Fair {|Ucrr()[*} (£).

Funkcje S, (f) := |Ucpr(f)|” nazywamy widmem gestosci energii. Zauwazmy ponadto, ze
jest to funkcja o wartosciach rzeczywistych i parzysta wzgledem kompleksu zmiennych f.
Wobec tego

Fopr {8u} (€) = Forr {Su} (£).

Wprowadzmy teraz zmodyfikowane pojecie widma gestodci energii, korzystajace z okto-

nionowej transformaty Fouriera.

DEFINICJA 7.23. Niech u: R®> — R bedzie funkcjg calkowalng z kwadratem. Oktonio-

nowym widmem gestosci energii nazywamy funkcje Sopr,: R* — R dang wzorem

Sorr.u(f) = |Uopr(f)]*.

Klasyczne pojecie widma gestosci energii oraz jego oktonionowy odpowiednik sa ze

soba powiazane, o czym méwi ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 7.24. Niech u: R® — R bedzie funkcjq catkowalng z kwadratem. Zacho-

dz1 wowczas wzor
Sorru(f) = i(Su(fla f2, f3) + Su(=f1, fa, [3)
(7.65) + Su(f1s = fos f5) + Sulfr, for = f3))

Ponadto funkcja Sorr,, jest parzysta ze wzgledu na kazdg ze zmiennych.

DoOwOD. Z rozwazan w poprzedniej sekcji wynika, ze zachodzi nastepujgca réwnosé
Su = (Ueee - Uooe - ero - Uveoo)2 + <_ere - ere - Ueeo + Uooo)27
gdzie Uy, z,y,2 € {e,0}, sa skltadnikami widma o réznej parzystosci, danymi wzora-
mi (7.23)—(7.30). Stad
Su = Usee + Uoe T Uneo + Ucoo + Usee + Uz + Uceo + Usoo

- 2Ueee Uooe + 2(]oeoUveoo + 2ere ere - 2Uveeo[]ooo

- 2Ueee ero + 2Uooe ero + 2ere Ueeo - 2ere Uooo
(766) - 2U666U600 + 2Uoeroeo - 2Uvoeeljooo + 2ereUeeo-
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Zauwazmy, ze mozna wobec tego napisac
Su - Su,eee + Su,ooe + Su,oeo + Su,eoo

i kolejne sktadowe odpowiadaja kolejnym liniom w réwnosci (7.66). Tak jak do tej pory

indeksy w funkcji S, oznaczaja parzystos¢ wzgledem zmiennych. Ponadto

(f17f27f3

) = Su.eee(f) + Su00e(f) + Suc0
Su(=f1, f2, f3)

)

f3)

(f) (f) (
Suscee(f) = Suo0e(£) = Su,oe0(
(f) - () (
() (f) - (

Sueee f Suooe f + u,0€eo0
S’LLECE f +S’LLOOE f

Sulfr, = fos f5
Su(fla f27

Dodajac stronami powyzsze rownosci oraz zauwazajac, ze

u o€eo

(7.67) Sorte =U%, + U2 +U2 +U2 +U: +U2 +U2, +U2

eee ooe 0€eo €00 oee €eoe €Eeo 000

- Su,eeea
otrzymujemy rownosé (7.65). Druga czes$¢ tezy wynika wprost z réwnosci (7.67). O

Korzystajac z powyzszego twierdzenia (parzystosci oktonionowego widma gestosci

energii) otrzymujemy natychmiast, ze
Forr {Sorru} = Forr {Sorra}t = Forr {Sorrat .
a stad
Fobr {(Sorr} (€) = 3 (Ferr (Sul- )} (€) + Forr {Sul—- )} €)
+ Forr {Su( =)} (€) + Forr {Su(-, =)} (6)
= (Forr {5, (6,8 6) + Forr {81} (~61,60,65)
+ Forr {Su} (61, =62, &) + Forr {8} (61, &, —&))
= 1 (Rul60,8,8) + Rul~60,6,6) + Rulln, ~62,6) + Rul6r, &, ~65)

DEFINICJA 7.25. Niech u: R? — R bedzie funkcja catkowalna z kwadratem. Rozsze-

rzong funkcjg autokorelacji sygnatu u nazywamy funkcje
1
Rorru(§) = 1 /R3 u(z1, T, T3) - (U(xl — &1, 9 — &o, w3 — &3) +u(ry + &1, 10 — &9, 13 — &3)
+u(ry — &1, w0+ &o, w3 — §3) +u(wy — &1, 19 — &, w3 + 53)) dx

Natychmiastowym wnioskiem z rozwazan w tej sekcji jest ponizsze twierdzenie, ktore

jest oktonionowym odpowiednikiem Twierdzenia Wienera-Chinczyna.
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TWIERDZENIE 7.26. Niech u: R? — R bedzie funkcjq catkowalng z kwadratem. Wéw-
czas wielowymiarowa funkcja autokorelacji sygnatu u oraz oktonionowe widmo gestosci

energit sygnatu u tworzg pare oktonionowych transformat Fouriera, tzn.

(7.68) Sorru(f) = Forr {Rorru} (f),  Rorrw(€) = Fopr {Sorru} (£).

Z Twierdzenia 7.26 mozna wyciagna¢ natychmiastowy wniosek — poniewaz funkcja
SorT,, ma wartosci rzeczywiste i jest parzysta wzgledem kazdej zmiennej, funkcja Ropr,,
réwniez jest funkcja parzysta wzgledem kazdej zmiennej, a wzory (7.68) mozna zapisaé

W postaci

Sorta(f) = [ | Rorr.u(€) cos(2n fi&y) cos(2m f262) cos(2m fus) dé,

Rorra(§) = [ | Sorra(f) cos(2m i&y) cos(2m f262) cos(2m fag) df.

Warto zastanowi¢ sie réwniez jaki zwiazek ma ,nowa” funkcja autokorelacji z ta zde-
finiowana w sposéb klasyczny. Okazuje sie, ze dla pewnych klas funkcji obie definicje sa
tozsame. Skorzystamy tutaj z rozktadu dowolnej funkcji u na sktadowe o réznej parzysto-

sci, tzn.
U= ueee + uoee + ueoe + uooe + ueeo + quO + ueoo + uOOO’
gdzie poszczegodlne sktadniki w,,. sa dane wzorem (7.31).
TWIERDZENIE 7.27. Niech funkcja u: R3 — R bedzie catkowalna z kwadratem. Jesli
funkcja u jest

(a) parzysta wzgledem kompleksu zmiennych x, tzn. u(—x) = u(x), to

ROFT,U - Rueee + Ruooe + Ruoen + Rueoo;
(b) nieparzysta wzgledem kompleksu zmiennych x, tzn. u(—x) = —u(x), to
ROFT,'U, = Ruoee + Rueoe + Ruceo + Ruooo;

(c) parzysta lub nieparzysta wzgledem kaZdej zmiennej, tzn. u = Uy, dla pewnych

z,y,z € {e,0}, to

}%OFTM ::}%r

DowOD. Niech u = uy,, dla pewnej tréjki x,y,z € {e,0}. Zauwazmy najpierw, ze

dla dowolnych z, y, z € {e, o} zachodzi Sopr,,,. = UZ,. = Su,,. 1 jest to funkcja parzysta

Yz Uzyz

wzgledem kazdej ze zmiennych. Wobec tego

—1 —1 —1
ROFTvuzyz = fOFT {SOFTauzyz} = fCFT {SOFTyuzyz} = ‘FCFT {Suzyz} = Ruzyz ‘

Koncezy to dowdd czesei (¢) twierdzenia.
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Niech teraz funkcja u bedzie parzysta wzgledem kompleksu zmiennych x. Wowczas,

korzystajac ze wzoru (7.31), otrzymujemy, ze
Upee = Ueoe = Ueeo = Uooo = U,

zatem U = Ueee + Upoe T Uoco + Ueoo OLAZ

Sortu = Usee + Ugoe T Ugeo + Ucoo = S0FT,uece + SOF T tt00e + SOFT 1000 + SOFT tc00-

7 liniowosci OFT funkcji o warto$ciach rzeczywistych oraz poprzedniej czesci dowodu

otrzymujemy teze punktu (a). Dow6d punktu (b) jest analogiczny i wynika z tego, ze
Ueee = Ugoe = Uoeo = Ueoo = ()

dla funkcji nieparzystej wzgledem kompleksu zmiennych x. 0

Rozszerzona funkcja autokorelacji ma w ogoélnosci takie same wlasnosci co klasyczna
funkcja autokorelacji. W szczegdlnosci zachodza ponizsze fakty. Twierdzenia 7.28-7.31

pozostawiamy bez dowodu.

TWIERDZENIE 7.28. Rozszerzona funkcja autokorelacji funkcji u: R® — R (calkowal-

nej z kwadratem) jest funkcjq parzystq wzgledem kazdej zmienney.
TWIERDZENIE 7.29. Dla funkcji u: R® — R (catkowalnej z kwadratem) zachodzi
Rorru(0) = [[u 2 s -

TWIERDZENIE 7.30. Dia funkcji u: R® — R (calkowalnej z kwadratem) zachodzi

[ rornaterae = ([ )

TWIERDZENIE 7.31. Niech u: R3 — R bedzie funkcjg catkowalng z kwadratem, niech
a = (a1, ay,a3) € R? i niech u*(x) = u(x — ). Wowczas
Roprue = RoFTu-

TWIERDZENIE 7.32. Dla funkcji u: R?* — R (calkowalnej z kwadratem) zachodzi

Veers  |Rorru(€)| < Rorr,u(0).

DowOD. Teza wynika z analogicznej wtasnosci dla klasycznej funkeji autokorelacji.
Niech € = (&1, &,&3) € R3, wowezas z nieréwnosei trojkata otrzymujemy
2

|Rorr.u(§)]° = ‘i(Ru(ﬁl,fz, &3) + Ru(—&1,62,&3) + Ru(&1, —62,&3) + Ru(&r, &o, —53))

<

<|Ru(€1,527§3)|2 + [Ru(—61,&, &) + |Ru(&1, =62, &) + |Ru(&, —62753)|2)

— s

< S (IBuO)F + RO + [Ru(0)* + [Ru(0)* ) = [[ull72(gs) = Roer.(0);
co konczy dowdd twierdzenia. O
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8. OFT w analizie systeméw 3D

Oktonionowa transformacja Fouriera oméwiona w poprzedniej sekcji moze sie wydawaé
do$¢ abstrakcyjnym narzedziem. Omoéwione w Sekcji 6 zastosowania algebr hiperzespo-
lonych w teorii sygnatéw ograniczaty sie gtéwnie do algebry kwaternionow. Oktoniony
znalazty zastosowanie przede wszystkich w fizyce kwantowej i do tej pory nie byty wyko-
rzystywane w analizie systemow. W tej sekcji postaramy sie pokaza¢ mozliwosci zastoso-
wania OFT w analizie liniowych systeméw stacjonarnych 3D (tzn. trzech zmiennych) oraz
rozwigzywaniu liniowych rownan rozniczkowych czastkowych oraz réznicowych o statych
wspotezynnikach.

W pierwszej czesci wykazemy kolejne wtasnosci OFT istotne z punktu widzenia wspo-
mnianych zastosowan, tj. twierdzenie o transformatach pochodnych czastkowych funkcji
trzech zmiennych oraz oktonionowy odpowiednik twierdzenia o dualnosci splotu i mnoze-
nia. Nastepnie zdefiniujemy nowsg algebre ésmego rzedu nad ciatem liczb rzeczywistych,
ktora, w przeciwienstwie do oktonionoéw, bedzie przemienna i taczna. Wykorzystujac te
narzedzia zdefiniujemy oktonionowa charakterystyke czestotliwosciowa systemu i poka-
zemy jej wlasnosci. Na koniec przeprowadzimy analize pewnych réownan rézniczkowych
czastkowych oraz réznicowych o statych wspotezynnikach. Uogélnimy wyniki znane dla
systemow 1D, réwnan rozniczkowych zwyczajnych oraz klasycznych réwnan réznicowych.
Zdefiniujemy réwniez dyskretny odpowiednik oktonionowej transformacji Fouriera.

Inspiracja dla tych rozwazan bylty m.in. prace [19,44,46], w ktorych sformutowano
analogiczne wyniki dla systemow 2D i pokazano zalety wykorzystania transformacji kwa-
ternionowej w miejsce transformaty klasycznej. Podobnie jak poprzednia sekcja, Sekcja 8
jest w petni autorska i powstata w ramach prac prowadzonych w Pracowni Sygnatéw

i Sieci Radiokomunikacyjnych. Wyniki te nie byly do tej pory publikowane.

8.1. Twierdzenie o transformacie pochodnych czastkowych. Bedziemy rozwa-
zaé jedynie funkcje trzech zmiennych o warto$ciach rzeczywistych u: R* — R. Bedziemy
zaktada¢, ze funkcja u jest bezwzglednie catkowalna (a wiec istnieje jej OFT) oraz gtad-
ka (tzn. rézniczkowalna odpowiednig liczbe razy) i jej pochodne maja dobrze okreslone
oktonionowe transformaty Fouriera.

Rozwazmy pochodna funkcji v po zmiennej x1, oznaczong jako u,,, i jej transforma-
te oktonionowa U9, Poniewaz jest to funkcja o wartosciach rzeczywistych to mozemy

zapisac
UP =US —Ulitey — Udtley + Ulites — Ut ey + Uliles + Uil eg — Uliter,
gdzie, analogicznie jak w przypadku funkcji u,
(8.1) Uon(f) = /RS Uz, (X) cos(2m f1x1) cos(2m faxo) cos(2m f3x3) dx,
(8.2) UL (f) = /R3 Uy, (X) Sin(27 fr21) cos(27 faxs) cos(27 fyxs) dx,
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(8.3)
(8.4)
(8.5)
(8.6)
(8.7)

(8.8)

UPe (£) = /R 1, (%) OS(2m f121) sin(2m fyy) cos (2 fyrs) dx,
U221 (£) = /]R tty, () sin(2 fr01) sin (27 for) cos(2r fo) dx,
UPe (£) = /R 1 (%) O8(2m f121) cO8(2m fora) sin (2 fiyr) dx,
U221 (£) = /R 1y, () Sin(2 f101) cos(2m fyry) sin(2r fors) dx,
UPe (£) = /R 1y (%) O8(2m fr1) sin(2m fyy) sin (2 fyrs) dx,
U221 (£) = /R 1y, () Sin(2m fr1) sin (27 foy) sin(2r frs) dx,

gdzie f = (f1, fo, f3), x = (21, 2, x3). Zauwazmy, ze nie musimy rozpisywaé funkeji u,, na

sktadniki o réznej parzystosci, jak zrobilisSmy to w przypadku funkeji u i wzoréw (7.23)—

(7.30).
{67 0}7

Wzory te pozostajg prawdziwe rowniez wtedy, gdy zastapimy funkcje ugy., ,y, z €

funkcja u.

Zastosujemy w powyzszych wzorach catkowanie przez czesci. Korzystajac z faktu, ze

z gladkosci i bezwzglednej catkowalnosci funkcji v wynika, ze dla kazdego x9, 23 € R

zachodzi lim w(x) = 0, otrzymujemy
xr1—+o00

UL €)= [ ulx)sin(2m i) cos(2mfoas) cos(2m fyas) dx - 2mfy = Uneo(£) - 271
U(?exel(f) S /R3 u(x) cos(27 f1x1) cos(27 faxe) cos(27 faxg) dx - 27 f1 = —Ueee(f) - 27 f1,
UZH () = [ w0 sin(2fu) sin2n fyrs) cos(2mfyrs) dx - 2mf = Ue(£) -2
U2z (8) = — [ u(x) cos(2rm ) sin(2r fea) cos(2n fy) dx - 27 fr = ~Usee(£) - 27,
Ufe?(f) - /R3 u(xX) sin(27 f171) cos(27 fox) sin(27 faxs) dx - 2w f1 = Ueeo(f) - 27 f1,
Ui’fj(f) — /R3 u(x) cos(27 f1xq) cos(27 foxe) Sin(27 fyxg) dx - 27 f1 = —Ueeo(f) - 27 f1,
UZ () = [ w0 sin(2 ) sin2r fyrs) sin(2n fyrs) - 2mfy = Unolf) - 26,
U2 (8) = = [ u(x) cos(2m ) sin(2m o) sin(2r fuzs) dxc - 2mfy = —~Uso£) - 2,
a zatem
Ut = (Usee + Usecer — Upoees — Usocs — Unco@s — Useos + Usoos + Unooer) - 27 fy

= (Ueee - ereel + eree2 - Uooee?) + Ueeoe4 - eroe5 + eroeﬁ - Uoooe7) . (27Tf1€1)
= 06574’3’2<U) . (27Tf1€1).

Przeprowadzajac analogiczne rozumowania dla pochodnych po zmiennych x5 oraz x3 i ko-

rzystajac z Twierdzenia 7.9 (o hermitowskiej symetrii) otrzymujemy ponizszy wynik.
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TWIERDZENIE 8.1. Niech u: R* = R i U = Fopr {u}. Wéwczas

(89) fOFT {uxl} (fla f27 f3> - U(fla _f27 _f3) : (27Tflel)7
(8.10) Forr {Ua, } (f1, fo, f3) = U(f1,  for —f3) - (27 f2e2),
(8.11) Forr {Uazs } (f1, f2, f3) = U(f1, far  [f3) - (27 f3e4).

Zauwazmy, ze teza powyzszego twierdzenia jest analogiczna do tezy klasycznej wersji
twierdzenia o transformacie Fouriera pochodnej. Réznica jest przede wszystkim rodzaj
jednostki urojonej, przez ktérag mnozona jest transformata Fouriera oraz pojawiajaca sie
zmiana znaku przy niektérych zmiennych. Jest to charakterystyczna cecha oktonionowe;j
transformacji Fouriera.

Z Twierdzenia 8.1 mozna wyciggnac¢ nastepujacy wniosek dla mieszanych pochodnych

czastkowych wyzszych rzedow.

WNIOSEK 8.2. Niech u: R* — R i U = Fopr {u}. Wéwczas

(8.12) Forr {Uziay } (f1, f2. f3) =U( fi,—fo, = f3) - (27 f1) (27 f2)es,
(8.13) Forr {uzias t (f1, f2. f3) =U(C fi, fo, —f3) - (2mf1) (27 f3)es,
(8.14) Fort {tasas } (f1, 2, f3) = U(=f1,  fo, = f3) - (27 f2) (27 f3) e,
(8.15) Fort {Usyapzs } (J1: fo, f3) = U(=f1, fa, = f3) - 2m f1) (27 f2) (27 f3)er.

DowOD. Udowodnimy jedynie wzér (8.12). Pozostate zaleznosci wykazuje sie analo-

gicznie. Korzystajac z Twierdzenia 8.1 otrzymujemy

Fort {Uzz.} (f1, f2, f3) = Forr {ta, } (f1, fo, —f3) - (27 foe2)
= U(f1, —fa, f3) - (27 fre1)(27 fae2),

gdzie mnozenie oktonionéw odbywa sie od lewej do prawej. Aby otrzymac rownosé z tezy,

zauwazmy, ze dla dowolnego oktonionu o € O zachodzi

(0-€e1) e =arp54(0) - (€1-€3) = args54(0) - €3,
a wobec tego
U(fr, =2 f3) - (27 f1e1)(27 fae2) = a7632(U(F)) - (27 fre1)(27 f2e2)
= (a7654 © a763.2)(U(F)) - (27 f1) (27 f2)e3
= as432(U(f)) - (27 f1)(27 f2)es
=U(f1,—f2, = f3) - 27 f1)(27 f2)es.
Koficzy to dowéd wzoru (8.12). 0
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Analogiczny wniosek mozna wyciggnaé rowniez dla czystych pochodnych czastkowych
drugiego rzedu, przy czym warto zauwazyc¢, ze teza twierdzenia nie rézni sie niczym od
odpowiedniego twierdzenia dla klasycznej transformacji Fouriera. Twierdzenie pozosta-

wiamy bez dowodu.
WNIOSEK 8.3. Niech u: R* — R i U = Fopr {u}. Wéwczas

(8.16) Fort {tea, } (fi, fo, f3) = =U(f1, fo, f3) - 27 f1)?,
(817) ‘/TOFT {uﬂfzﬂfz} (flv f27f3) _U(f17f2a f3) : (27Tf2)27
(8.18) Fort {Uzyus } (f1, f2. f3) = =U(f1, fa. f3) - (27 f3)*.

Dotychczasowe rozwazania mozna podsumowacé zbiorczym twierdzeniem o transfor-

matach oktonionowych pochodnych czastkowych. Teza jest ogdlna i moze wydawaé si¢
skomplikowana, jednak pokrywa wszystkie mozliwe przypadki. Jest to oczywisty wniosek

z wykazanych do tej pory twierdzen, zatem dowdd tego faktu pominiemy.

TWIERDZENIE 8.4. Niech u: R* — R 1 U = Fopr {u}. Ponadto niech ki, ko, k3 bedg
nieujemnymi liczbami catkowitymi. Wowczas
ak1+k2+k3u

8.19) F _
( ) OFT { &Elfl 835’2’“2 8;E’§3

} = (—1)"U(e1f1, eafa, 5 f3) - (2mf1)" (27 f2) 2 (27 f5) 2 e,
gdzie
v = ki/2] + [ko/2] + | K3/2],
£, = (_1)5253’ £y = (_1)51(1*53)
V=202 48521 + 65 - 22,
(51 = ]{31 mod 27 (52 = k’g mod 27 (53 = ]{33 mod 2.

83 — (_1)17(1751)(1752)

Y Y

Warto zwréci¢ w tym miejscu uwage na zalety jakie niesie ze sobg twierdzenie o trans-

formacie pochodnych czastkowych. Mozna to zobrazowa¢ ponizszym przyktadem.

PRZYKEAD 8.5. Niech u: R* — R bedzie funkcjg parzysta wzgledem kazdej zmien-
nej. Zaréwno klasyczna jak i oktonionowa transformata Fouriera tej funkcji sg funkcjami
rzeczywistymi. Stosujac klasyczna transformacje Fouriera do funkeji wu,,,, otrzymamy
—U(f) - (2nf1)(27f2), a zatem réwniez funkcje o wartosciach rzeczywistych. W pewnym
sensie tracimy informacje o tym, ze funkcja zostata w ogole zrézniczkowana.

Z kolei OFT funkcji uy, ., jest réwna U(f1, — fo, — f3) - (27 f1) (27 f2)es, zatem jest funk-
cja czysto urojona (niezerowa bedzie jedynie jej cze$¢ urojona stojaca przy jednostce es).

Jasno wskazuje to na rézniczkowanie po zmiennych x, oraz x,.
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8.2. Twierdzenie o dualnosci splotu i mnozenia. Jedna z kluczowych wtasno-
Sci transformacji Fouriera wykorzystywanych w analizie czgstotliwosciowej systeméw jest
tzw. twierdzenie o dualnosci splotu i mnozenia.

Przypomnijmy, ze splotem funkcji u,v: R?* — R nazywamy funkcje

(wsv)(x) = [ uly)-v(x—y)dy.

Zalozenia, ktére przyjmujemy zazwyczaj w tej sekcji (tzn. bezwzgledna catkowalnosé
w sensie Lebesgue’a) sa wystarczajace, by istnial splot funkcji (wynika to z Twierdze-
nia Fubiniego [13]). Wtasnosci splotu sa dobrze zbadane w literaturze — jest to operator
przemienny (tzn. u*xv = vku), taczny (tzn. (u*xv)*xw = u* (vkw)) i rozdzielny wzgledem
dodawania funkcji (tzn. u * (v + w) = u * v + u * w).

Klasyczna transformata Fouriera splotu dwoch funkcji jest roéwna iloczynowi transfor-
mat tych funkcji [39], tzn.

FCFT {U * U} = fCFT {U} . JTCFT {U} .

W przypadku transformat hiperzespolonych pojawia sie jednak szereg probleméw, ktore
sprawiaja, ze teza analogicznego twierdzenia nie ma tak zwieztej formy. Mnozenie oktonio-
now nie jest zarowno przemienne, jak i taczne, co automatycznie uniemozliwia uzyskanie

prostego wzoru. Zachodzi jednak ponizszy odpowiednik klasycznego twierdzenia.

TWIERDZENIE 8.6. Niech u,v: R" — R bedqg funkcjami catkowalnymi w kwadracie
(w sensie Lebesque’a) i niech U = Fopr{u}, V = Forr {v}. Wowczas

Forr{uxv} ()= V( fi, fo, f3) ( Ueelf) Ueceo(f) €4)
+V( fi,=fos—f3) - (—Usee(f) €1 4 Uoe(£) €3)
+V( fiu fos—13) - (= Ueoe(f) €2 4 Ueo(£) €5)

(8.20) +V(=fi, fos—f3) ( Ueoo(f) €6 — Usoo(f) €7),

gdzie £ = (f1, f2, f3), a
V - V:zee - V;)eeel - ‘/eoee2 + V;)oeeS - ‘/eeoeél + ‘/08085 + ‘/;ooe6 - ‘/00067
jest rozktadem funkcji V' na skladowe o réznej parzystosci danym wzorami (7.23)—(7.30).

Zauwazmy, ze (ze wzgledu na przemiennosé splotu) prawdziwy jest réwniez wzor

Forr{uxv} ()= U( fi, for f3) ( Veeelf) — Veeolf)e)

( Jio—Jfas=f3) - (—Voee(E) €1 + Vooe () €3)

U( fi, for=13) - (= Veoe(f) €2 + Voeo(f) €5)

(8:21) (=f1, fa,=f3) - ( Veoo(f) €6 — Vooo(f) €7),

gdzie uzyto rozktadu funkcji U na sktadowe o réznej parzystosci.
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Réwnosé (8.20) jest uogdlnieniem wzordéw zaprezentowanych w [19] oraz [44]. Ponadto,
jesli przynajmniej jedna z funkcji u i v jest parzysta wzgledem zmiennych ;1 i x9, to wzoér
sprowadza sie do znanej klasycznej postaci. W dalszej czedci tej sekcji, przeprowadzajac

podobne rozwazania co w [44], sprowadzimy rownos¢ (8.20) do prostszej postaci.

Dowo6D. Wykorzystamy wtasnosci oktonionéw — dla dowolnych aq, ap, s € R mamy

(8.22)  ((e7@™ ) (e7 ) (e ) = (e eme) ),

(823) (e -e)- (@ ) (e )= ((@ 0 e ) e %) ey,
(824)  ((e7™ ) (e ey)) (e ) = ((e7 e ) e ) ey,
(825) (e -e) (e ey)- (e )= (e e =) ) gy,
(8.26) (7o ) (e ) (e ey) = (7N T T ) gy,
(827)  ((e7® -er) (€72 ). (e ey) = (e e702) e ) gy,
(828)  ((e7® ) (7 ey)) - (€7 ey) = ((e @ e e i) g,
(829)  ((e7™ 1) (€72 - ep)) - (7% - ey) = (e - ™) e %) e,

Z definicji OF T i splotu, Twierdzenia Fubiniego oraz stosujac podstawienie otrzymamy

. _ . —e12nfix1  —e22w foxra  —eq27 f3xs
/R3 (/]R3 u(y) - v(x—y) dy> e e e dx
_ . o . —e12nfixy1 ,—e22w foxa  —eq27 f3x3
= |, u(y) </R3 vix—y)-e e e dx) dy

_ . . p—e12nfi(z1+y1) ,—ea2m fa(wa+y2) ,—ea2n f3(x3+y3) —
= [, ul) ( /]R v(x) e ’ ¢ dx> dy = (%),

Zajmijmy sie wewnetrzna catka. Jadro przeksztatcenia mozemy rozpisa¢ w postaci

—e127m fi(x1+y1) ,—e227 fa(w2+y2) ,—ea27 f3(w3+y3)

= ((e7 e cos(B)) - (€7 - cos(B))) - (€7 - cos(f))
— (e -eysin(B1)) - (€72 - cos(B))) - (7% - cos(fs))

— (e cos(B)) - (7% - easin(By))) - (€74 - cos(f3s))
+((e7™ - eysin(By)) - (677 - egsin(3))) - (€7 - cos(fs))

= (7 cos(B)) - (€77 cos(By))) - (€7 - ey sin(f3s))
+ (e ey sin(B1)) - (€77 - cos(Ba))) - (€74 - ey sin(63))
+ (e cos(Br)) - (€72 - exsin(Ba))) - (€74 - ey sin(f3))
—((emr ey sin(B)) - (€722 - essin(f)) ) - (€7 - eqsin(fy)),

gdzie Q; = 27Tfi$i, ﬁz = 27Tfiyi; 1= ]_, 2,3
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Korzystajac z réwnosci (8.22)—(8.29) otrzymujemy wowczas

(K= V( fi, fao [3) Ueeelf) =V fi,=fo,=f3)  Usee(f)er
—V( fiv foo—T3) Ueoe(B)ea + V(0 f1,—f2, = f3) - Usoe(f)es
=V( fi, for f3) Ueeo(f)ea + V( f1o fo, = f3) - Useo(f)es
+V(=fi, fo,—f3) - Ueoo(f)es — V(=f1, f2,—f3) - Uooo(f)er,

co po pogrupowaniu wyrazow daje teze. 0

8.3. Algebra liczb poczwérnych zespolonych. Aby uprosci¢ wyrazenie w tezie
Twierdzenia 8.6 wprowadzimy najpierw nowa algebre, bazujaca na algebrze oktonionéw.
Bedzie to algebra przemienna i taczna, w przeciwienstwie do algebry oktonionéw, jednak
ceng za uzyskanie tych wtasnosci bedzie utrata innej — nie bedzie to algebra z dzieleniem,
tzn. nie kazdy niezerowy element bedzie miat element odwrotny.

Zdefiniujmy tzw. algebre liczb poczwornych zespolonych F. Podobnie jak oktoniony, be-
dzie to algebra 6smego rzedu nad cialem liczb rzeczywistych i kazdy jej element bedziemy

mogli przedstawi¢ jako 6semke liczb rzeczywistych, tzn.
P = Do+ p1€1 + paes + pses + pies + pses + pees + prer €F,  po,...,pr ER.

Dodawanie w [F jest zdefiniowane w sposéb klasyczny, element po elemencie, 0 jest elemen-
tem neutralnym dodawania, a element przeciwny rowniez zdefiniowany jest standardowo.
Aby zdefiniowa¢ mnozenie w algebrze I, przypomnijmy, ze kazdy oktonion mozna zapisaé

jako czworke liczb zespolonych

p = (po+pre1) + (p2 + pser)es + (ps + pser)es + (ps + prer)eqey
(830) = Sg + S1€2 + Sae4 + Szesey,
gdzie sg, ..., s3 € C i mnozenie odbywa sie zawsze od lewej do prawe;j.

Kazdy element F bedziemy zatem utozsamiali z czwérka liczb zespolonych (sg, $1, 2, S3).
Kazdemu elementowi algebry [F bedzie odpowiadat doktadnie jeden oktonion zdefiniowany
za pomoca rownosci (8.30). Wprowadzamy dzialanie ® (mnozenie) w nastepujacy sposob

(50,51,52,83) © (to, t1,t2,t3) = (Soto — s1t1 — Sata + S3t3,  Soti + sito — Satz — sata,
(831) Soto + Sotg — S1t3 — Sgtl, Sots + s3to + s1to + 52t1>
dla (sg, $1, S2, 83), (to, t1, L2, t3) € F. Przeprowadzajac bezposrednie obliczenia mozna otrzy-
maé tabelke mnozenia, tak jak dla oktonionéw (Tab. 8.1). W szczegélnosci widzimy, ze
jednostki urojone spetniajg inne reguty niz te, ktore znamy z algebry oktonionéw, tzn.

ep0e=e0e=—e0Oe=e0e=—e0e=—e0e =eOe;=—1
Mozna dostrzec tutaj podobienstwo do liczb podwdjnych oraz do liczb podwdjnie zespo-
lonych [71], ktére wykorzystano w analizie systeméw za pomoca QFT [44].
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® 1 e es es ey es €g er
1 1 e es es ey es €g er
e e -1 es —ey es —ey er —eg
es es es -1 | —e €g er —ey | —es
es es —ey | —ep 1 er —eg | —es5 ey
ey ey e; €g ey -1 —e1 | —ey | —eg
es es —ey er —e5 | —e 1 —e3 ey
€g €g er —e4 | —e5 | —ey | —eg 1 e
er er —€g —e€5 (Y} —e3 €9 (3] -1

TABELA 8.1. Reguly mnozenia w algebrze F.

TWIERDZENIE 8.7. Algebra (F,+, —,0,®, 1) jest pierscieniem przemiennym z jedynkq.

DowOD. Algebra (F, 4+, —,0) jest tozsama z (C*, +, —,0), zatem jest to grupa prze-
mienna. Przeprowadzajac bezposrednie obliczenia! mozna wykazaé réwniez, ze dziatanie
© jest taczne oraz przemienne, zatem (F,®) jest pétgrupa przemienna. Ponadto dziala-
nie ® jest rozdzielne wzgledem dodawania, co daje juz spelnienie aksjomatéw pierscienia

przemiennego. Latwo zauwazy¢, ze 1 jest elementem neutralnym mnozenia. U

Rozwiazujac odpowiedni uktad réwnan mozna rowniez wykazac¢, ze w algebrze F nie
wystepuja dzielniki zera (tzn. jesli s ® ¢ =0, to s = 0 lub t = 0), jednak nie kazdy nieze-
rowy element algebry F ma element odwrotny. Jesli element odwrotny liczby (s, $1, S2, $3)

istnieje, to jest jedyny i jest dany wzorem

1
(50,51, 89,83) " = S(SO(S% + 57+ 55 — 53) + 2515953, —S1(s0 + 87 — 85+ 53) — 2505253,
(8.32) — 59(85 — 87+ 53 + 53) — 2505153, S3(—s2+ 55+ 85+ s3) + 2305152),
gdzie

§= ((30 —83)% + (s1 + 32)2> ((30 +53)% + (51 — 32)2).

Nie istnieja elementy odwrotne do takich elementéw algebry I, dla ktérych 6 = 0. Ze
wzgledu na przemienno$¢ mnozenia element odwrotny jest zaréwno prawo- jak i lewo-
stronny. Mozna réowniez zauwazy¢, ze wzér (8.32) pokrywa si¢ ze wzorem (3.4) w pra-
cy [44] dla liczb podwéjnie zespolonych, jednak tam wszystkie liczby wystepujace we
wzorze byly liczbami rzeczywistymi. We wzorze (8.32) mamy w ogélnosci do czynienia
z liczbami zespolonymi.

1Ze wzgledu na poziom skomplikowania rachunkéw pomijamy w tej sekcji przedstawienie wigkszosci z nich.

Wszystkie zostaly przeprowadzone z pomoca pakietu Octonions Srodowiska Mathematica, ktéry zostal
opisany w Dodatku B.
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Rozdzial 2. Oktoniony w analizie sygnaléw i systemow

8.4. Oktonionowa charakterystyka czestotliwo$ciowa. Rozwazmy system linio-
wy stacjonarny (LS) trzech zmiennych (3D). Wiemy z klasycznej teorii sygnalow i sys-
teméw, ze takie systemy opisuje sie za pomocy ich odpowiedzi impulsowych h: R?* — R
(czasami nazywanych réwniez funkcjami Greena) i wéwczas zalezno$é sygnatu v: R® — R

na wyjsciu systemu od sygnatu uv: R? — R na wejéciu dana jest wzorem

(8.33) v(0) = [ uly) - h(x—y)dy = (us h)(0)

Funkcja na wyjsciu systemu jest wiec splotem funkcji na wejsciu z odpowiedzig impulsows,
co schematycznie przedstawia sie w postaci blokowej jak na Rys. 8.1.
7 twierdzenia o dualnosci splotu i mnozenia dla klasycznej transformacji Fouriera

wynika natychmiast, ze zachodzi nastepujaca rownosé

Ferr {U} = Fcrr {u * h} = Ferr {h} - Ferr {U}

i funkcja H = Fcpr {h} jest nazywana charakterystyka czestotliwosciowa systemu. Ana-

logiczne pojecia wprowadzimy dla OFT.

DEFINICJA 8.8. Niech h: R?® — R bedzie odpowiedza impulsowg systemu liniowe-
go stacjonarnego trzech zmiennych. Funkcje Hopr = Fopr {h} nazywamy oktonionowq

charakterystykq czestotliwosciowg systemu.

W dalszej czedci wyciagniemy wnioski z rozwazan przedstawionych w Sekcji 8.2 1 8.3.
Pozwolg one na wykorzystanie OFT do analogicznej analizy rownan rozniczkowych jak

w przypadku klasycznej transformacji Fouriera.

WNIOSEK 8.9. Zaleznosé miedzy oktonionowymsi transformatami Fouriera funkcji u
na wejsciu @ v na wyjsciu systemu LS trzech zmiennych o odpowiedzi impulsowej h dana

jest wzorem

V(fi, fos f3) = Horr( fi, fa, f3) ( Ueee(f) — Ueeo(f) €4)

+ Horr( f1, = f2, = f3) - (=Usee(f) €1 + Uooe(f) €3)

+ Horr( f1, fos —f3) - (= Ueoe(f) €2 + Upeo(f) €5)

(8.34) + Horr(—f1, f2:=f3)  ( Ueoo(f) €6 — Usoo(f) €7),

gdzie V- = Forr {v}, U = Forr {u}, Horr = Forr {h}.

v(x)

u(x)

h(x)

RYSUNEK 8.1. Schemat blokowy systemu 3D-LS.
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8. OFT w analizie systeméw 3D

WNIOSEK 8.10. Rownosé (8.34) mozna zapisaé za pomocg mnoZenia & w pierscieniu

liczb poczwornych zespolonych F jako

(8.35) V(f1, f2, f3) = Horr(f1, fa, f3) © U(f1, f2, f3)-

DowOD. Réwnosé (8.35) wynika z bezposredniego rachunku, ktéry zostal przeprowa-

dzony za pomoca pakietu Octonions srodowiska Mathematica. 0

Rozwazmy teraz klasyczne potaczenia systeméw, tzn. potaczenie szeregowe, réwnolegte
oraz ze sprzezeniem zwrotnym. Zacznijmy od potaczenia szeregowego przedstawionego na

Rys. 8.2. Wiemy juz, ze dla takiego systemu mozemy zapisa¢ rownosci
V(f) = Hyorr(f) © W(f),
W(f) = Hyorr(f) © U(f),

gdzie przyjelidmy standardowe oznaczenia V' = Fopr {v}, W = Fopr {w}, U = Forr {u},
Hiorr = Forr{l} oraz Hoorr = Forr {ha}. Ze wzgledu na fakt, ze mnozenie ®

w algebrze liczb poczwornych zespolonych jest taczne i przemienne otrzymujemy
V(f) = Hopr(f) © U(f), gdzie Hopr(f) = Hiorr(f) © Haorr(f).

Jest to odpowiednik znanego twierdzenia dla klasycznej transformacji Fouriera.

w00 [ Lwto [y ] v

RYSUNEK 8.2. Schemat blokowy szeregowego potaczenia systeméw 3D-LS.

W przypadku polaczenia réwnoleglego (Rys. 8.3) sytuacja jest znacznie prostsza. Po-

niewaz mnozenie ©® jest rozdzielne wzgledem dodawania otrzymujemy
V(f) = HOFT(f) @ U(f), gdzie HOFT(f) = Hl,OFT(f) -+ H2,OFT(f>~

Wynik ten jest réwniez odpowiednikiem klasycznego twierdzenia.

> h1 (X)

> hg (X)

RYSUNEK 8.3. Schemat blokowy réwnoleglego potaczenia systemow 3D-LS.
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Rozdzial 2. Oktoniony w analizie sygnaléw i systemow

Obliczenia znacznie si¢ komplikuja, gdy rozwazamy potaczenie ze sprzezeniem zwrot-

nym, jak na Rys. 8.4. Mozemy dla tego systemu napisa¢ uktad réwnan
V(f) = Hyorr(f) @ W(f),
W(f) = U(f) — Hyorr(f) © V(£).

Wowcezas, korzystajac z tacznosci i przemiennosci mnozenia ® w algebrze liczb poczwor-

nych zespolonych, otrzymamy
(14 Hyorr(f) © Hyorr(f)) © V() = Hi orr(f) © U(F),
co prowadzi do wzoru
V(f) = Hopr(f) @ U(f), gdzie Hopr(f) = (1 + Hyorr(f) © Hyorr(f)) ™' © Hyopr(f),

gdzie odwrotno$¢ jest rozumiana w sensie odwrotnosci dziatania ® w algebrze liczb po-
czwornych zespolonych. Jest to oczywiscie wzér znany z klasycznej teorii. Nalezy jed-
nak pamietaé, ze algebra [ liczb poczwoérnych zespolonych nie jest algebra z dzieleniem
i odwrotnos¢ w powyzszym wzorze nie zawsze musi istnie¢. Widzimy wiec, ze nie kazdy
system liniowy i stacjonarny trzech zmiennych moze by¢ opisany za pomoca operatora

splotu i analizowany za pomocg oktonionowej transformacji Fouriera.

v(x)

u(X) 4+ w(x) ha (%) R

ho(x)

RYSUNEK 8.4. Schemat blokowy systemu 3D-LS ze sprzezeniem zwrotnym.

8.5. Analiza pewnych réwnan rézniczkowych i ré6znicowych. Rozwazania opi-
sywane w tej sekcji mozna zastosowac takze w analizie pewnych liniowych réwnan réznicz-
kowych czastkowych oraz liniowych réwnan réznicowych. Klasyczna transformacja Fou-
riera jest z powodzeniem stosowana jako narzedzie w rozwigzywaniu liniowych réwnan
rozniczkowych czastkowych o statych wspotezynnikach ze wzgledu na fakt, ze przeksztal-
ca takie réwnania w réwnania algebraiczne [39]. Pokazemy, ze jest to prawda réowniez
w przypadku oktonionowej transformacji Fouriera. Wykazemy rowniez, ze analogiczne
rozwazania moga dotyczy¢ takze rownan roéznicowych o statych wspétezynnikach, co do-

prowadzi jednoczesnie do zdefiniowania dyskretnej oktonionowej transformacji Fouriera.
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8. OFT w analizie systeméw 3D

W Sekeji 8.1 wykazaliSmy twierdzenia o OFT pochodnych czastkowych funkcji trzech
zmiennych. Mozemy teraz wyciagna¢ wniosek z tych twierdzen i zapisa¢ odpowiednie

rownosci za pomocg mnozenia w algebrze liczb poczwérnych zespolonych.

WNIOSEK 8.11. Niech u: R? — R i U = Fopr {u}. Wowczas

(8.36) Forr {us, } (f) = U(f) © (27 f1)eq,

(8.37) Forr {us, } (f) = U(F) © (27 f2)es,

(8.38) Fort {tea } (F) = U(F) © (2m 1) (2 f2)es,
(8.39) Forr {uz, } (f) =U(f) © (27 f3)ey,

(8.40) Fort {teas } (F) = U(F) © (2m f1) (2 f3)es,
(8.41) Fort {tases } (F) = U(F) © (27 f2) (27 f3) e,
(8.42) Forr {tarases } (F) = U(F) © (21 f1) (27 f2) (27 f3)er

Widzimy, ze kazde liniowe réwnanie czastkowe o stalych wspotczynnikach mozemy
sprowadzi¢ do réwnania algebraicznego (w sensie mnozenia w algebrze F). Zauwazmy, ze
w przypadku réwnan drugiego rzedu, w ktérych nie wystepujg pochodne mieszane, jest to
prawda takze w sensie mnozenia oktonionéw, np. dla niejednorodnego réwnania falowego

Ut = umlxl + umgzg + f(tv Ty, x2)

otrzymamy

(@rf)? + @2nf)® = (277)°) - U(7, 1, f2) = F(7, f, f2),

gdzie U = Fopr {u} oraz F = Fopr {f}. Jednak juz w przypadku réwnania przewodnic-
twa ciepta, tzn.

U = Ugyay + Ugoxy + f(t, X, 'T2)
te dwa podejscia nie sg rownowazne i dostajemy
((27Tf1)2 + (21 fa)? + (27”')31) O U(T, fi, f2) = F(7, fi, f2)-

Odwrotnosé (w sensie algebry IF) liczby ((27r f1)?+(2r f2)2+(27r7')e1> istnieje wtedy i tylko
whedy, gdy (7, fi, f2) # (0,0,0) 1 jest r6wna
27 f1)2 + (27 fo)? — (277)ey
2 y
(@rfi)2 + @2nf)?) + (277)2

((27Tf1)2 + (27 f2)? + (27r7')e1>_1 -

a zatem
(2mf)* + (27fo)* — (277)ey
(@rf)2+ @rh)?) + (2m7)?

Nie mozna uzyskaé tak prostej postaci uzywajac mnozenia w algebrze oktonionéow.

U(T7 flafZ) =

F(T, fl, fg)
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Rozdzial 2. Oktoniony w analizie sygnaléw i systemow

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla réwnan réznicowych, tzn. réwnan

postaci
M1 M2 M3 Nl N2 N3

(8.43) Y>> awum—i)=3 > > bom—j),  aeo#0
i1=0 i2=0 i3=0 Jj1=0 j2=0 j3=0

gdzie n = (ny,n9,n3), i = (i1,42,13) 1 j = (J1,J2,J3). Zauwazmy, ze w Twierdzeniu 7.16
wystepowaly charakterystyczne zmiany znakéw przy zmiennych w funkeji oktonionowe;j
transformaty Fouriera. Stosujac dzialania algebry F mozna sprowadzi¢ to twierdzenie (dla

funkcji o wartosciach rzeczywistych) do prostszej postaci.

WNIOSEK 8.12. Niech u: R® — R i U = Fopr {u}. Ponadto, niech o,3,7 € R
i miech u®(x) = u(r) — o, 19, 23), uP(X) = u(zy, 12 — B, 23) i u(X) = u(zy, T2, 25 — ),

U = Forr {uz}, {=ua,B,v. Wowczas

(8.44) U*(f) = U(f) © e 2mhe,
(8.45) Uﬁ(f) =U(f)o 6*9227Ff2/3’
(8.46) UV(f) = U(f) @ e o237,

Jest to odpowiednik znanego twierdzenia dla klasycznej transformacji Fouriera. Wy-

korzystujac powyzsze rownosci mozemy sprowadzi¢ kazde réwnanie typu (8.43) do postaci

Ml M2 M3
U(f) ® Z Z Z a; e—e12mfiin ® o227 faia o @12 f3is

i1=0i2=0 i3=0
Ni N2 N3
_ —e12mf1j1 —e22m f22 —e42mf3]3
=V o |2 X Y e o ok
5 .
J1=0 j2=0 j3=0
Mozna wykazaé¢ bezposrednim rachunkiem, ze

6—6127Tf1i1 ® 6—922Trf2i2 o® 6—642ﬂ'f3i3 — 6—6127Tf1i1 . 6—622ﬂ'f2i2 . 6_942ﬂ-f3i3,

gdzie mnozenie w algebrze oktonionéow odbywa si¢ od lewej do prawej. Otrzymujemy

zatem

My Mz Ms
U(f) ® (Z Z Z a; 68127Tf1’i1€6227rf2igee427rf3i3>

11=0142=013=0

Nl N2 N3
— V(f) ® (Z Z Z bj 6—6127rf1j16—9227rf2j2e_e4g7rf3j3) ’

Jj1=0 j2=0 j3=0
gdzie wyrazenia w nawiasach sg pewnymi oktonionowymi odpowiednikami dyskretnych
transformacji Fouriera wektoréw a = (a;), b = (b;) indeksowanych tréjwymiarowymi

zmiennymi dyskretnymi.

113



8. OFT w analizie systeméw 3D

DEFINICJA 8.13. Niech a: N® — R bedzie ciggiem indeksowanym trzema zmiennymi,

a=(qj), i= (i1,12,13). Oktonionowq transformatq Fouriera ciggu a nazywamy funkcje

(847) AOFT(f> _ Z a; 6—e127rf1i1€—e227rf2i26—e427rf3i3’ f = (fh f2,f3) c (_

ieN3

T TN\3
73)
gdzie mnozenie jest wykonywane od lewej do prawe;.

Powyzsza definicja jest trojwymiarowym odpowiednikiem transformacji Fouriera czasu
dyskretnego (ang. discrete-time Fourier transform— DTFT), w zwiazku z czym mozna
transformate dana wzorem (8.47) oznacza¢ skrotem DSOFT (ang. discrete-space octonion
Fourier transform). Podobnie jak jej klasyczny odpowiednik DSOFT jest funkcja okresowa,
wzgledem kazdej zmiennej, z okresem réownym 1. Korzystajac z metod przedstawionych

w dowodzie T'wierdzenia 7.1 mozna wykaza¢ ponizszy wzor na transformate odwrotna.

TWIERDZENIE 8.14. Niech a: N3 — R bedzie ciggiem indeksowanym trzema zmien-

nymi, a = (a;), i = (i1, 42,13), bezwzglednie sumowalnym. Wowczas

_ / AOFT )€e427rf3236e227rf212ee127rf121 df

M\»—‘
M\»—‘

(gdzie mnozenie jest wykonywane od lewej do prawej).

Dyskretne transformacje Fouriera nie sa obiektem zainteresowania tej pracy, na tym

wiec zakonczymy rozwazania w tym rozdziale.

Twierdzenia zaprezentowane w tym rozdziale sg naturalnymi uogélnieniami wynikéw
znanych od dawna dla klasycznej transformacji Fouriera, a takze dla kwaternionowej
transformacji Fouriera. Stanowia bezposredniag kontynuacj¢ prac prof. Stefana L. Hahna
i dr hab. Kajetany M. Snopek, ktorzy zaproponowali ogblna definicje transformacji Fourie-
ra w sensie Cayleya-Dicksona i wykorzystali ja do badan nad hiperzespolonymi sygnatami
analitycznymi. Nie ma jednak w tych pracach teoretycznego uzasadnienia poprawnosci
definicji OFT i wyprowadzenia jej podstawowych wlasnosci. Wyniki przedstawione w Sek-
cjach 7 i 8, w petni autorskie, uzupekiaja te braki.

Inspiracja do podjecia badan w tym zakresie byty takze prace nad zastosowaniami
kwaternionowych transformacji Fouriera w teorii systemow i w analizie rozwigzan pewnych
rownan rézniczkowych czastkowych dwoch zmiennych. Dzigki wprowadzeniu algebry liczb
poczwornych zespolonych mozliwe stato sie uogélnienie tych rozwazan i zastosowanie OFT
w teorii systemow trzech zmiennych, a takze do analizy rozwigzan réwnan rézniczkowych
oraz réznicowych. Doprowadzito to takze do zdefiniowania oktonionowej transformacji
Fouriera ciagéw (czyli OFT zdyskretyzowanej przestrzeni), co zgodnie z nasza wiedza nie
pojawito si¢ dotychczas w literaturze tematu.
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Rozdzial 2. Oktoniony w analizie sygnaléw i systemow

Pokazuje to takze potencjalne kierunki dalszych badan. Teoria dyskretnych oktonio-
nowych transformacji Fouriera nie zostata dotychczas zbadana, ale wstepne wyniki przed-
stawione w tym rozdziale sugerujg, ze mozna bedzie ja wykorzysta¢ do analizy wszelkich
danych wolumetrycznych. Jest to mozliwe takze z wykorzystaniem klasycznych transfor-
macji Fouriera, jednak podejscie hiperzespolone umozliwia w naturalny sposob niezalezna

analize zmiennosci sygnalu w kazdym kierunku.
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Podsumowanie i wnioski koncowe

Celem pracy bylo uogélnienie pewnych znanych metod teorii sygnaléow na algebry

Cayleya-Dicksona, w szczegdlnosci kwaterniony i oktoniony. Cel ten zrealizowano kla-

dac szczegdlny nacisk na dwa aspekty — zastosowanie kwaternionéw w teorii oszczednego

probkowania oraz wykorzystanie oktonionowej transformacji Fouriera w teorii systeméw.

Odnoszac sie do gltéwnych dwéch tez pracy, tzn.

1.

2.

Klasyczng teorie oszczednego probkowania mozna rozszerzyé¢ na przypadek sy-
gnatéw kwaternionowych i kwaternionowych macierzy pomiarowych,
Oktonionowa transformacja Fouriera ma wtasnosci, ktére pozwalaja na zastoso-

wanie jej w analizie sygnatow i systeméw 3D,

mozemy wyciagna¢ ponizsze wnioski.

Czesé 1.

1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

1.5.

Twierdzenie o stabilnej rekonstrukeji sygnatow skonczenie-wymiarowych z nie-
wielkiej liczby liniowych pomiaréw obarczonych btedem uogoélnia sie na przypa-
dek wektoréw i macierzy kwaternionowych.

Mozliwe jest doktadne zrekonstruowanie rzadkich wektoréw kwaternionowych
z niewielkiej liczby pomiaréw kwaternionowych za pomoca zadania minimalizacji
normy ;.

Kwaternionowe losowe macierze gaussowskie maja z duzym prawdopodobien-
stwem wtasno$¢ ograniczonej izometrii, tj. spelniaja zatozenia Twierdzenia o sta-
bilnej rekonstrukc;ji.

Mozliwe jest zastosowanie metod oszczednego probkowania do rekonstrukeji ob-
razow kolorowych z niewielkiej ilosci liniowych pomiaréw kwaternionowych.
Eksperymenty numeryczne sugeruja, ze uzyskane w poszczegdlnych twierdzeniach

oszacowania nie sg optymalne i mozna je poprawic.

Czesé 2.

2.1.

Oktonionowa transformacja Fouriera funkcji trzech zmiennych rzeczywistych o war-
tosciach oktonionowych jest poprawnie zdefiniowana i zachodzi twierdzenie o trans-

formacji odwrotne;j.
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2.2. Wigkszos¢ wtasnosci klasycznej i kwaternionowej transformacji Fouriera uogélnia
si¢ na przypadek przeksztatcenia oktonionowego, w szczegdlnosci zachodzi okto-
nionowy odpowiednik twierdzenia o hermitowskiej symetrii transformacji Fourie-
ra funkcji o wartosciach rzeczywistych.

2.3. Mozna zdefiniowa¢ oktonionowy odpowiednik funkcji autokorelacji sygnatu o war-
tosciach rzeczywistych.

2.4. Wprowadzajac nowa algebre liczb poczwérnych zespolonych mozna uogélni¢ na
przypadek oktonionowy twierdzenie o dualnosci splotu i mnozenia.

2.5. Oktonionowa transformacj¢ Fouriera mozna zastosowaé¢ do opisu liniowych sta-
cjonarnych systemoéow trojwymiarowych modelowanych za pomocg réwnan roz-

niczkowych czastkowych oraz rownan réznicowych.

Dodatkowym rezultatem pracy jest opracowanie narzedzia do przeprowadzania obliczen
symbolicznych w algebrze oktonionéw, tzn. zaimplementowanie pakietu Octonions do
srodowiska Mathematica.

Wyniki przedstawione w rozprawie stanowia podstawe do dalszych badan w tej te-
matyce, zarowno teoretycznych, jak i eksperymentalnych. Uwzgledniajac podzial na dwie
niezalezne czedci opisane w rozprawie, mozna wyrézni¢ dwa kierunki dalszych prac.

Badania w zakresie kwaternionowej teorii oszczednego probkowania beda skupiaty sie
na ostabieniu zalozen na wielko$é¢ statej ograniczonej izometrii w Twierdzeniu o stabil-
nej rekonstrukeji, a takze na znalezieniu kolejnych przyktadéw macierzy pomiarowych,
ktore majg wlasnos¢ ograniczonej izometrii. Istotnym elementem prac beda takze pro-
by praktycznego zastosowania tej teorii, np. w przetwarzaniu obrazéw kolorowych. Duze
nadzieje budzi rowniez pomyst wykorzystania kwaternionéw do zamodelowania sygnatu
w badaniach dyfuzyjnych moézgu w tomografii rezonansu magnetycznego.

Rozwazania na temat oktonionowej transformacji Fouriera miaty do tej pory gtownie
charakter teoretyczny, nie jest to jednak etap zamkniety. Dalszych prac wymaga zagad-
nienie dyskretnych oktonionowych transformacji Fouriera, tematem otwartym jest takze
posta¢ polarna oktonionu zawierajaca odpowiedniki katéw Eulera i weryfikacja hipotezy
Hahna. Przyszte kierunki badan to takze znalezienie konkretnych zastosowan omawianej
teorii oraz potencjalne rozszerzenie rozwazan na inne struktury algebraiczne — zaréwno
abstrakcyjne, jak i dostosowane do rozwazanych obecnie w literaturze probleméw aplika-

cyjnych.
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Dodatek

A. Narzedzia z teorii prawdopodobienstwa

W tej sekcji zgromadzimy fakty z teorii prawdopodobienstwa dotyczace zmiennych
podwyktadniczych, istotne dla dowodu wtasnosci ograniczonej izometrii dla losowych ma-
cierzy gaussowskich w Sekcji 4.3. Na poczatku przytoczymy definicje zmiennej podwy-
ktadniczej oraz pokazemy, ze rozktad gamma jest przyktadem takiego rozktadu. Nastepnie

wykazemy oszacowanie na ,ogony” (ang. tail bounds) takich zmiennych losowych.

DEFINICJA A.1. Zmienna losowa X nazywamy podwykladniczq (ang. sub-ezponential),
jedli istniejg 02 > 0 oraz ¢ > 0 takie, ze

(A1) E (e“X—EX)) < exp o dla |t < E
. X 2 X 57

co réwnowaznie mozna zapisa¢ w postaci

2t2
(A.2) M(t) < exp (EX t+ 2) dla |t <

gdzie M(t) = E e jest funkcja generujaca momenty. Piszemy wtedy X ~ SubExp(a?,§).

W literaturze takie zmienne nazywa sie czasem lokalnie podgaussowskimi. Wynika to
z faktu, ze zmienna losowa nazywamy podgaussowskq, jesli (A.1) zachodzi dla wszystkich
t € R [30,53]. Wtedy zmienng nazywamy podwyktadnicza, jesli jest kwadratem zmiennej
podgaussowskiej [53]. Na potrzeby tej pracy przyjeliémy definicje przytoczona za [99].

TWIERDZENIE A.2. Niech X ~ I'(«, 3). Wéwczas X ~ SubEXp(%—‘;, 2).

DOWG6D. Wiemy, ze EX = 3 oraz M(t) = (1— %) " dla 0 <t < (3 [66]. Stad na

przedziale 0 < t <  mamy

« 1— ()2 t\2\ ¢ t\2 \ ¢
M@):(l_lé) :( (f)_g(ﬁ)) :(1+;+1<ﬂ_)é> _ ().

Zauwazmy, ze dla 0 < x <

% zachodzi nieréwnosé -2— < 222, a stad dla t % zachodzi

(%) < <1+;+2(;>2>a<exp <a~ (;—FZ(;)Q)) = exp (; —|—; Z;(;é t2>

Stad o? 62 oraz 0 = O

@ \
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A. Narzedzia z teorii prawdopodobienstwa

Zmienne o rozkladzie I'(«, 3) sa podwyktadnicze réwniez z innymi parametrami, o czym

moéwi ponizszy wniosek.

WNIOSEK A.3. Niech X ~ I'(a, ). Wéwczas dla dowolnego 0 < v < 1 zachodzi

X ~ SubExp(%%, %B)

DowOD. Rozumowanie przebiega analogicznie jak w Twierdzeniu A.2. Korzystamy
1.2
1-x

jednak z faktu, ze dla 0 < x < 7y zachodzi < ﬁxZ, co prowadzi do tezy. O

W dowodzie oszacowania na ,ogony” skorzystamy z klasycznej wyktadniczej nieréwno-
Sci Czebyszewa (Twierdzenie A.4), przytoczonej za [66]. Sformutowanie Twierdzenia A.5

o oszacowaniu ,ogonéw” przytaczamy za [99].

TWIERDZENIE A.4. Jedli EePX < oo dla pewnego p > 0, to dla X € [0, p]

E eAX
6)\5

P(X >¢) <
dla dowolnego €.

TWIERDZENIE A.5. Niech X ~ SubExp(c?,6). Wéwczas

t2 o2
— %) dla 0 <t <2,
(A.3) P(X-EX >1t) < exp (= 55z) dla 2 ;
exp(—%) dla % <t.
Ponadto zachodzi oszacowanie
2 o?
(A.4) PQX—EXDH)<%M(—Z§)dm0<t<F<

DowOD. Oznaczmy p = E X i zauwazmy, ze z wyktadniczej nieréwnosci Czebyszewa
oraz definicji rozktadu podwykltadniczego otrzymujemy dla 0 < A < % i dowolnego ¢
oszacowanie

E AKX =) o222

212
e

Ustalmy ¢ > 0 i rozwazmy funkcje

o2 \?

FO) = =M+ =

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze funkcja ta osiaga na prostej R minimum globalne dla A* = ﬁ

Rozwazmy dwa przypadki. Jesli ¢ < %2, to \* < % i minimum funkcji jest rzeczywiscie

osiggane na rozwazanym przedziale, a wtedy

U t
)\* = —_—— _— = —
J(X) o? + 202 202
i otrzymujemy pierwsza czesé oszacowania (A.3). Jesli natomiast ¢ > %2, to poniewaz

funkcja f jest na przedziale [0, %) monotonicznie malejaca, osigga minimum w punkcie
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Dodatek

granicznym A = %. Woéwezas

t  o? t ot t
S =5+ <5 "%~ 25
co konczy dow6d nieréwnosci (A.3).
Analogicznie otrzymamy oszacowanie na prawdopodobienstwo P(X —pu < —t), a wow-

czas otrzymamy takze nieréwnosé (A.4). O
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B. Pakiet Octonions Srodowiska Mathematica

Srodowisko Mathematica oferuje domyslnie pakiet Quaternions, w ktérym zaimple-
mentowane zostalty funkcje obstugujace nowy format liczb, tj. kwaterniony [49]. Pewne
metody, charakterystyczne dla liczb zespolonych, a ktére uogolnia sie na algebre kwater-
nionow, zostaly nadpisane i przystosowane do obstugi nowych struktur danych. Stanowito
to inspiracje do przygotowania pakietu Octonions, ktory obstuguje algebre oktonionow.

Tak jak kwaterniony w przypadku pakietu Quaternions, oktoniony sg reprezentowa-
ne przez odrebng strukture liczb, wywolywang jako 6semka liczb rzeczywistych, tak jak
ponizej.

In[1]:= << Octonions’
2= Octonion [x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7]

ou2l= Octonion [x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7]

Struktura zostata tak zdefiniowana, by obstugiwata zaréwno wartosci liczbowe, jak i zmien-
ne symboliczne. Mozliwe jest réwniez odwotanie sie do zmiennej typu Octonions jak do
listy.

In[3= X = Octonion[l1, O, 5, 0, 0, 0, 1, 1];

4= x[[3]]

Outdl= 5

Wraz z zaimplementowaniem nowej struktury danych konieczne byto zdefiniowanie na
nowo podstawowych dziatan, tzn. dodawania (w tym celu nalezalto przeciazy¢ operator +)
i mnozenia. W tym drugim przypadku przeciazono symbol nieprzemiennego mnozenia **,
ktory jest uzywany rowniez w pakiecie Quaternions. Duzym ulatwieniem okazalo sie
tutaj skorzystanie z konstrukcji Cayleya-Dicksona opisanej w Sekcji 2.2, ktéra pozwolita
na zdefiniowanie mnozenia oktonionéw za pomoca mnozenia kwaternionéw (obecnego
w pakiecie Quaternions), tak jak we wzorze (2.28). Konieczne okazato si¢ réwniez nadanie

wtasnosci braku tacznosci w przypadku tego dziatania.

in[5l= % = Octonion [x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7];

y

Octonion [y0, y1, y2, y3, v4, y5, y6, y7];

In[7]= X %% Y

ou[7]= Octonion [x0 y0 - x1 y1 - x2 y2 - x3 y3 - x4 y4 - x5 y5-x6 y6 -x7y7,
x1 yv0 +x0 yl -x3 y2 +x2 y3-x5vy4+x4y5+x7y6-x6y7,
x2 y0 +x3 yl+x0y2-x1y3-x6y4-x7y5+x4y6+x5vy7,
x3y0-x2 vyl +x1y2+x0y3-x7y4+x6y5-x5y6+x4vy7,
x4 y0 + x5yl +x6 y2 +x7 y3 +x0vy4-x1y5-x2y6-x3vy7,
x5y0 -x4 yl+x7y2-x6y3+xlyd+x0y5+x3y6-x2vy7,
x6 y0 - x7 vyl - x4 y2 + x5 y3+x2y4-x3y5+x0y6+x1ly7,
X7 y0 +x6 vyl - x5 y2 -x4 y3+x3y4+x2y5-x1y6+x0y7]
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Aby wyréznic¢ jednostki urojone i utatwié postugiwanie sie tymi wielko$ciami, w pakiecie
zaimplementowana jest réwniez mozliwos¢é dodawania i mnozenia przez jednostki urojo-
ne, na ktore zarezerwowano symbole E1, E2, ..., E7. Ten dodatkowy zabieg pozwala na
automatyczne wygenerowanie tabelki mnozenia oktonionéw (zaprezentowanej wczesniej
w Sekcji 2.2, w Tab. 2.2).

inigl= OctonionsProductTable []

Out[8]//TableForm=

1 El E2 E3 E4 E5 E6 E7

1 1 El E2 E3 E4 E5 E6 E7

El E1l -1 E3 -E2 ES -E4 -E7 E6
E2 E2 -E3 -1 E1l E6 E7 -E4 -E5
E3 E3 E2 -E1 -1 E7 -E6 E5 -E4
E4 E4 -E5 -E6 -E7 -1 El E2 E3
ES ES E4 -E7 E6 -E1 -1 -E3 E2
E6 E6 E7 E4 -E5 -E2 E3 -1 -E1
E7 E7 -E6 E5 E4 -E3 -E2 El -1

W pakiecie dostepnych jest réwniez wiele funkcji podstawowych, znanych z pakietu
Quaternions. Lista dostepnych funkcji znajduje si¢ w Tab. B.2.

Domyslnie kazda zmienna typu Octonion wyswietlana jest w formacie zaprezentowa-
nym powyzej, co moze by¢ nieczytelne. Pakiet Octonions oferuje mozliwos¢ wyswietlania
oktonionéw w formie analogicznej do liczb zespolonych, tzn. jako 6semki liczb rzeczywi-
stych z odpowiednimi jednostkami urojonymi. Odpowiada za to funkcja FromOctonion.

ng}= z = Octonion[1l, 0, 0, 2, 3, 0, 0, 1];
FromOctonion [z]

outf10= 1 + 2 E3 + 3 E4 + E7

funkcja dziatanie
Octonion[x0,x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7] | konstruktor obiektu typu Octonion
Conjugate [o] liczba sprze¢zona

Abs[o] modut

Norm[o] kwadrat modutu

Re[o] czes¢ rzeczywista

Im[o] czesé urojona

AbsE17 [o] modut czesdci urojonej
Divide[ol,02] prawe dzielenie dwdch oktonionéw, 0;/09
Exp [o] funkcja eksponencjalna

Sin[o] funkcja sinus

Cos [o] funkcja cosinus
Integrate[u,{x,a,b}] catka z f. u zm. x po przedziale (a,b)

TABELA B.2. Najwazniejsze funkcje dostepne w pakiecie Octonions.
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Wazna z punktu widzenia tej pracy jest réwniez implementacja oktonionowej trans-
formacji Fouriera funkcji rzeczywistych trzech zmiennych. Dziata ona na zmiennych sym-
bolicznych, tzn. tylko dla tych funkcji, dla ktorych srodowisko Mathematica potrafi obli-
czy¢ catke Fouriera w sensie klasycznym. Obliczenie transformaty funkcji u trzech zmien-
nych, ktérych nazwy zawarte sg w 3-elementowym wektorze x, wywolywane jest funkcja
OFT [u,x,f], gdzie f jest wektorem (3-elementowym) nazw trzech zmiennych czestotliwo-
sciowych. Przyktadowe wywotanie tego polecenia dla funkcji z Przyktadu 7.3 przedsta-

wione jest ponizej.

s {(B) o) (o () o) oo (B
e ({3} G G0

nf131= £[x1_, x2 , x3 ] = Module [{x} , x = {{x1}, {x2}, {x3}};
1
(2 7)3? pet[2]*/?

Exp[—% (Transpose [ (x-u)] .Inverse[=] . (x-u))[[1, 1]]]] ;

nf41= F[f1_, £2 , £3 ] =OFT[f[x1, x2, x3], {x1, x2, x3}, {f1, £2, £3}];

5= F[£1, £2, £3]

72 (f% +f§+f§)

1
out/15]= Octonion {650 Cos[m f1] Cos[m £,] Cos [ £5],

1 2 (2.2, 2
7 (f1+f2+f3) Cos [t £,] Cos [ £3] Sin[x £1],

L2 (2,62,62
7 (£+5+3) cos [ £1] Cos [ £5] Sin [ £2],

L 2 (g2,62,¢2
n? (e +5e5}) Cos [ £3] Sin [ £1] Sin [ £2],

L 2 (g2,62,¢2
7 (£+5+3) cos [ £1] Cos [ £,] Sin [ £3],

2 (£2,62,¢2
n? (e +5e5}) Cos [ £5] Sin[r £1] Sin [ £3],

~5—10 72 (f%+f%+f%)

e Cos [ £f1] Sin [ £,] Sin [ £3],

eson” (03e58) g [7 £1] Sin[x £2] Sin[r £3]

Rozwazania w Sekcji 8.3 wymusily takze implementacje mnozenia w algebrze liczb
poczwornych zespolonych F. Poniewaz elementy algebry F majg strukture odpowiada-
jaca algebrze oktonionow, nie trzeba bylta implementowaé¢ osobnego typu zmiennych —
wystarczyto dodefiniowa¢ nowe zasady mnozenia. Odpowiada za to funkcja Prod. Mozna
dzieki temu automatycznie wygenerowac tabele mnozenia liczb poczwornych zespolonych,

zaprezentowang wcezesniej w Tab. 8.1.
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infiel:= Prod [x, y]

out[16]= Octonion [x0 y0 - x1 y1 - x2 y2 + x3 y3 - x4 y4 + x5 y5 + x6 y6 - x7 y7,
x1 y0+x0 vyl -x3y2-x2y3-x5vy4d-x4vy5+x7y6+x6Yy7,
x2 y0 -x3yl+x0y2-x1y3-x6vy4d+x7y5-x4y6+x5y7,
x3y0+x2yl+xly2+x0y3-x7y4-x6y5-x5y6-x4y7,
x4 y0 -x5yl -x6 y2 +x7y3+x0vy4-x1y5-x2y6+x3y7,
x5 y0 +x4 yl -x7y2-x6y3+xlyd+x0y5-x3y6-x2y7,
x6 v0 - x7 vyl + x4 y2 - x5 y3 +x2 y4-x3y5+x0y6-x1y7,
x7y0+x6 vyl +x5y2+x4y3+x3vy4d+x2y5+xly6+x0y7]

In[171:= Q4ProductTable []

Out[17]//TableForm=

1 El E2 E3 E4 E5 E6 E7

1 1 El E2 E3 E4 E5 E6 E7
El E1l -1 E3 -E2 ES5 -E4 E7 -E6
E2 E2 E3 -1 -E1 E6 E7 -E4 -E5
E3 E3 -E2 -E1 1 E7 -E6 -E5 E4
E4 E4 E5 E6 E7 -1 -E1 -E2 -E3
ES5 ES -E4 E7 -E6 -E1l 1 -E3 E2
E6 E6 E7 -E4 -E5 -E2 -E3 1 El
E7 E7 -E6 -E5 E4 -E3 E2 El -1

Brak wtasnosci przemiennosci i tacznosci mnozenia sprawia, ze operacje w algebrze
oktonionow staja sie bardzo skomplikowane i ucigzliwe. Dzieki zaimplementowaniu pakie-
tu do obliczen symbolicznych w Srodowisku Mathematica czes$¢ z obliczen przedstawionych
w Rozdziale 2 ulegta znacznemu uproszczeniu i przyspieszeniu. Zmniejszyto sie takze ry-
zyko popehienia btedéw wynikajacych z mnogosci indekséw i skomplikowanych zasad
mnozenia. Badanie réznych wtasnosci oktonionowej transformacji Fouriera staje sie wow-
czas efektywniejsze.

Pakiet Octonions przygotowany zostal w srodowisku Mathematica w wersji 11.0 i jest
dostepny na stronie internetowej [14]. Pakiet w obecnej formie bedzie sie jeszcze rozwijal,
zwlaszceza w kierunku zaimplementowania kolejnych funkeji elementarnych, jak i zagad-
nien zwigzanych z obliczeniami numerycznymi oraz wizualizacja funkcji o wartosciach

oktonionowych.
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hermitowska symetria
- OFT, 85-87
- QFT, 85

— klasycznej transformacji Fouriera, 85
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czed¢ rzeczywista i urojona, 14
czysty kwaternion, 14
element odwrotny, 16
kwaternion jednostkowy, 15
lewe i prawe dzielenie, 16
norma kwaternionowa, 15, 16
postaé trygonometryczna, 17
postaé¢ wyktadnicza, 17, 42
rownowazno$¢ kwaternionéw, 21
reguly mnozenia, 13

sprzezenie kwaternionowe, 15, 16
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minimalizacja ¢y, 36
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reguly mnozenia, 25
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— réwnolegle, 110
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QFT, zob. transformacja Fouriera

kwaternionowa
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podwyktadniczy
— normalny
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— — wielowymiarowy, 49
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splot funkcji, 105
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wektor rzadki, 34, 40, 56
widmo gestosci energii

— klasyczne, 97

— oktonionowe, 97

widmo oktonionowe, 81, 86, 95

zasada jednostajnej nieoznaczonosci, 36



Spis symboli

H algebra kwaternionow, 13

R cialo liczb rzeczywistych, 13

i,jk jednostki urojone w algebrze H, 13

Yy q(R) 2Pt4-wymiarowa algebra Clifforda nad R, 14

0ij delta Kroneckera, 14

Re(q) czeSé rzeczywista kwaternionu ¢, 14

Im(q) lub q cze$é urojona kwaternionu ¢, 14

q sprzezenie kwaternionu ¢, 15

lq] norma kwaternionu ¢, 15

H™ n-wymiarowa kwaternionowa przestrzen wektorowa, 19
AT transpozycja macierzy A, 19

A~ hermitowskie sprzezenie macierzy A, 19

(-,) iloczyn skalarny wektoréw w H", 19

1[I, norma £, 22

supp x nosnik wektora x, 23

#A liczno$é (moc) zbioru A, 23

%1l licznoé¢ nosnika wektora x, 23

A, —, norma operatorowa przeksztalcenia A miedzy £, i ¢, 23
@) algebra oktonionéw, 26

ey,...,er jednostki urojone w algebrze O, 26

C cialo liczb zespolonych, 26

Re(o) cze$é rzeczywista oktonionu o, 27

Im(o) lub o czed¢ urojona oktonionu o, 27

0 sprzezenie oktonionu o, 27

o] norma oktonionu o, 27

Ferr {u} klasyczna transformata Fouriera funkcji u, 69

E algebra liczb podwdéjnych zespolonych, 71

Q mnozenie w algebrze E, 71

Forr {u} kwaternionowa transformata Fouriera funkeji u, 72
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Feerr {u}
FepFr {u}
ForT {u}
()

Nl 22 (ges)
R,

Su

SOFT,u
Rort,u

u * v

F

O]

transformata Fouriera w sensie Clifforda funkcji u, 73
transformata Fouriera w sensie Cayleya-Dicksona funkcji u, 74
oktonionowa transformata Fouriera funkcji u, 75

iloczyn skalarny funkcji w R™, 92

norma L? na R3, 93

klasyczna funkcja autokorelacji sygnatu u, 96
klasyczne widmo gestosci energii sygnatu u, 97
oktonionowe widmo gestosci energii sygnatu u, 97
rozszerzona funkcja autokorelacji sygnatu u, 98
splot funkcji u i v, 105

algebra liczb poczwoérnych zespolonych, 107

mnozenie w algebrze F, 107
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