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Streszczenie

Ze wzgledu na ograniczenia fizyczne i mozliwosci obliczeniowe, proces akwizycji danych po-
miarowych jest w wielu przypadkach (np. w tomografii rezonansu magnetycznego) bardzo
czasochtonny. Klasyczna teoria probkowania, bazujaca na twierdzeniu Shannona, niewiele
moze poprawi¢. Nowa teoria, zainspirowana przez prace Candésa, Romberga i Tao, wyko-
rzystuje fakt, ze sygnaly z jakimi mamy czesto do czynienia to sygnaly rzadkie (w pewnej
reprezentacji). Teoria ta, nazywana oszczednym probkowaniem, pokazuje, ze sygnaly rzadkie
moga by¢ zrekonstruowane z niewielkiej ilo$ci pomiaréw, na przyktad przy pomocy nielinio-
wych algorytmoéw rekonstrukeji (takich jak minimalizacja normy /¢;).

Tematem niniejszej pracy sg matematyczne podstawy teorii oszczednego probkowania.
Podane zostana najwazniejsze pojecia i wlasnosci, a takze warunki, jakie musza spetnia¢
schematy pomiarowe i algorytmy rekonstrukcji, by mozliwe byto odzyskanie danych. Pokaze-
my takze przyktad konkretnego schematu pomiarowego (Fourierowskiego), ktory te warunki
spehia i wskazemy mozliwe zastosowania tej teorii (np. w diagnostyce medycznej).

Zaprezentujemy réwniez wlasng implementacje jednego z algorytméw, pokazujaca, ze me-
toda rzeczywiscie dziata, nie tylko na danych symulacyjnych, ale takze na danych pochodza-

cych z rzeczywistych pomiaréow, tzn. z tomografii rezonansu magnetycznego.



Summary

Due to physical restrictions and computing capabilities, measurements acquisition process
is in many cases (i.e. in magnetic resonance tomography) very time consuming. Classical
sampling theory, based of Shannon Sampling Theorem, is not very helpful. Recent theory,
inspired by the works of Candés, Romberg and Tao, utilizes the fact, that the real-life signals
are usually sparse (in some representation). This theory, called compressed sensing, shows
that sparse signals can be recovered from a small number of measurements by using nonlinear
reconstruciotn algorithms (i.e. ¢;-norm minimization).

Throughout this paper, we will outline the mathematical preliminaries of compressed
sensing theory. Main definitions and most important properties will be shown, that allow us
to recover sparse signals in stably way. An example will be defined (Fourier sampling scheme),
than obeys all the necessery properties, and possible applications were shown (i.e. medical
imaging).

We will also present a self-made implementation of described algorithm. It shows that
described method really works, not only on simulated data, but also on real data acquired

from magnetic resonance imaging.
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Rozdzial 1

Wstep - sformulowanie problemu

1 definicje

1.1. Wprowadzenie

W wielu zadaniach praktycznych wykorzystuje sie pomiary pewnych wielkosci do wyciaga-
nia wnioskow na temat réznych obiektow. W przetwarzaniu sygnaléw i obrazéow pojawia
sie w zwiazku z tym problem rekonstrukcji sygnatu z danych pomiarowych. W szczegolnosci
warto zwroci¢ uwage na tomografie komputerowa (zaréwno rentgenowska jak i rezonansu ma-
gnetycznego), gdzie na podstawie zebranych danych (z detektoréw promieniowania lub cewek
odbiorczych) mozna odtworzy¢ rozktad pewnego parametru fizycznego wewnatrz ludzkiego
ciala.

Zazwyczaj proces akwizycji danych jest liniowy, co sprowadza zadanie rekonstrukcji sy-
gnalu do rozwiagzania uktadu réwnan liniowych. Formalizujac ten problem, wektor zaobser-

wowanych danych y € C™ jest zwiazany z badanym sygnatem x € C" réwnaniem
y = ®x, (1.1)

gdzie macierz ® € C™*" modeluje liniowy proces pomiarowy. Chcac uzyskaé¢ informacje
na temat sygnatu x, musimy rozwigza¢ powyzszy uktad réwnan. Z algebry liniowej wiado-
mo, ze jest to mozliwe tylko gdy liczba pomiaréw m bedzie co najmniej rowna diugosci

badanego sygnatu n (zaktada sie, ze pomiar nie dostarczy sprzecznych informacji). Jest to
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podejscie naturalne, stosowane w wiekszosci wspotczesnych zastosowan, na przyktad w obra-
zowaniu medycznym. Wiemy roéwniez, ze gdy m < n, wowczas jesli uktad rownan (1.1) bedzie
mial przynajmniej jedno rozwiazanie, bedzie mial ich nieskoriczenie wiele. Niemozliwe jest
zatem jednoznaczne zrekonstruowanie wektora x z danych y. Jest to réwniez podstawa kla-
sycznej teorii probkowania, bazujacej na sformutowanym ponizej Twierdzeniu Kotielnikowa-
Shannona o prébkowaniu.

Zajmijmy sie¢ przez chwile przypadkiem sygnalu x : R — R. Widmem X (w) takiego
sygnatu bedziemy nazywaé jego transformate Fouriera

X(w) = /_ " et a, (1.2)

oo

o ile istnieje. Pojecie widma wprowadza si¢ dla sygnaloéw catkowalnych, ale rozszerza si¢
na sygnaly calkowalne z kwadratem oraz na niektoére sygnaly, ktore nie maja transformaty
w sensie powyzszej calki (np. sygnal staly, sygnaly okresowe, czy tez sygnaly dystrybucyjne).
Stosuje sie wtedy tzw. transformate Fouriera w sensie granicznym [17]. Z punktu widzenia
teorii probkowania beda nas interesowaé jedynie sygnaty, ktérych widmo ma ograniczony
noénik. Definiuje sie dla nich czestotliwo$é graniczna jako najmniejsza liczbe fi... taka, ze
X(w) =0dla |w| > wnar = 27 finaz. Przypusémy, ze sygnat x(t) jest probkowany z okresem
Ts (lub czestotliwoscia wy = 27 fs = QT—’T), tzn. mierzone sg jego warto$ci w punktach ¢ = kT,

k € Z. Zachodzi wowczas Twierdzenie Kotielnikowa-Shannona [17], przytoczone ponize;.

Twierdzenie 1.1 (Kotielnikowa-Shannona). Jezeli widmo X (w) sygnatu x(t) spetnia wa-
runek X(w) = 0 dla |w| > Wnae, to sygnat ten mozna odtworzyé z petng doktadnosciq na

podstawie jego probek pobieranych z okresem
Ts < T/Wmaz- (1.3)

Powyzszy warunek jest nazywany warunkiem Nyquista. Najmniejsza czestotliwo$é fs = 2 foae,

przy ktorej jest spelniony, nazywana jest czestotliwoscia Nyquista.

Warto zauwazyé¢, ze w sytuacjach praktycznych rzadko mamy do czynienia z sygnatami,
ktorych widmo ma ograniczony nosnik. Ze wzgledéow techonologicznych stosuje sie wowczas

proces tzw. filtracji, ktéra ogranicza no$nik widma sygnatu. W dalszej czedci pracy bedziemy
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rozwaza¢ jedynie sygnaly dyskretne (tzn. ciagi), zakladajac ze jesli sa to pomiary pewnych
wielkosci ciaglych, to spetniaja one przytoczony wyzej warunek Nyquista.

Na uwage zastuguje rowniez fakt, ze wiekszo$é sygnatow jakie obserwuje sie w rzeczywi-
stosci, to tzw. sygnaty kompresowalne, to znaczy takie, w ktorych wiekszosé informacji jest
skupiona na niewielkiej ilosci wspotrzednych. Klasycznym przyktadem jest tutaj przetwarza-
nie obrazow i reprezentacja falkowa. Rekonstruujac obraz z zaledwie 1% najwiekszych co do
modutu wspotezynnikow reprezentacji falkowej (tzn. zastepujac 99% wspotczynnikow zerami)
ludzkie oko najczedciej nie zaobserwuje zadnej utraty informacji. Jest to gtéwna przyczyna
sukcesu, jaki odnosza wspolezesnie wszelkie techniki kompresji (takie jak JPEG, MPEG czy

MP3). Podobna sytuacje obserwuje sie w obrazowaniu medycznym.

Powyzsze wlasnosci sygnatow sprawily, ze w ostatnich latach zaczeto zadawaé sobie py-
tanie - czy konieczne jest zbieranie tak duzej ilosci informacji, by zrekonstruowaé sygnat,
ktorego wiekszos¢ wspotezynnikéw w pewnej bazie mozna odrzucié bez zauwazalnej utraty
jakosci? Bylo to inspiracja do stworzenia teorii oszczednego prébkowania (ang. compressed
sensing, compressive sampling), w ktorej taczy sie teorie akwizycji sygnatow (czyli teorie
probkowania) z teoria kompresji. Jej powstanie nalezy przypisa¢ Emmanuelowi Candésowi,
ktory wraz z Justinem Rombergiem opisal specjalne wtasnosci, jakie musza spetnia¢ ma-
cierze pomiarowe, by mozliwa byta rekonstrukcja pewnej klasy sygnatow z niewielkiej ilosci
danych [7]. Juz od momentu powstania, dziedzina ta dynamicznie sie rozwija i coraz wieksze

grono zaréwno matematykow jak i inzynierow rozbudowuje te teorie.

Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie matematycznych podstaw stojacych za teoriag
oszczednego probkowania. Wskazane zostana podstawowe definicje i wlasnosci, ktore gwaran-
tuja wierng rekonstrukcje pewnych klas sygnalow. Uwaga zostanie skupiona na przypadku
sygnatow rzadkich i dwoch wlasnosciach macierzy pomiarowych, ktérych spelnienie gwa-
rantuje jednoznaczng rekonstrukcje tych sygnatéow z niewielkiej ilogci danych pomiarowych,
tzn. na wtasnosci jodra (NSP) 1 wlasnosci ograniczonej izometrii (RIP). Wskazany zostanie
rowniez przyktad konkretnej macierzy pomiarowej, ktora te wlasnosci spetnia, tzn. macierz
wspotczynnikow dyskretnej transformacyi Fouriera. Prace podsumuje przyktad praktyczne-
go wykorzystania omawianej teorii do zadania, ktére zainspirowalo jej powstanie, tzn. do

rekonstrukeji obrazu w tomografii rezonansu magnetycznego.
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1.2. Pojecie rzadkosci i kompresowalno$ci

Od tego momentu bedziemy zajmowaé sie jedynie skonczonymi sygnatami dyskretnymi,
tzn. wektorami x € C". Podstawowym pojeciem, jakie nalezy wprowadzié¢, jest pojecie no-

snika sygnatu oraz sygnatu rzadkiego, czy tez kompresowalnego.
Definicja 1.1. Nosnikiem sygnatu x = (z1,...,x,) € C" nazywamy zbiér indekséw nieze-
rowych wspotrzednych tego wektora, tzn.

suppx :={i € {1,...,n}: z; # 0}. (1.4)

W dalszej czesci pracy bedziemy stosowaé nastepujaca notacje

1%]ly := #(suppx), (1.5)

gdzie # A oznacza licznosé (moc) zbioru A. Bedziemy tez czesto nazywaé powyzsza wielkosé
normg {y. Trzeba mie¢ na uwadze, ze jest to nazwa zwyczajowa (nie jest to norma, ani nawet
quasi-norma), ktéra jednak ma swoje uzasadnienie. W przestrzeniach C" lub R" norme ||-||,,

p > 1, definiuje sie jako

Il = (Z rxm’) g (16

Dla p € (0,1), funkcja [|-||, zdefiniowana powyzszym wzorem jest quasi-norma (nie spelnia

warunku trojkata). Zauwazmy, ze zapisujac powyzsza definicje w postaci

x|l = z; i (L.7)
i przechodzac do granicy p — 0 otrzymujemy po prawej stronie powyzszej rownosci moc no-
$nika sygnalu x. Aby by¢ konsekwentnym, nalezaloby stosowa¢ notacje HX||8, jednak przyjeto
si¢ pomija¢ 0 w indeksie gornym. W dalszej czesci pracy wielkosci |||, bedziemy nazywac

normamsi .

Definicja 1.2. Sygnal x € C" nazywamy sygnatem s-rzadkim, jesli co najwyzej s jego

wspotrzednych jest niezerowych, tzn.
Ixlly < 5. (18)
Zbior wszystkich sygnatow s-rzadkich bedzie oznaczany symbolem g, tzn.

S, = {x €C": ||x]|, < s} (1.9)
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W rzeczywistym $wiecie sygnatow rzadkich raczej sie nie spotyka, za to bardzo czeste
sa sygnaty kompresowalne. W tym przypadku definicja nie jest jednoznaczna i rézne zrodia

podaja ja inaczej. Na potrzeby tej pracy wystarczy ta przytoczona ponizej.

Definicja 1.3. Sygnat x € C" nazywamy kompresowalnym, jesli moduly jego wspotcezynni-

kow szybko maleja, tzn.

EIC’>0 EIq>0 viE{l,...,n} ’xzn‘ < C- i_qa (110)

gdzie zapis x;., oznacza i-ta najwieksza co do modutu wspotrzedna wektora x.

1.3. Minimalizacja normy /; i podstawowe wtasnos$ci

Nalezy sobie postawi¢ teraz pytanie jaka jest minimalna liczba pomiaréw m, ktora pozwoli

na doktadng rekonstrukcje sygnatlu x € C" z pomiardéw
y = ®x,

a takze jakie sa efektywne metody rekonstrukcji. Zauwazmy najpierw, ze prawdziwy jest
pewien pozyteczny fakt, ktory stanowi podstawe calej teorii oszczednego probkowania [12].

W ponizszym lemacie, jak i w dalszej czesci pracy, stosowana jest nastepujaca notacja:
arg min f(z) = {z ¥, f(y) > f(2)}, (1.11)
tzn. argmin f(x) oznacza zbior tych z, dla ktorych funkcja f osiaga minimum.

Lemat 1.1. Niech x € C" bedzie sygnatem s-rzadkim i niech ® € C™*" bedzie macierzq
pomiarowq. Ponadto, niech y = ®x. Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) wektor x jest jedynym s-rzadkim rozwigzaniem problemu ®z =y, tzn.
{zeC": &z =y, |z, < s} = {x},
(b) wektor x jest jednoznacznym rozwigzaniem problemu minimalizacji Cy:

argmin ||z||, pod warunkiem ®z=y. (R)
zeCn
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Dowaod. Niech x € C" bedzie jedynym s-rzadkim rozwiazaniem problemu ®z = y. Wéwczas
rozwigzanie x* problemu (FPp) jest s-rzadkie i spelnia warunek ®x# =y, a zatem x¥ = x.

Dowodzi to implikacji (a) = (b). Implikacja przeciwna jest oczywista. O

Pozostaje pytanie o najmniejsza liczbe pomiaréw, ktéra pozwoli na rekonstrukcje do-
wolnego s-rzadkiego wektora x. Zostalo to po raz pierwszy sformutowane w [11] w postaci

twierdzenia przytoczonego ponizej.

Twierdzenie 1.2. Niech ® € C™*". Wowczas kazdy s-rzadki wektor x € C™ jest jedynym
s-rzadkim rozwigzaniem problemu ®z = ®x wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy 2s-elementowy

zbior kolumn macierzy ® jest liniowo niezalezny.

Dowaod. Zat6zmy najpierw, ze dla kazdego y € C™ istnieje co najwyzej jeden x € ¥, taki,
ze y = ®x. Przypusémy jednak, ze istnieje 2s-elementowy zbiér kolumn macierzy ®, ktory
jest liniowo zalezny. Wowcezas musi istnie¢ h € ker @ \ {0} taki, ze h € Yy, i istnieja rozne
wektory x1,xy € Y takie, ze h = x3 — x. Otrzymujemy stad, ze ®(x; — x2) = 0 1 stad
Px; = Pxy. Jest to jednak sprzecznosé z jednoznacznoscig s-rzadkiego rozwigzania problemu
bz = bx;.

Niech teraz kazdy 2s-elementowy zbiér kolumn ® bedzie liniowo niezalezny. Przypusémy;,
ze dla pewnego y istnieja X1, Xy € 3 takie, ze y = ®x; = Px,. Stad $(x; — x3) = 0. Niech
h = x; — x5, wowczas ®h = 01 h € Xy, a poniewaz wszystkie 2s-elementowe zbiory kolumn

® s liniowo niezalezne, to h = 0. Zatem x; = X3, co koriczy dowdd twierdzenia. n

Whniosek 1.1. Liczba pomiarow m konieczna do rekonstrukcyi dowolnego s-rzadkiego sygnatu

x € C" z pomiarow y = ®x € C™ spetnia
m > 2s. (1.12)

Dowadd. 7 Twierdzenia 1.2 otrzymaliémy warunek konieczny i wystarczajacy rank ® > 2s,
gdzie rank A oznacza rzad macierzy A. Z kolei z faktu, ze ® € C™*" dostajemy m > rank ®,

co prowadzi do tezy. O

Okazuje sie, ze istniejg macierze ® € C™*" takie, ze dowolny s-rzadki sygnat x € C" moze

by¢ jednoznacznie zrekonstruowany z pomiaréw y = ®x € C™ jako rozwiazanie problemu
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(Fy), dla ktorych nieréwnosé we Wniosku 1.1 zamienia sie w réwnosé. Sa to tzw. macierze

Vandermonde’a [12].

Niech tq,...,t, € C beda ustalone i parami r6zne. Rozwazmy macierz ® € C™*", m = 2s,
1 1]

e | " N n (1.13)
_ $25-1 421 $2s-1 _

iniech S = {j1,...,J2s} C {1,...,n} bedzie dowolnym zbiorem indeksow, #S = 2s. Wowczas
transpozycja macierzy ®g (tzn. macierzy ® z pozostawionymi kolumnami o indeksach ze zbio-
ru S) jest macierza Vandermonde’a. Kolumny tej macierzy sa liniowo niezalezne (wyznacznik
tak powstalej macierzy jest niezerowy), zatem na mocy Twierdzenia 1.2 kazdy s-rzadki wek-
tor x € C" moze by¢ zrekonstruowany z pomiaréw y € ®x jako jednoznaczne rozwigzanie
problemu minimalizacji ¢y. Szczegbélnym przyktadem macierzy Vandermonde’a jest macierz
dyskretnej transformaty Fouriera, gdzie t, = *™(=1/" ¢ € {1 ... n}, ktorg zajmiemy sie

pod koniec tej pracy.



Rozdziat 1: Wstep - sformutowanie problemu i definicje




Rozdzial 2

Wlasno$é jadra
(ang. null space property - NSP)

Jak wykazaliSmy w poprzednim rozdziale, jednoznaczne zrekonstruowanie s-rzadkiego wek-
tora x € C" z pomiarow y = &x € C™, gdzie m < n, wymaga rozwiazania problemu
minimalizacji (y:

argmin ||z||, pod warunkiem ®z=y. (P)
zeCn

W praktycznych zastosowaniach dane pomiarowe nie sa jednak doktadne, ale obarczone pew-
nym btedem e = ®&x — y, o ktérym zakladamy, ze |le||, < 7 dla pewnego ustalonego n > 0.

Nalezy wiec zmodyfikowaé nasz problem minimalizacji ¢y do postaci
argmin ||z||, pod warunkiem |[®z —yl|, <. (Po,y)
zcCn
Okazuje sie jednak, ze jest to problem NP-trudny [16].

Twierdzenie 2.1. Dla dowolnego ustalonego n > 0, problem minimalizacji by (Py,), przy

dowolnych ustalonych ® € C™*" ¢y € C™, jest NP-trudny.

Dla dowolnych 0 < p < 1 zadanie minimalizacji ¢, réwniez jest problemem NP-trudnym,

jednak dla wartosci p = 1, minimalizacja ¢; staje sie¢ zadaniem optymalizacji wypukle;j:
argmin ||z||, pod warunkiem &z =y, (Py)
zeCn

ktory jest dobrze poznany i daje si¢ sprowadzi¢ do zagadnienia optymalizacji liniowej. W dal-

szej czesci rozdziatu podane zostang warunki, jakie musza spetnia¢ macierze ®, by mozliwa
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bylta doktadna (lub przyblizona) rekonstrukcja wektora rzadkiego x € C" z danych pomiaro-

wych y € C™. W literaturze warunki te znane sa pod nazwa wtasnosci jadra (ang. null space

property).

2.1. Definicja i warunki ré6wnowazne

Zanim wprowadzimy odpowiednie definicje, nalezy ustali¢ notacje. Niech S C {1,...,n}
bedzie zbiorem indeksow, ponadto S¢ = {1,...,n} \ S. Wowczas dla x € C" definiujemy

wektor x|g wzorem

x; gdyielf,
(xls)i = _ (2.1)
0 gdyi¢gs.
Definicja 2.1. Macierz ® € C™*" spetnia wtasnosé jadra (ang. null space property - NSP)

wzgledem zbioru S C {1,...,n} jesli dla dowolnego x € ker @ \ {0} zachodzi

Ix[slly < lIxlselly (2.2)

Macierz ® spelnia warunek jodra rzedu s, jesli spelnia warunek jadra wzgledem dowolnego

zbioru S C {1,...,n} takiego, ze #S5 < s.

Warto zauwazyé, ze sprawdzenie powyzszego warunku dla dowolnego zbioru S takiego,
ze #S < s i dowolnego niezerowego wektora x € ker ®@ \ {0} jest wymagajace obliczeniowo.

[stotnym uproszczeniem jest warunek rownowazny, sformutowany w ponizszym lemacie.

Lemat 2.1. Dila dowolnego ustalonego x € ker ® \ {0} warunek (2.2) jest spetniony dla
dowolnego zbioru S takiego, ze #S < s, jesli jest spetniony dla zbioru indeksow s najwiekszych

co do modutu wspotrzednych wektora x.

Dowdd. Niech S" bedzie zbiorem s najwiekszych co do modutu wspoétrzednych wektora x
i niech S bedzie dowolnym podzbiorem {1,...,n} takim, ze #S < s. Zalozmy, ze (2.2)
zachodzi dla wektora x € ker ® \ {0} i zbioru S’. Wowczas

1x[slly < lIx[srlly < [xfesnells < [1x[selly

co wynika z obserwacji, ze (S')¢ jest zbiorem indekséw n — s najmniejszych co do modutu

wspotrzednych x 1 #(57)¢ < #5°. ]
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Definicje NSP mozna sformutowaé¢ réwniez w inny, wygodniejszy sposob, korzystajacy

z definicji btedu najlepszego s-rzadkiego przyblizenia wektora.

Definicja 2.2. Niech p > 01 x € C". Bledem (w sensie (,) najlepszego s-rzadkiego przybli-
zenia wektora X nazywamy

os(x), = inf ||x—z| (2.3)

M
ll2l| o< P

tzn. najmniejsza odleglos¢ (w sensie normy ¢,) miedzy wektorem x a dowolnym wektorem

s-rzadkim.

Zauwazmy, ze infimum w definicji jest osiagane przez s-rzadki wektor z € C", ktérego
niezerowe wspolrzedne sg réowne s najwiekszym co do modutu wspotrzednym wektora x

(o indeksach ze zbioru S C {1,...,n}), niezaleznie od wartosci p. Wowczas 05(x), = [[x][sc]|,-

Lemat 2.2.A. Macierz ® € C"™*" spetnia NSP wzgledem zbioru S C {1,...,n} jeslh
Vxeker &\ {0} 2 [[X]s]; < [Ix]]; - (2.4)
Lemat 2.2.B. Macierz ® € C™*" spetnia NSP rzedu s jesli

vxekeré\{o} ||X||1 < ZJS(X)l. (25)

Dowdd. Lemat 2.2.A wynika z dodania ||x|g||, do obu stron nieréwnosci (2.2) oraz faktu,
ze ||x[l1 = ||x|s|l1 + ||x|se||1, natomiast Lemat 2.2.B otrzymuje sie, wybierajac S jako zbior

Sc

indeksow s najwiekszych co do modutu wspotrzednych x i dodajac ||x|s||, do obu stron

nierownosci (2.2). Teza wynika z Lematu 2.1. O

W niektorych zrodtach spotyka sie inne sformutowanie NSP, w ktorym do warunku (2.2)
wprowadzona jest stata C' > 0. Wowcezas mowi sie, ze macierz @ € C™*" spelnia wlasnosé

jadra ze stata C' wzgledem zbioru S, jesli dla dowolnego = € ker @ \ {0} zachodzi

Ixlslly < € [lx

Sc 1-

Pierwszy raz definicja NSP ze stalag C' > 1 zostala uzyta w postaci analogicznej do (2.5)
przez Cohena w [10]:

1[I, < C-0s(x)p,
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gdzie p > 1. Na potrzeby dalszych rozwazan wystarczy jednak definicja przytoczona na
poczatku rozdziatu.
Wprowadzenie powyzszych wlasnosci pozwala juz na sformulowanie warunkéw jedno-

znacznej rozwiazywalnosci problemu (P;).

2.2. Jednoznaczno$¢ rozwigzania problemu

Lemat 2.3. Niech ® € C™*™ ¢ S C {1,...,n}. Dowolny wektor x € C" taki, ze suppx = S,
jest jednoznacznym rozwigzaniem problemu (Py) dla'y = ®x wtedy i tylko wtedy, gdy ®
spetnia NSP wzgledem zbioru S.

Jesli dopuscimy, by powyzszy Lemat zachodzil dla dowolnego zbioru S, otrzymamy na-
stepujacy ogdlniejszy wynik.
Twierdzenie 2.2. Niech ® € C"™*". Dowolny s-rzadki wektor x € C" jest jednoznacznym

rozwigzaniem problemu (Py) dla y = ®x wtedy i tylko wtedy, gdy ® spetnia NSP rzedu s.

Dowod Lematu 2.3. Zatdézmy najpierw, ze dowolny wektor x € C" taki, ze suppx = 5 jedno-
znacznie minimalizuje norme ||-||; przy ograniczeniu ®z = ®x. Niech x € ker ® \ {0}. Wow-
czas, z zalozenia, wektor x|g jednoznacznie minimalizuje ||-||, przy ograniczeniu ®z = ®(x|g).

Zauwazmy, ze

0 =&x = ®(x|g + x|5¢) = P(x|s) + B(x

se)

oraz 0 # x = X|g + X|ge. Otrzymujemy zatem ®(x|s) = ®(—x|sc) 1 X|g # —X|ge. Z zalo-

Sc

zenia o jednoznacznej minimalizacji normy ||-||,, prowadzi to do wniosku, ze ||x|s|| < ||x
i dowodzi, ze ® spelnia NSP wzgledem S.

Zalozmy teraz, ze macierz ® spetnia NSP wzgledem zbioru S. Niech x € C" bedzie taki,
ze suppx = S. Ponadto, niech z € C", z # x, bedzie dowolnym wektorem spetniajacym

®z = &x. Rozwazajac wektor v := x — z 1 zauwazajac, ze v € ker @ \ {0}, otrzymujemy

NSP
[l < lix = zlslly + llzlsll, = [IV]slly + 1z]slly < [IVlsell, + 2[5l
= 1x=2)[sell, +llzlslly = lIxlse = zlselly + llzlslly = l[=2lsell, + llzls]l, = [lz]l, ,

co daje wymagang jednoznacznos$¢ minimalizacji przez x. O]
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Twierdzenie 2.2 jest bezposrednia konsekwencja powyzszego Lematu. Zauwazmy, ze twier-
dzenie odpowiada sytuacji, w ktorej uzyskaliSmy doktadne dane pomiarowe. Jak juz wspo-
mnieliSmy wczesniej, w systemach rzeczywistych pomiary wykonywane sa zazwyczaj z pew-
nym bledem. Podobnie jak w przypadku minimalizacji ¢y, definiuje sie zmodyfikowany pro-
blem minimalizacji ¢, dla ustalonego n > 0:

argmin ||z|, pod warunkiem | ®z—yl, <7, (Pry)
zeCn

gdzie n interpretuje si¢ jako oszacowanie normy bledu pomiarowego e = ®x—y, tzn. ||el|, < 7.

Aby uzyskaé¢ wynik analogiczny do Twierdzenia 2.2, wprowadza sie wzmocniong wersje NSP.

Definicja 2.3. Macierz ® € C™*" spelnia mocng wtasnosé jadra (ang. robust NSP) wzgledem

zbioru S C {1,...,n} i normy ||| ze stalymi 0 < p < 11i7 >0 jesli
Vaeen [[X[slly < pllxlsell, + 7 [[@x]- (2.6)

Macierz ® spetia mocny warunek jgdra rzedu s (wzgledem normy ||-||) ze stalymi 0 < p < 1
i 7 > 0, jesli spelnia mocny warunek jadra ze stalymi p i 7 wzgledem dowolnego zbioru

S C{1,...,n} takiego, ze #S5 < s.

Mozna teraz sformutowac ogélny wynik, dajacy oszacowanie btedu rekonstrukeji dowolne-
go wektora x € C" z niedoktadnych danych pomiarowych. Ponizsze twierdzenie przytaczamy

za [12].

Twierdzenie 2.3. Niech ® € C"™*" spetnia mocng NSP rzedu s wzgledem normy ||-||, ze
statymi 0 < p <1471 > 0. Wowczas, dla dowolnego x € C", rozwigzanie % problemu (P )

przybliza wektor x z btedem w normie ¢4

2(1+p) 4t
H_, cos(x)1 + 11— 1. (2.7)

I —x#]x <

Warto zastanowié¢ sie nad interpretacja powyzszego wyniku. Oszacowanie btedu rekon-
strukcji sygnatlu x ma dwa skladniki, jeden wynikajacy z btedu pomiarowego oraz drugi
wynikajacy z faktu, ze x nie musi by¢ s-rzadki. Jednak w przypadku pomiaréw doktadnych

(tzn. gdy n = 0) i s-rzadkiego wektora x otrzymujemy dokladng rekonstrukcje sygnatu.
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2.3. R6wnowazno$¢ minimalizacji w normie ¢ i /;

Rozdzial ten podsumujmy wnioskiem z Twierdzenia 2.2 wykazujacym rownowaznosé rozwia-

zania problemu minimalizacji g i ¢;.

Whniosek 2.1. Niech ® € C™*". Dla kazdego s-rzadkiego wektora x, jesli ® spetnia NSP
rzedu s, to rozwigzanie problemu minimalizacji (1 (Py), gdzie' y = ®x, jest jednoczesnie

rozwigzaniem problemu minimalizacji by (Py).

Dowad. Zatézmy, ze kazdy s-rzadki wektor x moze by¢ zrekonstruowany z pomiaréw y = ®x
przy pomocy minimalizacji ¢;. Niech z bedzie rozwiazaniem problemu minimalizacji normy
by dla 'y = ®x. Woweczas |z||, < ||x]|,, & wiec z jest rowniez s-rzadki. Z jednoznacznosci
rozwigzania problemu minimalizacji normy ¢; dla dowolnego s-rzadkiego wektora wynika

jednak, ze x = z, co konczy dowdd wniosku. O



Rozdzial 3

Wilasnos$¢ ograniczonej izometrii

(ang. restricted isometry property -

RIP)

Jak pokazaliSmy w poprzednim rozdziale, spelienie wtasnosci jadra (NSP) przez macierz
pomiarowa ® jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym rekonstrukeji rzadkich sygna-
tow (odpowiedniego rzedu) poprzez minimalizacje normy ;. Jednak charakter warunku NSP
sprawia, ze konstrukcja macierzy, ktore go spetniaja jest wysoce nietrywialna. Wynika to
z koniecznosci sprawdzenia wszystkich wektoré6w nalezacych do ker @, co jest numerycznie
ztozone. W pierwszych pracach poswieconych oszczednemu probkowaniu [8] Candés i Tao
wprowadzili mocniejszy warunek, ktory pozwoli na stabilna rekonstrukcje sygnatéow rzad-
kich (badz kompresowalnych). Nosi on nazwe wlasnosci ograniczonej izometrii (ang. restric-
ted isometry property). Od tamtej pory byl on wielokrotnie analizowany, co prowadzito do
uzyskania coraz lepszych oszacowan na stale pojawiajace sic w gltéwnym twierdzeniu, jakie

zostanie przytoczone.
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3.1. Definicja, podstawowe wlasnosci

Definicja 3.1. Niech s > 1 bedzie dowolng liczba naturalng i ® € C™*". Stala s-ograniczonej
izometrii (ang. s-restricted isometry constant) macierzy ® nazywamy najmniejsza liczbe
0s > 0 taka, ze

(1= 6,) Ix[l5 < 115 < (1+4,) [Ix]5 (3.1)

dla dowolnego x € ;.

Przyjeto sie moéwié, ze macierz ® € C™*" spelnia wtasnosé ograniczonej izometrii (ang. re-
stricted isometry property - RIP), jesli §, jest mate dla odpowiednio duzych s.
Okazuje sie, i zostanie to sformutowane w dalszej czesci rozdziatu, ze spelnienie wlasno-
Sci ograniczonej izometrii z odpowiednia stata pozwoli na doktadng rekonstrukcje sygnatow
rzadkich z doktadnych pomiaréw poprzez minimalizacje ¢ oraz przyblizona z pomiaréw za-
szumionych. Rozwazajac RIP, nalezy zastanowi¢ si¢ nad dwoma zagadnieniami:
(a) jakie oszacowania musza spelniaé stale ograniczonej izometrii, by mozliwa byta doktad-
na rekonstrukcja,
(b) doktadnoscia przyblizonej rekonstrukeji w przypadku pomiaréw zaszumionych badz
rekonstrukeji sygnatow, ktore nie sa rzadkie.
Glownym elementem teoretycznej czedci tej pracy bedzie twierdzenie, ktoére powiaze ze soba
dwa powyzsze punkty, wraz z dowodem, sformutowane i udowodnione przez Candésa w [6].
W pierwszej kolejnosci nalezy jednak przytoczy¢ dwa uzyteczne fakty, ktore pokaza pod-
stawowe wtlasnosci statych ograniczonej izometrii. Zauwazmy, ze zachodzi ¥, C Y,.q, co
w potaczeniu z faktem, ze stala s-ograniczonej izometrii jest najmniejsza stata, ktora spetnia

nieréwnosci (3.1) daje natychmiast wlasnosé sformulowana w ponizszym lemacie.
Lemat 3.1. Ciqg statych ograniczonej izometrii jest niemalejgcy, tzn.

51<52<--~<53<5S+1<....

Lemat 3.2. Niech x1,%x, € C" bedg wektorami takimi, Ze ||x1]|, < 51 ¢ || X2l < s2 @ ponadto

supp x; Nsupp Xy = (). Wowczas

(@51, B0)] < Gy 61l - 12l (3.2)
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Dowdd. Niech x; i x beda wektorami unormowanymi takimi, ze [|x1||, < s1, [|X2f|, < 52
i suppx; Nsuppxy = §. Wowezas, poniewaz zachodzi [|x; +%o[2 = ||xu[5 + [|x2]l7 = 2
1 (x1 +£X2) € Xy, 1s,, otrzymujemy z definicji RIP
(1 - 6514—52) 2< ||q)<X1 + X2)H§ < (1 + 551+52) - 2.
Korzystajac z reguty rownolegtoboku otrzymujemy
1 2 2
(@x1, @x5)| = 7 (| D31 + Pxall; — |81 = Bxalf;) < 0y
Niech teraz x; 1 X2 beda dowolnymi wektorami spetniajacymi zalozenia lematu. Wowczas

<(D X1 7@@ X9 > ___’<QDX1,Q@X2H
[ally ™ [l

Il - xally”
co konczy dowdd. O

581-1—82 >

Mozna juz teraz przejs¢ do gléwnej czesci rozdziatu, czyli dowodu warunku dostatecz-
nego jednoznacznosci rozwigzania problemu minimalizacji ¢;. Dowdd zostanie przedstawiony

w pelnej ogolnosei, dla dowolnych sygnatow x € C" i pomiaréw obarczonych btedem.

3.2. Stabilna rekonstrukcja z zaszumionych danych

Niech x € C" bedzie sygnatem, ktory chcemy zrekonstruowaé¢ z pomiaréw y = Px + e,

gdzie & € C™*"™ jest macierzg pomiarowa, a e jest bledem pomiarowym. Zakladamy, ze

potrafimy oszacowaé¢ wielkos¢ tego bledu, tzn. istnieje n > 0 takie, ze |le]|, < 7, a takze

znamy warto$é statej 2s-ograniczonej izometrii 0o, macierzy ®. Wowcezas zachodzi ponizsze

twierdzenie, sformutowane i udowodnione przez Candésa w [6].

Twierdzenie 3.1. Niech 025 < V2 — 1 i |e]|, < 7. Wowczas rozwigzanie X problemu
argmin ||z||, pod warunkiem ||®z—y|, <7 (Pr,)

zeCn
spetnia nierownosé

I —x]l2 < —= llx = x[]l, + Cuy (3.3)

o
NG
1+ (V2 = 1)dy, o WTEh,

1— (V2 + )b 1= (1+/2)6

gdzie x| oznacza najlepsze s-rzadkie przyblizenie wektora x.

ze statymi

0:
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Dowod. Zauwazmy na poczatek, ze
18 (x* —x)[l2 < [|[@x* —y]2 + [ly — x|, < 21, (3.4)

co wynika z nieréwnosci trojkata i faktu, ze x nalezy do zbioru wektoréw dopuszczalnych
problemu (P ;). Niech h := x# —x i rozl6zmy h na sume wektoréw o roztacznych nosnikach,
tzn. hp,, hy, hy,, ..., gdzie kazdy hr, jest co najwyzej s-rzadki, w nastepujacy sposob: niech
Ty bedzie zbiorem indekséw s najwiekszych co do modutu wspotrzednych x, T7 bedzie zbiorem
indeksow s najwigkszych wspolrzednych hre, T5 bedzie zbiorem indeksow s najwigkszych
wspotrzednych hr,ur)e, itd.
Zwroémy uwage na fakt, ze dla j > 2 zachodzi
Iy 13 = 37 1hil* < 3 |y % = sl |2,
i€T) i€Ty
gdzie ||hy, |l = max |h;|. Ponadto, poniewaz wszystkie niezerowe wspolrzedne hy, | sa nie

mniejsze co do modutu niz wszystkie niezerowe wspotrzedne hr,, otrzymujemy

1 1
||thHoo < - Z |hl| = thijl||17

€Ty 1

czyli, podsumowujac powyzsze rozwazania, dla 7 > 2 mamy

1
Ihy[l2 < Vs'|hr e < ﬁHhTHHL (3.5)
Stad
S Iy 2 < —= (I 1 + [ + ) < —= g (3.6)
> va 1 ’ Vs
1 ostatecznie
1
Iherunella = Y hg|| <D lhgll2 < THhTOﬂHl- (3.7)
22 |y 522 5
Nalezy zauwazy¢, ze |hze||; nie moze by¢ duza, poniewaz ||x + hl|; = [|x#||; jest minimalna.

Rzeczywiscie, zachodzi

I/l > [[x+hlly = > |z +hal + Dz + il > D |zl = D (bl = Y ol + > bl

i€Ty i€Tg i€Th i€Ty €T i€Ts

=[xz l[1 = by [+ = lIxzg [l + [[hrgls,
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co prowadzi do [|xzel[1 = |x|l1 — [[x7,[l1 = —[|hg [|; — [[xze |1 + |Ihre]l1, a stad

gl < [y [l + 2[xzg - (3.8)

Z (3.7) 1 (3.8) dostajemy

1-

1 1 2
[herumelle < ﬁHthHl < ﬁ”hia)”l + ﬁHXTg

Zauwazmy, ze ||xze|[1 = ||x — x[4[[1, a z nierownosci Cauchy’ego-Schwarza mamy
Ibry s = 3 Il 1< 3 Il vz 12 = [l - V5
i€Tp i€Tp €Ty
i oznaczajac e = %Hx — x|l = ﬁHXTng, dostajemy
Ihzyumellz < b 2 + 2e, (3.9)

co daje pierwsze z poszukiwanych ograniczen.
W kolejnym etapie nalezy ograniczy¢ ||hg,ur,||2. Zauwazmy, ze
®hyun, =P (h - Z hy, | = ®h — Z ®hy,
j>2 i>2
i stad
“(I)hTOUTl Hg = <q)hT0UT1’ (I)hTOUT1> = <(I)hT0UT1’ (I)h> - Z <(I)hToUT1> (I)th>
Jj=2

:<¢hmﬂb¢h>—§:<¢hm,¢hn>_§:<@hﬂ,¢hn>,

i>2 i>2
Z (3.4) oraz z RIP wynika, ze
(®hr,ur, ®h)| < [|[@hrur |2 - [[®hll2 < /14 62 - [[hrun ]2 - 27, (3.10)

a z Lematu 3.2 dostajemy, ze

‘<@h%,¢hn> 2

V

< Ogs - [Py [|2 - [y 2, 7

< Ogs - [[hry[l2 - by 2, 5> 2.

Y

|(®hy,, Dhy, )

Poniewaz Ty i T} sa zbiorami roztacznymi, mamy ||hg ||z + ||z (|2 < V2 |hgur [|2, co wynika

z faktu, ze ||hz, |3 + |[hr |3 = ||hnyun |3 oraz 2(a* + %) > (a + b)? dla dowolnych a,b € R.
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Stad, z RIP, (3.10) i (3.6)

(1 - 62S)HhT0UT1 Hg < ||(I)hT0UT1 Hg < (2 Y 1+ 528 "N+ \/5525 ’ Z Hth

Jj=2
V25,
< (2\/1+52s -n+ \/;2 .| - b [l
i po obustronnym podzieleniu przez ||hgyur |2 - (1 — das) mamy

2V1+52s ) \/7523 ) ||hT0C
105 "1 06y /s

7 powyzszego, 1 z nieréwnosci (3.8), otrzymujemy

[y [[4 %71 21+ 0 V206,
. , gdziea = ——— [=
NG Vs 1 — 0o 1 — b4

i poniewaz ||hr, |1 < /s - |[|hyll2 < /s |hrur |2, to musi zachodzié

2) ’ HhTOUTl Hz

1

(3.11)

Ihryur |2 <

|hpun e <a-n+8- +2f3

HhToUT1H2 Sa- n+ ﬁ ’ HhTOUT1H2 + Qﬁ "€,

gdzie e = %HxTocHg. Zatem

1
1-p
o ile spelnione bedzie zatozenie 5 < 1, tzn.

N _1_625(1+\/?)—1
1_525 B 1_525

czyli 095 < 1+1\/T = /2" — 1. Podsumowujac, z (3.9) oraz (3.12)

(a-n+206-e), (3.12)

[hzur [l <

<0,

[hle < [[hrun 2 + [haun)elle < [Thnun [l + [[hzy [z + 2e

2 43
< 2|lhyur |2 + 26 < 5t (1—5+2> -e = Cn + Coe,

gdzie

oo 20 WTE G (| V2% T AVTF o 1 — by
FI-8 T 10y L=0) — 1=0 1—(1+2)ds
T T 0

1—(1+v2)d

48 2842 148 V205, \ [, V2o, \
Cg_l_ﬁ+2_1_5_21_ﬁ_2<1+1_628><1 T,
_2_1—(1—ﬁ)525' 1 — 0y, _2_1+(ﬁ—1)523
1 — 0a 1— (V2 + 1)ds 1— (V2'+1)ds,

co daje teze i konczy dowod. O]
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7 powyzszego twierdzenia mozna wyciagna¢ wniosek dotyczacy rekonstrukeji sygnatu

z dokladnych pomiaréw y = ®x, sformutowany w postaci ponizszego twierdzenia [6].

Twierdzenie 3.2. Niech §, < /2 — 1. Wowczas rozwigzanie X problemu

argegllin lz|l, pod warunkiem ®z =y, (Pr)

spetnia nierownosci
Ix#* —x|l1 < Collx — x/l1. (3.13)
I = xll < < 2x = xl. (3.14)

ze statg Cy jak w Twierdzeniu 3.1. W szczegdlnosci, jesli x jest sygnatem s-rzadkim, to

rekonstrukcja jest doktadna.

Dowdd. Teza dla sygnalow s-rzadkich jest oczywista i wynika z faktu, ze wowcezas x = x|,.
Nieréwnosé (3.14) jest bezposrednia konsekwencja Twierdzenia 3.1 dla n = 0.

Nalezy zaja¢ sie jedynie nieréwnoscia (3.13). Jak pokazalismy w dowodzie poprzedniego
twierdzenia, dla h i zbioréw T} zdefiniowanych jak w dowodzie Twierdzenia 3.1, prawdziwe
sa nieréwnosci

Ihy [0 < Vs hgylla < Vs [[hgun [l

i laczac ten wynik z nieréwnoscig (3.11) dla = 0 otrzymujemy

ﬁ525

|hr [ < p- |Ibre T

L op= (3.15)

Korzystajac z powyzszej nieréwnosci oraz z (3.8) otrzymujemy

[

1 < p- lhrelly + 2|x7e |1

1 St@d ||th

1 S 1%,) + [|xzell1. Zatem, w przypadku dokladnych pomiarow, tj. gdy n = 0,

wektor h = x# — x spelnia

1+
1S 2-_£ Nlxzg 1

(3.15)
1 < (T+p) - |Ihre 1

[y = [[hz, ||1 + [[hze

co dowodzi tezy. O
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3.3. Uwagi

Warto na koniec tego rozdziatu dodaé kilka komentarzy na temat otrzymanych wynikow.
Twierdzenie 3.2 dowodzi dodatkowo, ze dla dos < /2 — 1 rozwiazanie problemu minimali-
zacji normy ¢ jest jednoczesnie rozwigzaniem problemu minimalizacji ¢y, a ponadto jest to
rozwigzanie jednoznaczne.

Przytoczony wynik nie jest jednak optymalny. Cai, Wang i Xu w 4] wykazali, ze wystar-
czy, by s < ﬁ ~ 0,472, natomiast autorzy [5] zblizali si¢ systematycznie z ogranicze-
niem 95 do wartosci g Okazuje sie jednak, ze jest to granica, ktorej nie da sie przekroczy¢
i zostaly skonstruowane przyktady, ktore nie pozwalaja na doktadnag rekonstrukcje w pro-
cesie minimalizacji ¢1, gdy 095 = g Niektorzy autorzy wykazuja rowniez, ze analogiczne
twierdzenia zachodza przy zalozeniu, ze ograniczone sg inne state ograniczonej izometrii, na
przyktad 0. Powstalo wiele prac, ktore pokazuja jak bardzo mozemy zwiekszy¢ te ograni-
czenia, aby wcigz mozliwa bylta doktadna rekonstrukcja. Jako przyktad mozna podaé¢ tutaj
ograniczenie na stala ds. Pokazano, ze jesli o, > %, to istnieja przyktady wektoréw s-rzadkich,

ktorych nie da sie jednoznacznie zrekonstruowaé¢ w wyniku minimalizacji ¢; [5].
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Przyklad macierzy pomiarowej

Opisane wezedniej wyniki pokazuja, ze jesli schemat pomiarowy ® € C™*™ ma wtasnos¢ ogra-
niczonej izometrii z odpowiednio niewielkimi stalymi, to dowolny wektor s-rzadki x € C"
mozna zrekonstruowaé¢ za pomoca minimalizacji ¢; z pomiarow y = $x € C™. Powstaje
pytanie jak skonstruowa¢ macierze, ktore beda te wlasnosé speliaé. Wigkszosé przyktadow
opisywanych w literaturze opartych jest na teorii macierzy losowych i spetnia zalozenia przy-
toczonych w poprzednim rozdziale twierdzen, gdy s jest co najwyzej proporcjonalne do m
oraz pewnego czynnika logarytmicznego. Mozna wsroéd nich wymieni¢ m.in.
(a) macierze losowe, ktorych elementy sa i.i.d., na przyktad z rozktadu normalnego A (0, %),
(b) Fourierowski schemat pomiarowy, ktory powstaje przez wybranie m wierszy z macierzy
dyskretnej transformaty Fouriera wymiaru n x n i unormowanie kolumn;
(c) ogolny ortogonalny schemat pomiarowy, tzn. powstaly przez wybranie m wierszy ma-
cierzy ortogonalnej n X n i unormowanie kolumn.
Ze wzgledu na zastosowanie w tomografii rezonansu magnetycznego, szczegblna uwaga zosta-

nie poswiecona schematowi pomiarowemu opartemu na dyskretnej transformacie Fouriera.

4.1. Dyskretna transformata Fouriera

Ze wzgledu na analogie miedzy dyskretna a klasyczna transformata Fouriera, w dalszej czesci
tego rozdziatu przez x(t) bedziemy oznaczaé t-ta wspolrzedna wektora x i indeksowaé wektory

z C" liczbami ze zbioru Z,, = {0,...,n — 1}.
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Definicja 4.1. Niech x € C". Definiujemy dyskretng transformate Fouriera (ang. discrete

time Fourier transform - DTFT) sygnatu x jako F : C" — C"; x — F(x) = X, dang wzorem
n—1 ot

x(w) ==Y x()e ™%, w=0,1,....,n—1. (4.1)

t=0

Woéwcezas odwrotna dyskretna transformata Fouriera opisana jest wzorem

S|

n—1
x(t) = — 3 %(w)e*™%, t=0,1,...,n—1, (4.2)
w=0

W literaturze spotyka sie definicje dyskretnej transformaty Fouriera réznigce sie miedzy
soba czynnikami skalujacymi (w powyzszej definicji przyjeto 1 oraz %, ale bardzo czesto
wprowadza si¢ ﬁ i ﬁ) Nie ma to jednak znaczenia dla dalszych rozwazan.

Okazuje sie, ze gdy mamy do czynienia z sygnatami s-rzadkimi, to znany jest Scisty

warunek, jaki musi spelnia¢ schemat pomiarowy, aby mozliwa byta doktadna rekonstrukcja

sygnatu z probek [7].

Twierdzenie 4.1. Niech n bedzie liczbg pierwszq oraz Q@ C {0,...,n — 1}, #Q = m. Niech

x € C" bedzie sygnatem s-rzadkim o nosniku T = suppx takim, ze
2s < m. (4.3)

Wowczas x moze byé doktadnie zrekonstruowany z pomiaréw X|q.
Ponadto, jesli m < n (tzn. Q nie jest zbiorem wszystkich n czestotliwosci), to istniejq

rozne wektory X1 i Xy takie, Ze #(suppXi), #(suppxz) < F + 1 1 X1]o = Xao|q.

Zanim jednak przejdziemy do wlasciwego dowodu powyzszego twierdzenia, nalezy przy-
toczy¢ twierdzenie sformutowane i udowodnione przez T. Tao w [18]. Za autorem, bedziemy

stosowa¢ symbol £(2) na oznaczenie wektoréw z C", ktore sa réwne 0 poza €.

Lemat 4.1. Niech n bedzie liczbg pierwszq, a T i Q2 bedqg podzbiorami {0, ... ,n — 1}. Defi-
niujemy obcietq transformate Fouriera Fr_q : (*(T) — (3(Q) jako

vxegz(T) ./P"T_@X = )A(|Q (44)

Wowcezas

(a) jesli #T = #Q, to Fr_q jest bijekcja,
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(b) jesli #T < #8Q, to Fr_q jest iniekcjq,
(c) jesli #T >

Te same wtasnosci zachodzq rowniez dla transformaty odwrotney.

#8Q, to Fr_q jest surjekcyq.

Dowod Twierdzenia 4.1. Niech #T < %#Q. Wezmy wektory x; i xo takie, ze x; = Xy
i #suppx; = #suppxy < %#Q Wowczas transformata Fouriera wektora x; — xo znika
na zbiorze Q i ||x; — Xal|, < #Q. Z Lematu 4.1 mamy, ze Faupp(x,—x)—0 jest iniekcja, a stad
X1 — X = 0 1 otrzymujemy teze o jednoznaczno$ci.

Zajmijmy sie teraz druga czes$¢ twierdzenia. Poniewaz #€) < n, mozemy znalez¢ roztaczne
podzbiory T i S zbioru Z, takie, ze #1,#S < %#Q + 1 oraz #T + #S = #Q + 1. Niech
wo & ). Stosujac Lemat 4.1 otrzymujemy, ze Frus—au{w,} jest bijekcja i mozemy znalezé

wektor h o nosniku T'U S, ktérego transformata Fouriera znika na 2, ale jest niezerowa w wy.

W szcezegolnoscei h # 0. Teze otrzymamy po wzieciu x; := h|r 1 x5 := —h|g, bo wowczas
X1lo = hl|r[o = —hls|o = X2]a,
i srodkowa réwnosé wynika z faktu, ze 0 = h|g = h;l—\hgkz = l/1|\T\Q + l/1|\5|g O

Powyzsze twierdzenie mowi, ze mozna zrekonstruowaé¢ dowolny s-rzadki sygnat x z 2s po-
miaréw czestotliwosciowych (tzn. probek dyskretnej transformaty Fouriera) i nie da sie tego
zrobié, jesli pomiaréw jest mniej. Rekonstrukeja ta moze byé przeprowadzona poprzez rozwia-
zanie problemu minimalizacji £y. Pozostaje pytanie o warunki, jakie musza by¢ spelnione by
mozna bylo przeprowadzié¢ doktadng rekonstrukcje za pomoca minimalizacji ¢;. Warto zwro-
ci¢ uwage na jedno z zalozeni Twierdzenia 4.1 (wynikajace z zatozenia Lematu 4.1), tzn. na
warunek, ze n musi by¢ liczba pierwsza. Istnieja kontrprzyktady (opisane w |7]) pokazujace,
ze Lemat 4.1 (a w konsekwencji Twierdzenie 4.1) nie zachodzi, gdy n nie jest liczba pierwsza

i wynika to z istnienia nietrywialnych podgrup grupy 7%, z dodawaniem modulo n.

4.2. Spelnienie zalozen stabilnej rekonstrukcji

W jednej z pierwszych prac poswieconych oszczednemu probkowaniu, Candés i Tao [9] wska-
zali, przyjmujac inng definicje wlasnosci ograniczonej izometrii (nazywanej tam jednostajna

zasada nieoznaczonosci), odpowiednie warunki, dla ktorych zachodzi teza Twierdzenia 3.1.
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Definicja 4.2. Niech ® € C"™*". Méwimy, ze ® spetnia jednostajng zasade nieoznaczonosci
(ang. uniform uncertainty principle - UUP) ze stala A, jesli dla kazdej dostatecznie malej
a > 01 dla pewnej ustalonej stalej p > 0 ponizszy warunek zachodzi z prawdopodobienstwem

co najmniej 1 — O(n="/?):

1[5 < [1@x]]3 < I[13- (4.5)

Yixllo<am/x

=3

3. m
2 n

DN | —

Twierdzenie 4.2. Niech x € C" bedzie sygnatem s-rzadkim, a Fo € C™" bedzie Fourie-

rowskim schematem pomiarowym. Wowczas, jesli spetniony jest warunek

m

(logn)8’ (4.6)

s<C-

to z bardzo duzym prawdopodobieristwem (rzedu 1 — O(n=°/%)) zachodzq zatozenia Twierdze-

nia 3.1. Stata C' jest zalezna od o, a state p © a sq statyma z definicjp UUP.

Powyzsze twierdzenie pozostawiamy bez dowodu. Warto jednak skomentowac, ze jego te-
za mowi o tym, ze Fourierowski schemat pomiarowy spelia UUP (a wiec w konsekwencji
rowniez RIP) ze stala A = (logn)® z pewnym wysokim prawdopodobieristwem zaleznym od
rzadkosci sygnatu. Wynik ten jest bardzo istotny z praktycznego punktu widzenia. W wielu
zastosowaniach (np. w rekonstrukeji obrazu w tomografii komputerowej czy tez w obrazowa-
niu interferometrycznym w astrofizyce) dane pomiarowe sa probkami transformaty Fouriera
sygnatu. W nastepnym rozdziale zostanie pokazany przyktad zastosowania rekonstrukcji sy-

gnalu na podstawie jego probek czestotliwo$ciowych.
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Zastosowania oszczednego prébkowania

5.1. Prosty eksperyment numeryczny

W poprzednim rozdziale zdefiniowaliémy schemat pomiarowy, ktéory pozwoli na doktadne
zrekonstruowanie rzadkiego sygnatu z danych pomiarowych. Przytoczyliémy réwniez argu-
menty, ktore uzasadniaty wyboér tej metody. W tym rozdziale podsumujemy dotychczasowe
teoretyczne rozwazania i zaprezentujemy proste przyktady, ktére pokaza, ze teoria zgadza sie
z praktyka. Symulacje zostaly wykonane w $rodowisku Matlab i byly inspirowane pracami
Michaela Lustiga [15].

Przypomnijmy, ze chcemy zrekonstruowaé¢ wektor x € C" z pomiaréw y = &x € C™.

Mamy do rozwiazania nastepujacy problem minimalizacji normy ¢;:

argmin ||z]|, pod warunkiem |®z—yl, <7, (Pry)
zcCn

gdzie ® jest macierza pomiarows spetniajac warunki opisane w poprzednich rozdziatach, a n
jest poziomem szumu. W praktycznych implementacjach stosuje sie czesto zmodyfikowana

wersje tego problemu, taka, ktéra nie zawiera ograniczeni na poszukiwany wektor:

) 1
arg min (A 2], + 5 192 - y3) (5.1)

zeCn

gdzie A\ jest pewna dodatnia stala. Obydwa zagadnienia sa ze soba powiazane, o czym mowi

ponizsze twierdzenie, ktore przytaczamy bez dowodu za [12].

Twierdzenie 5.1. Jesli wektor x jest rozwigzaniem problemu minimalizacyjnego (5.1) ze

statqg A > 0, to istnieje n = nx > 0 taka, Ze x jest rozwigzaniem problemu (P ).
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Algorytm rozwiazujacy ten problem jest iteracyjny i oparty jest na tzw. miekkim progo-

waniu (ang. soft thresholding). Definiujemy funkcje miekkiego progowania S: C x R, — C:

S(2.2) = 0, gdy [2] <A, (5.2)
’ (|2] = )&, gdy |2 > A.

z|?

Niech F, oznacza Fourierowski schemat pomiarowy, tzn. niech F,z = z bedzie wektorem
losowo wybranych wspoétczynnikow transformaty Fouriera wektora z. Niech zg = y = F,x.
Wowczas i-ta iteracja algorytmu obejmuje ponizsze kroki. Zatézmy, ze mamy juz z;, wtedy

(b

(a) znajdz i-te przyblizenie sygnatu z; jako odwrotng transformate Fouriera: z; = F~1z;,
zastosuj miekkie progowanie do kazdej wspolrzednej sygnatu z;, tzn. z;(k) = S(z;(k), \),
(

)

c) oblicz transformate Fouriera z; = Fz;,

(d) wymus zgodnosé¢ otrzymanego przyblizenia z danymi pomiarowymi w dziedzinie cze-
stotliwosci, tzn.

z;(k), gdyy(k)=0,
y(k), wp.p.

21 (k) =

(e) wrdoé do punktu (a), o ile ||z;41 — z;]| > ¢ (dla pewnego ustalonego ¢).
Pozostaje pytanie o dobor wartosci A. Najczesciej wybor ten jest dokonywany metoda prob
i bltedow, jednak, jak okaze sie poézniej, lepsze wyniki daja mniejsze wartosci A.

Algorytmy bazujace na miekkim progowaniu sg podstawg tzw. procesu odszumiania zna-
nego z analizy falkowej. Dowod poprawnosci algorytmow tego typu oraz informacje na temat
jego ztozonosci mozna znalezé w [13].

Powyzszy algorytm przetestowaliémy na 5-rzadkim wektorze x € C'?® takim, ze 5 loso-
1 5

wo wybranych wspotrzednych jest niezerowych (i rownych kolejno =

£,---,5), pokazanym na

Rys. 5.1. Pomiary, jakie zostaly zasymulowane, to 32 losowo wybrane (z rozktadu jednostajn-
go) probki dyskretnej transformaty Fouriera wektora x (obliczonej za pomoca algorytmu
szybkiej transformaty Fouriera (ang. fast Fourier transform - FFT), zaimplementowanego
w $rodowisku Matlab). Kod, jaki postuzyt do wykonania testéow przedstawiono na Listin-
gu 5.1 1 5.2. Na Rys. 5.2 zamieszczone sa wyniki dzialania algorytmu dla réznych wartosci
parametru A w postaci wykresow poréwnujacych oryginalny 5-rzadki wektor z jego rekon-

strukcjg.
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Mozna w powyzszego testu wyciagnac¢ kilka wnioskéw. Dziatanie algorytmu jest uzalez-
nione od doboru wartosci parametru A. Im mniejsza wartos¢ A, tym doktadniejsza rekonstruk-
cja, co wida¢ na wykresie normy ||-||, btedu rekonstrukeji (Rys. 5.2). Dla zastosowanej tutaj
wartosci A = 0.01 rekonstrukcja jest niemal doktadna, tzn. wyraznie widocznych jest pieé
niezerowych wspotrzednych zrekonstruowanego wektora, pozostate wartosci sa bliskie zeru.

Dla zbyt duzej wartosci A (np. A = 0.2) odzyskany wektor znacznie rézni sie od oryginalnego.

20 40 60 80 100 120

Rys. 5.1. Analizowany 5-rzadki wektor x € C128,

Listing 5.1: RandomlySampledFFT_1.m

x = [(1:5)/5, zeros(1l,128-5)]; x = x(randperm(128));
lambda = [0.01,0.05,0.1,0.2];

X = 1/sqrt(size(x,2))~fftshift (fft(ifftshift(x,2),1[]1,2),2);
prm = randperm(128);
Y = zeros(1,128); Y(prm(l:32)) = X(prm(1l:32));

for 7 = 1:4

for 1 = 1:300
x0 = sqgrt(size(X0,2))+xfftshift (ifft(ifftshift(X0,2),1[1,2),2);
xst = SoftThresh (x0, lambda (j)) ;

X0

1/sqrt (size(xst,2))+«fftshift (fft (ifftshift (xst,2),1[1,2),2);
X0

X0 .x (Y==0) +Y;
end

end
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Listing 5.2: SoftThresh.m

function xs = SoftThresh (y, lambda)

xs = zeros(sizel(y));

for j=l:size(y,1l), for i=l:size(y,2)
if abs(y(j,1)) < lambda, xs(j,i) = 0;
else, xs(j,1) = (abs(y(J,1i))—lambda)*y(]j,1i)/abs(y(j,1));
end

end; end

lambda = 0.01 lambda = 0.05
1+ © s zrekonstruowany| 1 © s, zrekonstruowany|
0.8 1 08
06 06
0.4 1 04
0.2 1 0.2 4
SR -
20 40 60 80 100 120 2‘0 40 60 80 100 120
lambda = 0.1 lambda = 0.2

° s oryginalny o s oryginalny
1k © s. zrekonstruowany, 1 © _s. zrekonstruowany|

wykres sumarycznego b%du rekonstrukji wektora w funkejiiteracii

T T T lambda = 0.01

oL lambda = 0.05 |
lambda = 0.1
lambda = 0.2

s /]

B |

s |

KA |

4 \ |

al- |

AL i

AN |

| | | | |
50 100 150 200 250 300

Rys. 5.2. Poréwnanie dzialania algorytmu minimalizacji w rekonstrukcji wektora rzad-

kiego z losowych pomiaréw czestotliwosciowych.
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5.2. Tomografia rezonansu magnetycznego

Zajmijmy sie teraz przypadkiem danych, ktore nie pochodza z symulacji, ale z rzeczywi-
stych badan. Tak jak wspomniano juz wcze$niej, naturalnym zastosowaniem teorii oszczed-
nego probkowania (a w szczegblnosci przyktadu macierzy pomiarowej przytoczonego w po-
przednim rozdziale) jest tomografia rezonansu magnetycznego. Zanim jednak przejdziemy
do numerycznego testu pokazujacego, ze rekonstrukcja obrazu z losowo wybranych probek
czestotliwodciowych jest skuteczna, zacznijmy od kilku informacji na temat akwizycji danych
w tomografii rezonansu magnetycznego (ang. magnetic resonance - MR).

Dane, jakie zbieramy w tomografii MR to, z matematycznego punktu widzenia, funkcja
X : R® — C opisujaca wlasnosci magnetyczne materii w punktach przestrzeni tréjwymia-
rowej. Szczegdlnie interesuja nas protony, ktore sa scharakteryzowane przez swoj moment
magnetyczny. Znajdujac sie w stalym polu magnetycznym By wektory momentéw magne-
tycznych (wytracone ze stanu rownowagi) zaczynaja wirowaé (precesowac) z czestotliwoscia
nazywang czestotliwoscig Larmora

w = —7yBy, (5.3)

gdzie v jest tzw. wspotczynnikiem zyromagnetycznym. Jak wiadomo, zmienne pole magne-
tyczne indukuje zmienne pole elektryczne, zatem w cewkach odbiorczych, ktére znajduja sie
wokot tego protonu pojawi sie prad. Jednak ludzkie ciato sktada sie z wielu protonow, a kaz-
dy z nich precesuje z doktadnie ta sama czestotliwoscia. Aby méc obrazowaé wiele protonéow
(tzn. rozrozni¢ sygnat elektryczny pochodzacy od poszczegolnych protonow), konieczne jest

zroznicowanie czestotliwodci ich precesji. Naklada sie wowcezas tzw. pola gradientowe
G: [0,7] — R (5.4)

tzn. pola magnetyczne (zalezne od czasu) projektowane tak, by zalezaly liniowo od pozycji

w przestrzeni. Wowczas czestotliwo$é precesji staje sie funkcja polozenia w przestrzeni R3:
w(z) = —7(By + (G, 2)). (5.5)
Pola gradientowe definiuja tzw. trajektorie pomiaru

k(t) = % /0 G(r)dr, (5.6)
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a sygnatl jaki pojawia sie w cewkach odbiorczych jest rowny

f6) =] X (@) "= dg = F(IX|)(k(t)). (5.7)

R3

Jak mozna zauwazy¢, jest to transformata Fouriera amplitudy obrazu rezonansu magne-
tycznego okreslona w punktach zdefiniowanych przez trajektorie pomiarowe k(t). W teorii
rezonansu magnetycznego transformate Fouriera jaka sie detekuje, nazywa sie przestrzeniq k
(ang. k-space). W przypadku pomiaru przekroju (tzn. obrazu dwuwymiarowego) bedziemy
mie¢ do czynienia z dwuwymiarows transformatg Fouriera. Przykladowe trajektorie wyko-

rzystywane w akwizycji danych dwuwymiarowych widoczne sa na Rys. 5.3.

(@) Ky (b)

A 4

Rys. 5.3. Przyktadowe trajektorie probkowania przestrzeni k [2].

Podsumowujac, sygnal mierzony przez system MR jest transformata Fouriera zaleznej od
potozenia amplitudy magnetyzacji (czyli obrazu), sprobkowana w czasie badania 7" na krzywej
{k(t) : t € [0,T]} C R3. Wykonujac kilka pomiaréw ze zmienionymi parametrami, mozna
zebra¢ probki transformaty Fouriera | X | na kilku krzywych ki, ..., k;, w R?. Wymagany czas
pomiaru jest proporcjonalny do liczby L probek. Chceieliby$my zminimalizowaé liczbe L.

Naturalnym (z punktu widzenia cyfryzacji danych) krokiem jest dyskretyzacja reprezen-
tujaca kazdy element objetosci w postaci pojedynczego woksela (lub piksela w przypadku

dwuwymiarowym), i wowczas amplituda magnetyzacji | X| staje sie skoniczenie-wymiarowym
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wektorem x € R™ indeksowanym przez zbiér () = [N;] X [Na] x [N3] (zapis [NV;] oznacza zbior
{1,...,N;}) i n = Ny - Ny - Nj. Dyskretyzujac krzywe ki, ..., k;, mierzone dane staja sie

probkami trojwymiarowej dyskretnej transformaty Fouriera wektora x, tzn.

A Fily | kaly k/’3€3> }
V= (ky ko s Fx)(k) =) x({)expq—2mt + + . 5.8
cmsiea FO00) = 3 xlt)esp | -ami (et 4 Br o B (5:5)

Niech € C @ taki, ze #£ = m, bedzie podzbiorem zdyskretyzowanych préobek czestotliwo-
sciowych @, ktory jest pokryty trajektoriami kq, ..., k. Wowczas mierzony wektor danych
y odpowiada

y = RoF(x) = Fox, (5.9)

gdzie Rg, jest liniowym operatorem, ktory zeruje wspotrzedne wektora x o indeksach w zbio-
rze @) \ . Macierz pomiarowa Fq € C™ ™ jest Fourierowskim schematem pomiarowym

opisywanym w poprzednim rozdziale.

5.3. Eksperyment na danych pomiarowych

Podobnie jak w poprzednim eksperymencie, zastosujemy algorytm bazujacy na miekkim pro-
gowaniu, ale tym razem do danych rzeczywistych, pochodzacych z tomografii rezonansu ma-

gnetycznego. Nalezy tutaj zauwazy¢ dwa fakty.

Rys. 5.4. Przykladowy obraz z tomografii MR [15].

Po pierwsze, obraz rezonansu magnetycznego (jak na Rys. 5.4) nie jest rzadki w ory-
ginalnej bazie. Istnieja pewne wyjatki, takie jak obrazy z angiografii MR, ktore sa rzadkie

w oryginalnej bazie, jednak w ogoélnosci nie mamy tej wtasnosci. Okazuje sie jednak, ze
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wczesniejsze rozwazania teoretyczne mozna do$é tatwo sprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej roz-
wazany sygnatl jest rzadki, ale w pewnej reprezentacji (tzw. wektor wspotezynnikow w pewnej
bazie jest rzadki). W przypadku danych z tomografii MR, taka reprezentacja sa wspotczyn-
niki transformaty falkowej (ang. wavelet transform). Mozna zauwazy¢, ze stosujac do obrazu
transformate falkowa (falki Daubechies, [14]), pozostawiajac zaledwie 10% wspotczynnikow
o najwiekszym module i stosujgc transformate odwrotna, obraz ktéry uzyskujemy wizualnie
nie r6zni sie od oryginalnego obrazu (Rys. 5.5). Nalezy mie¢ na uwadze, ze dane w tomo-
grafii MR sa z natury zaszumione (co wynika z btedéw pomiarowych i fizyki badania), wiec
ta roznica miedzy obrazem zrekonstruowanym a oryginalnym nadal bedzie miata charakter

szumau.

Rys. 5.5. Odtworzenie obrazu z 10% najwiekszych co do modutu wspotezynnikow transfor-
maty falkowej (falki Daubechies) wraz z mapa bezwzglednego bledu rekonstrukeji (wartosé

bezwzgledna roznicy dwoch obrazéow). Obok obrazéw umieszczono skale pozioméw szarosei.

Drugi fakt, o ktorym warto wspomnie¢ jest konsekwencja pierwszego. W przypadku da-
nych rzadkich w oryginalnej bazie prébkowanie wektora transformaty Fouriera odbywalo sie
losowo z rozkladem jednostajnym. Gdy dane nie sa rzadkie, ale istnieje ich rzadka repre-
zentacja w pewnej bazie, nalezy stosowaé¢ inny schemat probkowania (funkcje gestosci jaka
uzyto w omawianej symulacji przedstawiono na Rys. 5.6). Jest to wtasnos¢, nad ktora wciaz
prowadzone sa liczne badania, m.in. w zespole Andersa Hansena, o czym autor pisze w [1].

Zmodyfikowany algorytm rekonstrukcji obrazu przedstawiono na Listingach 5.3-5.5. Dane
(w postaci obrazu, funkcji gestosci oraz pakietu funkcji Wavelet realizujacych transformate

falkowg oraz transformate Fouriera) pochodza z [15]. W tescie zbadano proces rekonstrukeji
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Rys. 5.6. Macierz transformaty Fouriera (logarytmu modutu) obrazu MR oraz mapa funkcji

gestosci rozktadu, z jakim wybierano probki transformaty Fouriera obrazu MR.

obrazu o rozdzielczosci 512 x 512 pikseli z probek czestotliwosciowych stanowigcych ok. 33%
liczby oryginalnych probek. Efekt rekonstrukeji, wraz z mapa bezwzglednego btedu miedzy
obrazem oryginalnym ze zrekonstruowanym przedstawiono na Rys. 5.7. Uzyskane wyniki
pokazuja, ze roznice miedzy tymi dwoma obrazami nie sa zauwazalne. Mapa bledu pozwala
zauwazy¢, ze bledy pojawiaja sie na krawedziach widocznych na obrazie, jednak wartosci tych
bledéw sa pomijalnie mate. Nie jest to zaskakujacy wynik, poniewaz gesciej probkowane byty

niskie czestotliwodci, a wysokie czesotliwosci odpowiadaja w obrazie za krawedzie, nastapito

lo1e
n
12
o
oos
&
o0
oo

Rys. 5.7. Efekt rekonstrukeji obrazu MR opisanym algorytmem oraz mapa bledu bezwzgled-

zatem niewielkie rozmycie krawedzi.

nego rekonstrukeji. Obok obrazéw umieszczono skale pozioméw szarosci.
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load brain.mat;

W = Wavelet;

lambda = 0.025;

im W = Wxim;

o\ o\ oo

o

Listing 5.3: RandomlySampledFFT_2.m

im — macierz obrazu MR
mask_vardens — maska prdbkowania przestrzeni k
pdf_vardens — gesto$é¢ prawdopodobienstwa prdbkowania

transformata falkowa (falki Daubechies)

Mu = (fft2c(im) .*mask_unif)./pdf_unif;

imu = ifft2c (Mu);

14

DATA = fft2c(im) .+*mask_vardens;

im_cs = ifft2c(DATA./pdf_vardens) ;

for i = 1:15

im_cs = W'* (SoftThresh2 (Wxim_cs, lambda) ) ;

im_cs = ifft2c(fft2c(im_cs) .* (l—mask_vardens) + DATA);

end

Listing 5.4: fft2c.m

function res = fft2c(x)

o\

res = fft2c(x)

o\

o\

orthonormal forward 2D FFT

(c) Michael Lustig 2005

res = 1/sqgrt(length(x(:)))~fftshift (fft2(ifftshift(x)));

Listing 5.5: ifft2c.m

function res = i1ifft2c (x)

o o\

o\

res = 1ifft2c(x

)

orthonormal centered 2D ifft

(c) Michael Lustig 2005

res = sqrt(length(x(:)))*~ifftshift (ifft2 (fftshift (x)));
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5.4. Podstawowe problemy praktyczne

Tak jak juz wspomniano, réwnomierne probkowanie transformaty Fouriera nie przynosi za-
dowalajacych efektéw. Pojawia sie zatem pytanie, jak dobiera¢ rozktad prawdopodobienistwa,
z jakim prébkowanie bedzie przeprowadzone.

Inne pytanie, ktore jest Scisle zwiazane z poprzednim, dotyczy spetlniania wlasnosci wy-
mienianych w poprzednich rozdziatach, tzn. NSP czy RIP. Okazuje sie, ze wiele zalozen
nie jest spelnionych w przyktadach spotykanych w praktyce (w szczegolnosci we wszelkich
technikach obrazowania medycznego). Jest to jednak oddzielne zagadnienie, ktore jest roz-
patrywane w najnowszych publikacjach i wiaze sie z takimi pojeciami jak asymptotyczna
rzadko$¢, asymptotyczna niekoherencja, czy wielopoziomowe préobkowanie losowe, wprowa-
dzonymi w publikacjach Hansena, np. w [1]. Temat ten wykracza jednak poza ramy tej pracy

i stanowi pewna inspiracje do dalszych prac autora nad tym zagadnieniem.
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Rozdzial 6

Podsumowanie 1 wnioski

Przytoczone w niniejszej pracy definicje i twierdzenia stanowia fundament teorii oszczednego
probkowania. Zajmujac sie ta tematyka, nie mozna pominaé¢ tak podstawowych poje¢, jak sy-
gnal rzadki, czy wlasnosé ograniczonej izometrii (RIP). Prace, na jakich bazowano, pochodza
sprzed okoto 10 lat (lata 2004-2006), jednak wciaz sa podstawowym zréodtem informacji na
temat omawianego zagadnienia. Byly w pewnym sensie rewolucyjne, bo pokazaly, ze pomiary
nie musza by¢ koniecznie wykonywane zgodnie z klasyczng teoria probkowania, pochodzaca
od Shannona.

Podsumowujac ten temat, nie sposéb nie zwrdci¢ uwagi na wciaz rosngce zainteresowanie,
jakim cieszy sie tematyka oszczednego probkowania. Jest to teoria rozbudowana zaréwno pod
wzgledem matematycznym, jak i inzynierskim, a o rosnacym zainteresowaniu $wiadczy cho-
ciazby liczba publikacji (wyszukiwarka bazy ScienceDirect zwraca ok. 1300 publikacji z roku
2013 i juz ponad 900 z roku 2014) czy tez organizowanie oddzielnych paneli na najwiek-
szych konferencjach naukowych. Pokazuje to szczegdlng wartosé tej teorii, poniewaz stanowi
juz nie tylko bardzo ciekawy temat teoretyczny, korzystajacy z rozbudowanych narzedzi ma-
tematycznych, ale ma konkretne zastosowania, ktére moga poprawi¢ jako$¢ wielu technik
inzynierskich.

Swiadcza o tym réwniez zrealizowane symulacije, ktore jasno pokazuja, ze teoria ma swo-
je odzwierciedlenie w praktyce. Szczegélnie wazny jest przyktad pochodzacy z tomografii
rezonansu magnetycznego. Fizyczne podstawy badania sprawiaja, ze badania sa bardzo cza-

sochtonne, co stanowi problem zaréwno dla schorowanych pacjentéw jak i technikéw wyko-



40 Rozdziat 6: Podsumowanie 1 wnioski

nujacych badanie i dbajacych o wysoka jako$é obrazu. Poszukiwane sa coraz to nowe techniki
redukujace czas badania (np. obrazowanie réwnolegte), jednak rzeczywiste ograniczenie licz-
by probek, jakie nalezy zmierzy¢, by uzyskaé¢ obraz dobrej jakosci stanowi duze wyzwanie.
Wydaje sie, ze zastosowanie teorii oszczednego probkowania stanowi rozwigzanie tego proble-
mu. I cho¢ obecnie rozwazania na temat oszczednego probkowania sg gtéwnie akademickie, to
juz mozna spotka¢ doniesienia producentéw sprzedu medycznego, ktorzy probuja implemen-
towaé¢ te metody w skanerach rezonansu magnetycznego, czy tez tomografii komputerowej
[19].

Przedstawione podstawy teoretyczne stanowia baze do dalszej pracy nad zagadnieniem.
Ze wzgledu na naukowe zainteresowania autora, podjete zostana proby rozwiniecia i zasto-
sowania opisanych technik w diagnostyce medycznej. Praca zaréwno na polu teoretycznym
na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych, jak i praktycznym na Wydziale Elektroniki
i Technik Informacyjnych niesie nadzieje na skonstruowanie interdyscyplinarnego zespotu,

a co za tym ciekawe efekty i wyniki.
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