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Streszczenie

Teoria oszcz¦dnego próbkowania, stworzona przez E. Candèsa okoªo 10 lat temu, jest

wci¡» dynamicznie rozwijaj¡c¡ si¦ dziedzin¡ nauki, anga»uj¡c¡ do pracy zarówno matema-

tyków jak i in»ynierów. Jej podstaw¡ jest fakt, »e wektory rzadkie (tzn. maj¡ce niewiele

niezerowych wspóªrz¦dnych) mog¡ by¢ zrekonstruowane z maªej liczby liniowych pomiarów

za pomoc¡ nieliniowych algorytmów rekonstrukcji (np. minimalizacji normy `1). Jednym

z warunków wystarczaj¡cych powodzenia tej rekonstrukcji jest speªnienie przez macierz po-

miarow¡ tzw. warunku ograniczonej izometrii (RIP).

Tematem tej pracy jest rozszerzenie metod oszcz¦dnego próbkowania, znanych dla ma-

cierzy i wektorów rzeczywistych oraz zespolonych, na algebr¦ kwaternionów. Kwaterniony,

tzn. liczby postaci r0 + r1i + r2j + r3k, stanowi¡ uogólnienie liczb zespolonych. Ze wzgl¦du

na ich liczne zastosowania, m.in. w przetwarzaniu obrazów, rozszerzenie tej teorii wydaje si¦

mie¢ du»e znaczenie praktyczne.

W pierwszych dwóch rozdziaªach przytoczone zostan¡ podstawy teorii oszcz¦dnego prób-

kowania w ciele liczb rzeczywistych oraz najwa»niejsze wªasno±ci algebry kwaternionów i kwa-

ternionowych przestrzeni wektorowych. Rozdziaª 3 po±wi¦cony jest uogólnieniu teorii oszcz¦d-

nego próbkowania na przypadek kwaternionowy i zawiera gªówny wynik naukowy tej pracy,

tzn. twierdzenie o stabilnej rekonstrukcji wektorów kwaternionowych z liniowych pomiarów

o wspóªczynnikach kwaternionowych. W Rozdziale 4 przeprowadzona zostanie analiza kwater-

nionowych losowych macierzy gaussowskich z punktu widzenia speªnienia zaªo»e« twierdzenia

z poprzedniego rozdziaªu. Na koniec zaprezentowane zostan¡ wyniki symulacji numerycznych

ilustruj¡cych przeprowadzone wcze±niej rozwa»ania teoretyczne. Wskazane zostan¡ równie»

perspektywy praktycznych zastosowa« teorii oszcz¦dnego próbkowania w algebrze kwaternio-

nów i plan dalszych prac w tej dziedzinie.

Sªowa kluczowe: oszcz¦dne próbkowanie, wªasno±¢ ograniczonej izometrii, algebra kwater-

nionów



Summary

Compressed sensing theory, initiated about 10 years ago by E. Candès, is a still rapidly

developing �eld of science, involving the work of both mathematicians and engineers. It is ba-

sed on the fact that sparse vectors (i.e. having few non-zero coordinates) can be reconstructed

from a small number of their linear measurements by non-linear reconstruction algorithms

(e.g. `1-norm minimization). One of the su�cient conditions for the succesful reconstruction

is so-called restricted isometry property (RIP) of the measurement matrix.

The aim of this paper is to generalize the compressed sensing methods, well-known for

real and complex matrices and vectors, to the quaternion algebra. Quaternions, i.e. numbers

of the form r0 + r1i+ r2j+ r3k, are the extension of complex numbers. Due to their numerous

applications, including in image processing, the extension of this theory seems to be of great

practical importance.

In the �rst two chapters we recall the basis of compressed sensing theory in the �eld

of real numbers and the most important properties of quaternions and quaternionic vector

spaces. Chapter 3 is devoted to the generalization of compressed sensing theory to the quater-

nion algebra and includes the main scienti�c result of this paper, i.e. concerning the stable

reconstruction of quaternion vectors from their linear measurements with quaternion coe�-

cients. In Chapter 4 we analize quaternionic gaussian random matrices from the point of view

of ful�lling the assumptions of the main theorem. Finally, we present results of some numeri-

cal simulations to illustrate the previous theoretical considerations. We also point out some

practical applications of the compressed sensing theory in the quaternion algebra and show

the plan of future work in this �eld.

Keywords: compressed sensing, restricted isometry property, quaternion algebra
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Rozdziaª 1

Wst¦p � sformuªowanie problemu

i de�nicje

1.1. Wprowadzenie

Jednym z najwa»niejszych etapów badania wªasno±ci ró»nych obiektów jest proces wykony-

wania pomiarów (bezpo±rednich lub po±rednich) sygnaªów reprezentuj¡cych pewne wielko±ci

�zyczne. Wyci¡ganie wniosków dotycz¡cych tych obiektów i podejmowanie decyzji zwi¡za-

nych z nimi jest ±ci±le uzale»nione od procesu rekonstrukcji badanych sygnaªów z danych

pomiarowych. Jako przykªad mo»na tu poda¢ zagadnienie rekonstrukcji obrazów w tomo-

gra�i rezonansu magnetycznego, gdzie na podstawie sygnaªów elektromagnetycznych zareje-

strowanych przez cewki odbiorcze mo»na odtworzy¢ rozkªad pewnych wielko±ci, np. g¦sto±ci

atomowych, w ciele czªowieka.

Proces akwizycji pomiarów jest najcz¦±ciej liniowy. Chc¡c wi¦c sformalizowa¢ rozwa»any

problem, opisuje si¦ go za pomoc¡ ukªadu równa« liniowych, tzn.

y = Φx, (1.1)

gdzie x ∈ Kn jest badanym n-wymiarowym sygnaªem dyskretnym, a y ∈ Km to wektor

m próbek, jakie zostaªy zebrane. Macierz Φ ∈ Km×n modeluje liniowy proces pomiarowy

(i nazywana jest w zwi¡zku z tym macierz¡ pomiarow¡). Zazwyczaj K oznacza ciaªo liczb

rzeczywistych R lub zespolonych C.
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Widzimy wi¦c, »e aby uzyska¢ informacje na temat sygnaªu x, musimy rozwi¡za¢ ukªad

równa« liniowych (1.1). Algebra liniowa mówi nam, »e aby byªo to mo»liwe, liczba pomiarów

m musi by¢ co najmniej równa wymiarowi n sygnaªu. Zakªadamy przy tym, »e pomiary nie

dostarczaj¡ sprzecznych informacji i s¡ dokªadne. Wiemy tak»e, »e w przeciwnym przypadku,

tzn. gdy m < n, je±li badany ukªad równa« ma co najmniej jedno rozwi¡zanie, to ma ich nie-

sko«czenie wiele, a zatem nie jest mo»liwe jednoznaczne rozwi¡zanie problemu rekonstrukcji

sygnaªu x z pomiarów y.

Powy»sze trudno±ci, a tak»e obserwacja, »e sygnaªy, z jakimi mamy do czynienia w rze-

czywisto±ci to zazwyczaj sygnaªy rzadkie lub kompresowalne (tzn. takie, których wi¦kszo±¢

wspóªrz¦dnych jest równa lub bliska zeru), przyczyniªy si¦ do powstania teorii oszcz¦dnego

próbkowania (ang. compressed sensing lub compressive sampling). Jej autorstwo przypisu-

je si¦ Emmanuelowi Candèsowi, który wraz m.in. z Justinem Rombergiem i Terencem Tao

opisaª wªasno±ci macierzy pomiarowych (rzeczywistych lub zespolonych), które umo»liwiaj¡

dokªadn¡ rekonstrukcj¦ pewnej klasy sygnaªów z niewielkiej ilo±ci liniowych pomiarów [7, 9].

Od pocz¡tku jej istnienia, dziedzina oszcz¦dnego próbkowania dynamicznie si¦ rozwija,

anga»uj¡c do pracy zarówno matematyków jak i in»ynierów i znajduj¡c coraz to nowsze zasto-

sowania praktyczne, jak i motywuj¡c do rozwa»a« teoretycznych. Dotychczas uwaga naukow-

ców skupiona byªa przede wszystkim na przypadku sygnaªów i pomiarów o wspóªrz¦dnych

rzeczywistych lub zespolonych. Zacz¦ªy pojawia¢ si¦ jednak prace [27], których autorzy prze-

prowadzaj¡ symulacje numeryczne sugeruj¡ce, »e metody oszcz¦dnego próbkowania mog¡

by¢ z powodzeniem stosowane do badania sygnaªów o wspóªrz¦dnych w pier±cieniu kwater-

nionów H (czasami nazywanym ciaªem nieprzemiennym), tzn. liczb postaci

r0 + r1i + r2j + r3k,

gdzie i, j oraz k s¡ trzema jednostkami urojonymi. Zgodnie z nasz¡ wiedz¡, do tej pory jednak

nie pojawiªy si¦ prace teoretyczne, które wyja±niaªyby sukces tych eksperymentów.

Uogólnienie wyników na przypadek kwaternionowy mo»e mie¢ du»e znaczenie, ze wzgl¦du

na liczne zastosowania kwaternionów. Obok klasycznych zastosowa« w mechanice kwanto-

wej i do opisu obrotów bryª sztywnych w gra�ce komputerowej [1], kwaterniony znalazªy

zastosowanie równie» w dziedzinie przetwarzania sygnaªów. Struktura kwaternionów (trzy
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ró»ne jednostki urojone) pozwala na wykorzystanie ich do opisu obrazów kolorowych [21].

Cz¦±¢ urojona kwaternionu mo»e by¢ interpretowana jako trzy skªadowe kolorowe w obrazie

RGB (czerwony, zielony i niebieski). M.in. z tego powodu kwaterniony znalazªy zastosowanie

w �ltrowaniu obrazów [22], dopaswyowaniu wzorców [18], wykrywaniu kraw¦dzi [11] czy te»

znakowaniu wodnym [26].

Celem tej pracy jest uogólnienie teorii oszcz¦dnego próbkowania, znanej dla sygnaªów

i pomiarów o wspóªrz¦dnych rzeczywistych lub zespolonych, na przypadek kwaternionowy.

Na pocz¡tek zaprezentujemy podstawowe de�nicje i twierdzenia, które stanowi¡ podstaw¦

klasycznej teorii oszcz¦dnego próbkowania. Wprowadzimy nast¦pnie algebr¦ kwaternionów

i opiszemy jej najistotniejsze wªasno±ci, wa»ne z punktu widzenia dalszych rozdziaªów, by

pó¹niej móc skupi¢ si¦ na najwa»niejszym elemencie pracy, tzn. udowodnieniu twierdze« gwa-

rantuj¡cych wiern¡ rekonstrukcj¦ pewnych klas sygnaªów kwaternionowych z niewielkiej ilo±ci

pomiarów kwaternionowych. Warto doda¢, »e jest to pierwszy tego typu wynik rozszerzaj¡cy

teori¦ oszcz¦dnego próbkowania na przypadek kwaternionowy. Zajmiemy si¦ równie» analiz¡

pewnych macierzy pomiarowych, które z du»ym prawdopodobie«stwem speªniaj¡ zaªo»enia

dowodzonych twierdze«, a prac¦ podsumujemy kilkoma eksperymentami numerycznymi, któ-

re zilustruj¡ omawian¡ teori¦ i wska»¡ perspektywy zastosowania jej w praktyce.

1.2. Oszcz¦dne próbkowanie � przypadek rzeczywisty

W pierwszej kolejno±ci zajmiemy si¦ przypadkiem wektorów o wspóªrz¦dnych rzeczywistych,

tzn. wektorami x ∈ Rn. Jednym z najwa»niejszych poj¦¢ teorii oszcz¦dnego próbkowania jest

poj¦cie no±nika wektora (tzn. zbioru indeksów jego niezerowych wspóªrz¦dnych) i wektora

s-rzadkiego (tzn. takiego, który ma co najwy»ej s niezerowych wspóªrz¦dnych). Formalne de-

�nicje tych poj¦¢ w naturalny sposób uogólniaj¡ si¦ na przypadek wektorów o wspóªrz¦dnych

zespolonych i kwaternionowych i zostan¡ podane w Rozdziale 3.

Rozwa»my problem rekonstrukcji sygnaªu rzadkiego x ∈ Rn z jego liniowych pomiarów

y = Φx ∈ Rn,

gdzie Φ ∈ Rm×n. Interesuje nas w szczególno±ci pytanie, jakie wªasno±ci powinna mie¢ ma-

cierz Φ, aby istniaªa mo»liwo±¢ dokªadnego zrekonstruowania sygnaªu, a tak»e jaka jest efek-
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tywna metoda rekonstrukcji. Okazuje si¦ [8], »e przy pewnych zaªo»eniach dotycz¡cych ma-

cierzy Φ (o których powiemy w dalszej cz¦±ci rozdziaªu) dowolny s-rzadki sygnaª x ∈ Rn

mo»na jednoznacznie odtworzy¢ z pomiarów y = Φx ∈ Rm, m < n, rozwi¡zuj¡c zagadnienie

minimalizacji `1, tzn.

arg min
z∈Rn

‖z‖1 pod warunkiem Φz = y, (PR−R,0)

gdzie ‖z‖1 =
n∑
i=1
|zi| dla z = (z1, . . . , zn)T oraz

arg min
x

f(x) = {x : ∀y f(y)  f(x)},

tzn. arg min
x

f(x) oznacza zbiór tych argumentów x, dla których funkcja f osi¡ga swoje mi-

nimum.

W praktycznych zastosowaniach problem (PR−R,0) wymaga pewnej mody�kacji. Dane po-

miarowe, jakimi dysponujemy zazwyczaj nie s¡ dokªadne, ale obarczone pewnym bª¦dem

e = Φx − y. Zakªadamy jednak, »e jeste±my w stanie oszacowa¢ norm¦ `2 tego bª¦du,

tzn. ‖e‖2 ¬ η dla pewnego ustalonego η  0, gdzie ‖e‖2 =
(
m∑
i=1
|ei|2

)1/2

, e = (e1, . . . , em)T .

Problem minimalizacji sprowadza si¦ wówczas do rozwi¡zania zagadnienia

arg min
z∈Rn

‖z‖1 pod warunkiem ‖Φz− y‖2 ¬ η. (PR−R,η)

Oczywi±cie w tym przypadku nie mamy mo»liwo±ci dokªadnego zrekonstruowania wektora x,

ale okazuje si¦, »e mo»emy przybli»y¢ warto±ci jego wspóªrz¦dnych z bª¦dem, którego nor-

m¦ mo»na oszacowa¢ w sposób zale»ny od η. Taki proces nazywamy stabiln¡ rekonstrukcj¡

wektora z danych pomiarowych.

Jednym z warunków, który pozwala na stabiln¡ rekonstrukcj¦ wektorów z danych obar-

czonych bª¦dem pomiarowym jest tzw. wªasno±¢ ograniczonej izometrii. Jest to poj¦cie wpro-

wadzone przez Emmanuela Candèsa i Terence'a Tao w jednej z pierwszych prac po±wi¦conych

teorii oszcz¦dnego próbkowania [8]. Od tamtego czasu jest nieustannie rozwijane � wci¡» pro-

wadzone s¡ prace, które prowadz¡ do uzyskania lepszych oszacowa« na staªe, które wyst¦puj¡

w gªównym twierdzeniu tej teorii [6], a tak»e do wykazania, »e pewne macierze pomiarowe

speªniaj¡ ten warunek.
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De�nicja 1.1. Niech s ∈ N, s  1, oraz Φ ∈ Rm×n. Mówimy, »e macierz Φ ma wªasno±¢

s-ograniczonej izometrii (ang. s-restricted isometry property - RIP) ze staª¡ δs  0, je±li

(1− δs) ‖x‖2
2 ¬ ‖Φx‖2

2 ¬ (1 + δs) ‖x‖2
2 (1.2)

dla wszystkich s-rzadkich wektorów x ∈ Rn. Najmniejsz¡ liczb¦ δs  0 speªniaj¡c¡ powy»szy

warunek nazywamy staª¡ s-ograniczonej izometrii (ang. s-restricted isometry constant).

Powy»sz¡ de�nicj¦ mo»na uogólni¢ na wektory o wspóªrz¦dnych zespolonych i kwater-

nionowych (De�nicja 3.2). Przyj¦ªo si¦ równie» potocznie mówi¢, »e macierz Φ ma wªasno±¢

ograniczonej izometrii, je±li δs jest maªe dla odpowiednio du»ych s. Okazuje si¦, »e speªnienie

warunku ograniczonej izometrii z odpowiednio maª¡ staª¡ gwarantuje stabiln¡ rekonstrukcj¦

wektorów (niekoniecznie rzadkich) z zaszumionych pomiarów. Mówi o tym poni»sze twier-

dzenie, przytoczone za Candèsem [6], które byªo obiektem rozwa»a« w pracy licencjackiej

Autora.

Twierdzenie 1.1. Niech macierz Φ ∈ Rm×n speªnia wªasno±¢ 2s-graniczonej izometrii ze

staª¡ δ2s <
√

2 − 1 i niech η  0. Wówczas dla dowolnego wektora x ∈ Rn oraz wektora

y = Φx + e takiego, »e ‖e‖2 ¬ η, rozwi¡zanie x# problemu

arg min
z∈Rn

‖z‖1 pod warunkiem ‖Φz− y‖2 ¬ η (PR−R,η)

speªnia nierówno±¢

‖x# − x‖2 ¬
C0√
s

∥∥∥x− x|s
∥∥∥

1
+ C1η (1.3)

ze staªymi

C0 = 2 ·
1 +

(√
2 − 1

)
δ2s

1−
(√

2 + 1
)
δ2s

, C1 =
4
√

1 + δ2s

1−
(
1 +
√

2
)
δ2s

,

gdzie x|s oznacza najlepsze s-rzadkie przybli»enie wektora x, tzn. wektor powstaªy z wektora x

poprzez pozostawienie jego s najwi¦kszych co do moduªu wspóªrz¦dnych oraz wyzerowanie

pozostaªych.

Jak wida¢ z powy»szego twierdzenia, je±li δ2s <
√

2 −1, wektor x ∈ Rn jest s-rzadki, a po-

miary dokªadne (tzn. η = 0), to rekonstrukcja w wyniku minimalizacji `1 jest jednoznaczna

i w jej wyniku odzyskujemy wektor x. Pozostaje jednak pytanie, jakie macierze pomiarowe Φ
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speªniaj¡ ten warunek, a tak»e czy zaªo»enie δ2s <
√

2 −1 jest optymalne, tzn. jak du»a musi

by¢ staªa δ2s, by nie byªa mo»liwa stabilna rekonstrukcja wszystkich wektorów x. W dalszej

cz¦±ci pracy sformuªujemy i udowodnimy analogiczny wynik dla przypadku ogólniejszego,

tzn. dla macierzy pomiarowych i wektorów o wspóªrz¦dnych w algebrze kwaternionów.



Rozdziaª 2

Algebra kwaternionów

Zanim przejdziemy do uogólnienia przytoczonych w poprzednim rozdziale wyników zwi¡-

zanych z oszcz¦dnym próbkowaniem na algebr¦ kwaternionów, musimy j¡ zde�niowa¢ oraz

pokaza¢ pewne jej wªasno±ci. Jest ona rozszerzeniem ciaªa liczb zespolonych, a za dat¦ jej

powstania uwa»a si¦ rok 1843, kiedy Sir William R. Hamilton, uderzony swoim odkryciem,

wyryª w kamieniu na mo±cie Broome w Dublinie sªynny napis

i2 = j2 = k2 = ijk = −1,

de�niuj¡cy reguªy mno»enia kwaternionów [25].

2.1. Podstawowe poj¦cia i wªasno±ci

Niech H = {1, i, j,k} oznacza baz¦ w 4-wymiarowej przestrzeni wektorowej H nad ciaªem R.

Zde�niujmy mno»enie w H wedªug równo±ci

i2 = j2 = k2 = ijk = −1, (2.1)

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j. (2.2)

Mo»na ªatwo zauwa»y¢, »e równo±ci (2.2) wynikaj¡ wprost z (2.1). Reguªy mno»enia wy-

godnie jest zapisa¢ równie» w postaci tabeli (patrz Tabela 2.1). Wprost z de�nicji wynika,

»e mno»enie elementów z algebry H jest rozdzielne wzgl¦dem dodawania, a mno»enie przez
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skalary (tzn. przez liczby rzeczywiste) jest przemienne, tzn.

∀x,y,z∈H x(y + z) = xy + xz, (y + z)x = yx+ zx, (2.3)

∀x,y∈H, λ∈R x(λy) = (λx)y = λ(xy). (2.4)

· 1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j −i −1

Tabela 2.1: Reguªy mno»enia w algebrze kwaternionów.

De�nicja 2.1. Elementy przestrzeni H wraz z operacjami algebraicznymi H jako przestrze-

ni wektorowej nad ciaªem R oraz mno»eniem zde�niowanym równo±ciami (2.1) nazywamy

(rzeczywistymi) kwaternionami. Elementy i, j,k b¦dziemy nazywa¢ kolejnymi jednostkami

urojonymi.

Symbolu H u»ywamy ze wzgl¦dów historycznych, dla upami¦tnienia W. R. Hamiltona,

twórcy kwaternionów. Kwaterniony q ∈ H b¦dziemy zapisywa¢ w postaci

q = r0 + r1i + r2j + r3k, r0, . . . , r3 ∈ R. (2.5)

Kwaterniony, dla których przynajmniej jedna z liczb r0, . . . , r3 jest równa 0 b¦dziemy zapisy-

wa¢ pomijaj¡c odpowiedni¡ jednostk¦ urojon¡ (lub liczb¦ rzeczywist¡). Wektor zerowy, tzn.

taki »e r0 = . . . = r3 = 0 b¦dziemy zapisywa¢ jako 0.

Kwaterniony stanowi¡ uogólnienie liczb zespolonych, zatem w sposób naturalny rozsze-

rzaj¡ si¦ na nie równie» poj¦cia cz¦±ci rzeczywistej i urojonej, a tak»e sprz¦»enie.

De�nicja 2.2. Niech q ∈ H b¦dzie postaci (2.5). Liczb¦ r0 ∈ R nazywamy cz¦±ci¡ rzeczywist¡

(skalarn¡) kwaternionu, natomiast r1i + r2j + r3k nazywamy cz¦±ci¡ urojon¡ (wektorow¡)

kwaternionu. Wprowadzamy oznaczenie

Re(q) := r0, Im(q) := r1i + r2j + r3k.

Kwaterniony q ∈ H takie, »e Re(q) = 0 nazywamy czystymi kwaternionami.
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Zazwyczaj, gdy nie b¦dzie budziªo to w¡tpliwo±ci, b¦dziemy stosowa¢ zapis wektorowy

q := Im(q). Wówczas q = r0 + q. Zauwa»my, »e q mo»emy uto»samia¢ z wektorem w prze-

strzeni R3.

De�nicja 2.3. Niech q = r0 + r1i + r2j + r3k ∈ H. Sprz¦»eniem kwaternionowym nazywamy

funkcj¦

· : H→ H; q := Re(q)− Im(q) = r0 − r1i− r2j− r3k.

Z bezpo±redniego rachunku wynikaj¡ wªasno±ci zebrane w poni»szym fakcie.

Fakt 2.1. Niech q ∈ H. Zachodz¡ poni»sze wzory:

Re(q) =
q + q

2
, Im(q) =

q − q
2

, (2.6)

q = −1
2

(q + iqi + jqj + kqk) . (2.7)

Poniewa» uto»samiamy algebr¦ H z przestrzeni¡ R4, to naturalnym jest wprowadzenie

de�nicji normy kwaternionu tak jak wprowadza si¦ poj¦cie normy dla dowolnych rzeczywi-

stych przestrzeni n-wymiarowych. W ten sam sposób wprowadza si¦ norm¦ liczb zespolonych

(uto»samianych z przestrzeni¡ R2). Z tego uto»samienia wynika natychmiast prawdziwo±¢

Faktu 2.2, a przeprowadzaj¡c bezpo±redni rachunek otrzymujemy dowód Faktu 2.3.

De�nicja 2.4. Niech q ∈ H b¦dzie postaci (2.5). Norm¡ kwaternionow¡ nazywamy funkcj¦

|·| : H→ R+ ∪ {0}; |q| :=
√
r2

0 + r2
1 + r2

2 + r2
3 .

Kwaterniony q ∈ H takie, »e |q| = 1 nazywamy kwaternionami jednostkowymi.

Fakt 2.2. Niech q, q1, q2 ∈ H, λ ∈ R. Wówczas

(a) |q| = 0 ⇔ q = 0,

(b) |λ · q| = |λ| · |q|,

(c) |q1 + q2| ¬ |q1|+ |q2|.

Fakt 2.3. Niech q ∈ H. Wówczas

(a) |q|2 = q · q = q · q,

(b) |q| = |q| = |−q|.
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Twierdzenie 2.1. Niech q ∈ H b¦dzie taki, »e Re(q) = 0 (tzn. q = q). Wówczas

q2 = − |q|2 .

Dowód. Niech q ∈ H, Re(q) = 0. Zauwa»my, »e wówczas q = −q. St¡d

q2 = q · q = −q · q = − |q|2 ,

co ko«czy dowód.

Z Twierdzenia 2.1 wynika, »e równanie

q2 = −1 (2.8)

ma niesko«czenie wiele rozwi¡za«. Jest to znaczna ró»nica w stosunku do ciaªa liczb ze-

spolonych, w którym ka»dy wielomian n-tego stopnia ma dokªadnie n pierwiastków (licz¡c

z krotno±ciami). W przypadku algebry kwaternionów, rozwi¡zaniem równania (2.8) jest caªa

sfera jednostkowa w R3 (tzn. wszystkie kwaterniony jednostkowe o zerowej cz¦±ci rzeczywi-

stej).

Dziaªania w ciele liczb zespolonych maj¡ wiele wªasno±ci znanych nam z ciaªa liczb rzeczy-

wistych. Kwaterniony natomiast tworz¡ nieprzemienn¡ algebr¦ 4-ego rz¦du nad ciaªem liczb

rzeczywistych. W ogólno±ci q1 · q2 6= q2 · q1. Jest to jednak algebra ª¡czna, tzn. dla wszystkich

q1, q2, q3 ∈ H zachodzi q1 · (q2 · q3) = (q1 · q2) · q3. Zachodzi równie» poni»szy fakt, którego

dowód wynika z bezpo±redniego rachunku.

Fakt 2.4. Niech q1, q2 ∈ H. Wówczas

(a) q1 · q2 = q2 · q1,

(b) |q1 · q2| = |q1| · |q2|.

Tak jak w przypadku ciaªa liczb rzeczywistych i zespolonych, w algebrze kwaternionów

mamy równie» zde�niowane poj¦cie elementu odwrotnego, o czym mówi poni»szy fakt.

Fakt 2.5. Dla dowolnego niezerowego kwaternionu q ∈ H istnieje dokªadnie jeden element

odwrotny q−1 ∈ H, tzn. taki »e

q · q−1 = q−1 · q = 1.

Wówczas q−1 =
q

|q|2
i dla q1, q2 ∈ H, q1, q2 6= 0, zachodzi wzór

(q1 · q2)−1 = q−1
2 · q−1

1 . (2.9)
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Widzimy zatem, »e mo»emy jednoznacznie zde�niowa¢ dzielenie kwaternionów. Nieprze-

mienno±¢ mno»enia sprawia jednak, »e nale»y zde�niowa¢ zarówno dzielenie prawe jak i lewe,

tzn. dla q1, q2 ∈ H, q2 6= 0, de�niujemy

q1/q2 := q1q
−1
2 =

q1 · q2

|q2|2
, q2\q1 := q−1

2 q1 =
q2 · q1

|q2|2
.

Kwaterniony s¡ wi¦c algebr¡ z dzieleniem (ang. division algebra). Podsumowuj¡c, algebra

kwaternionów speªnia wszystkie aksjomaty ciaªa, poza przemienno±ci¡ mno»enia. Czasami

nazywa si¦ j¡ w zwi¡zku z tym ciaªem nieprzemiennym.

2.2. Kwaternionowe przestrzenie wektorowe

Podobnie jak w przypadku rzeczywistym i zespolonym, rozwa»amy n-wymiarowe moduªy

prawostronne Hn nad pier±cieniem H, tzn. algebry, w których (Hn,+) tworzy grub¦ abelow¡,

a mno»enie · : Hn ×H→ Hn ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

∀x,y∈Hn, q∈H (x + y) · q = x · q + y · q,

∀x∈Hn, q,r∈H x · (q + r) = x · q + y · r,

∀x∈Hn, q,r∈H x · (q · r) = (x · q) · r,

∀x∈Hn x · 1 = x.

Poniewa» pier±cie« H nie jest ciaªem, moduª prawostronny Hn nad H nie jest przestrzeni¡

wektorow¡. Jednak ze wzgl¦du na to, »e pier±cie« H czasem nazywa si¦ ciaªem nieprzemien-

nym, przyj¦ªo si¦ równie» nazywa¢ moduª prawostronny Hn nad pier±cieniem H prawostronn¡

przestrzeni¡ wektorow¡. W analogiczny sposób de�niuje si¦ moduª lewostronny (de�niuj¡c

mno»enie · : H×Hn → Hn) i potocznie nazywa go lewostronn¡ przestrzeni¡ wektorow¡.

Niech x b¦dzie wektorem w n-wymiarowej przestrzeni Hn, n ∈ N. B¦dziemy interpretowa¢

wektory jako jednokolumnowe macierze x ∈ Hn×1, tzn.

x = (x1, x2, . . . , xn)T , x1, x2, . . . , xn ∈ H,

gdzie T oznacza transpozycj¦ macierzy. Ka»da kwaternionowa macierz reprezentuje prze-

ksztaªcenie liniowe (na przestrzeni prawostronnej nad H)

Φ : Hn → Hm,
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które ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

∀x,y∈Hn, q∈H Φ(x + y) = Φx + Φy, Φ(xq) = (Φx)q.

Stosuj¡c notacj¦ analogiczn¡ jak dla liczb zespolonych, wprowadzamy równie» poj¦cie

hermitowskiego sprz¦»enia macierzy kwaternionowej Φ ∈ Hm×n jako Φ∗ = ΦT
. Oczywi±cie

Φ∗∗ = Φ. Ponadto, z bezpo±redniego rachunku otrzymujemy równie» wªasno±ci sprz¦»enia

hermitowskiego, uj¦te w postaci poni»szego faktu.

Fakt 2.6. Niech Φ ∈ Hm×n, Ψ ∈ Hn×k, x ∈ Hn i q ∈ H. Wówczas

(Φq)∗ = qΦ∗, (qΦ)∗ = Φ∗q, (Φx)∗ = x∗Φ∗, (ΦΨ)∗ = Ψ∗Φ∗.

Poniewa» kwaterniony s¡ uogólnieniem liczb zespolonych, naturalnym podej±ciem jest

wprowadzenie funkcji maj¡cej wªasno±ci iloczynu skalarnego przestrzeni Hn, tak jak miaªo to

miejsce w Rn czy Cn.

Wprowad¹my funkcj¦

〈·, ·〉 : Hn ×Hn → H; 〈x,y〉 = y∗x =
n∑
k=1

ykxk, (2.10)

gdzie x = (x1, . . . , xn)T ,y = (y1, . . . , yn)T ∈ Hn. St¡d równie» wyprowadzamy wzór na norm¦

`2 wektora kwaternionowego

‖x‖2 =
√
〈x,x〉 =

√√√√ n∑
k=1

xkxk =

√√√√ n∑
k=1

|xk|2 (2.11)

dla dowolnego x = (x1, . . . , xn)T ∈ Hn.

Uwaga 2.1. Funkcj¦, która (jak si¦ oka»e) speªnia aksjomaty iloczynu skalarnego, mo»na

wprowadzi¢ równie» dla lewej przestrzeni wektorowej Hn, de�niuj¡c

(·, ·) : Hn ×Hn → H; (x,y) = xTy =
n∑
k=1

xkyk,

jednak wi¡»e si¦ to z trudno±ciami przy de�niowaniu operatora sprz¦»onego. Dlatego w dal-

szej cz¦±ci pracy zajmowa¢ si¦ b¦dziemy gªównie iloczynem skalarnym zde�niowanym wzo-

rem (2.10).
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Twierdzenie 2.2. Funkcja 〈·, ·〉 speªnia aksjomaty iloczynu skalarnego.

Dowód. Niech x = (x1, . . . , xn)T ,y = (y1, . . . , yn)T , z = (z1, . . . , zn)T ∈ Hn oraz q ∈ H.

Wówczas

� 〈x,y〉 =
n∑
k=1

ykxk =
n∑
k=1

ykxk =
n∑
k=1

xkyk = 〈y,x〉 ,

� 〈xq,y〉 =
n∑
k=1

ykxkq =
(

n∑
k=1

ykxh

)
q = 〈x,y〉 q ,

� 〈x + y, z〉 =
n∑
k=1

zk(xk + yk) =
n∑
k=1

zkxk +
n∑
k=1

zkyk = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 ,

� 〈x,x〉 =
n∑
k=1

xkxk =
n∑
k=1

|xk|2 = ‖x‖2
2  0 ,

� 〈x,x〉 = ‖x‖2
2 = 0 ⇔ x = 0.

Ko«czy to dowód.

Wniosek 2.1. Funkcja ‖·‖2 speªnia aksjomaty normy.

Warto zauwa»y¢, »e dla x,y ∈ Hn i q ∈ H zachodzi równie» wªasno±¢ 〈x,yq〉 = q 〈x,y〉.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e funkcja 〈·, ·〉 nie jest iloczynem skalarnym w klasycznym sensie

ze wzgl¦du na fakt, »e H nie jest ciaªem. Speªnia jednak wszystkie spodziewane wªasno±ci,

ponadto prawdziwe s¡ odpowiedniki nierówno±ci Cauchy'ego-Schwarza i równo±ci polaryza-

cyjnej, znane z analizy rzeczywistych i zespolonych przestrzeni wektorowych, o czym mówi¡

dwa poni»sze twierdzenia.

Twierdzenie 2.3 (Nierówno±¢ Cauchy'ego-Schwarza). Dla dowolnych x,y ∈ Hn zachodzi

|〈x,y〉| ¬ ‖x‖2 · ‖y‖2 . (2.12)

Dowód. Dowód przebiega tak samo jak dowód analogicznego twierdzenia dla przestrzeni rze-

czywistych i zespolonych. Niech x,y ∈ Hn oraz q ∈ H. Je±li y = 0, to nierówno±¢ jest

speªniona, zatem zaªó»my, »e ‖y‖2 > 0. Z Twierdzenia 2.2 otrzymujemy, »e

0 ¬ 〈x− yq,x− yq〉 = 〈x,x〉 − 〈y,x〉 q − q 〈x,y〉 − q 〈y,y〉 q

= ‖x‖2
2 − 〈x,y〉q − q 〈x,y〉+ |q|2 ‖y‖2

2 .

Kªad¡c q = 〈x,y〉
‖y‖22

otrzymujemy

0 ¬ ‖x‖2
2 −
〈x,y〉 〈x,y〉
‖y‖2

2

− 〈x,y〉 〈x,y〉
‖y‖2

2

+
|〈x,y〉|2

‖y‖2
2

= ‖x‖2
2 −
|〈x,y〉|2

‖y‖2
2

,

co ko«czy dowód.
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Twierdzenie 2.4 (Równo±¢ polaryzacyjna I). Dla dowolnych x,y ∈ Hn zachodzi wzór

〈x,y〉 =
1
4

(
‖x + y‖2

2 − ‖x− y‖2
2

)
+

i
4

(
‖x + yi‖2

2 − ‖x− yi‖2
2

)
+

j
4

(
‖x + yj‖2

2 − ‖x− yj‖2
2

)
+

k
4

(
‖x + yk‖2

2 − ‖x− yk‖2
2

)
. (2.13)

Dowód. Niech x = (x1, . . . , xn)T , y = (y1, . . . , yn)T ∈ Hn. Rozwa»my cz¦±¢ rzeczywist¡

prawej strony wzoru. Otrzymujemy

‖x + y‖2 − ‖x− y‖2 =
n∑
k=1

(
(xk + yk)(xk + yk)− (xk − yk)(xk − yk)

)
=

n∑
k=1

(
xkxk + ykxk + xkyk + ykyk − xkxk + ykxk + xkyk − ykyk

)
= 2

n∑
k=1

(
ykxk + xkyk

)
= 2

(
〈x,y〉+ 〈y,x〉

)
= 2

(
〈x,y〉+ 〈x,y〉

)
= 4 Re (〈x,y〉) .

Zbadajmy wspóªczynnik przy jednostce urojonej i po prawej stronie wzoru (2.13). Mamy

‖x + yi‖2 − ‖x− yi‖2 =
n∑
k=1

((
xk + yki

)
(xk + yki)−

(
xk − yki

)
(xk − yki)

)
=

n∑
k=1

(
xkxk + xkyki + ykixk + ykiyki− xkxk + xkyki + ykixk − ykiyki

)
= 2

n∑
k=1

(
xkyki− iykxk

)
= −2

(
〈x,y〉 i− i 〈y,x〉

)
= −2

(
〈x,y〉 i− i〈x,y〉

)
.

Analogicznie, dla pozostaªych jednostek urojonych dostajemy

‖x + yj‖2
2 − ‖x− yj‖2

2 = −2
(
〈x,y〉 j− j〈x,y〉

)

oraz

‖x + yk‖2
2 − ‖x− yk‖2

2 = −2
(
〈x,y〉k− k〈x,y〉

)
.

Mno»¡c lewe strony uzyskanych równo±ci odpowiednio przez i, j,k oraz dodaj¡c je stronami
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otrzymujemy, »e

i
(
‖x + yi‖2

2 − ‖x− yi‖2
2

)
+ j

(
‖x + yj‖2

2 − ‖x− yj‖2
2

)
+ k

(
‖x + yk‖2

2 − ‖x− yk‖2
2

)
= −2 (i 〈x,y〉 i + j 〈x,y〉 j + k 〈x,y〉k)− 6〈x,y〉

= −2
(
−2〈x,y〉 − 〈x,y〉

)
− 6〈x,y〉

= 2 〈x,y〉 − 2〈x,y〉 = 4 Im (〈x,y〉) ,

gdzie skorzystali±my z Faktu 2.1. Ko«czy to dowód.

Dla funkcji zde�niowanej w Uwadze 2.1 mamy analogiczn¡ posta¢ równo±ci polaryzacyjnej

dla lewej kwaternionowej przestrzeni wektorowej, tzn.

(x,y) =
1
4

(
‖x + y‖2

2 − ‖x− y‖2
2

)
+

i
4

(
‖x + iy‖2

2 − ‖x− iy‖2
2

)
+

j
4

(
‖x + jy‖2

2 − ‖x− jy‖2
2

)
+

k
4

(
‖x + ky‖2

2 − ‖x− ky‖2
2

)
.

Równo±¢ polaryzacyjn¡ mo»na zapisa¢ równie» korzystaj¡c z innej postaci kwaternionu.

Dowolny niezerowy kwaternion q ∈ H mo»na zapisa¢ w postaci

q = x+ µy, (2.14)

gdzie x, y ∈ R, y  0, a µ ∈ H jest czystym jednostkowym kwaternionem, tzn. takim, »e

Reµ = 0 i ‖µ‖ = 1. Poni»szy lemat pozwoli nam na udowodnienie drugiej postaci równo±ci

polaryzacyjnej.

Lemat 2.1. Niech q = x+µy ∈ H, gdzie x, y ∈ R, y  0, a µ ∈ H jest czystym jednostkowym

kwaternionem. Wówczas

µ q µ = q, µ q µ = q. (2.15)

Dowód. Z przemienno±ci mno»enia kwaternionów przez liczby rzeczywiste mamy

µ q µ = µ (x+ µy)µ = µxµ+ µµy µ = x |µ|2 + |µ|2 y µ = x+ µy = q.

Drug¡ równo±¢ udowadniamy analogicznie.
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Twierdzenie 2.5 (Równo±¢ polaryzacyjna II). Niech x,y ∈ Hn i oznaczmy

〈x,y〉 = x0 + µy0,

gdzie x0, y0 ∈ R, y0  0 oraz µ jest czystym jednostkowym kwaternionem. Wówczas zachodzi

wzór

〈x,y〉 =
1
4

(
‖x + y‖2

2 − ‖x− y‖2
2

)
+
µ

4

(
‖x + yµ‖2

2 − ‖x− yµ‖2
2

)
. (2.16)

Dowód. Posta¢ cz¦±ci rzeczywistej otrzymujemy w identyczny sposób jak w przypadku Twier-

dzenia 2.4. Aby wyznaczy¢ posta¢ cz¦±ci urojonej zauwa»my, »e

‖x + yµ‖2
2 = ‖x‖2

2 + 〈x,y〉µ− µ 〈x,y〉+ ‖y‖2
2 ,

‖x− yµ‖2
2 = ‖x‖2

2 − 〈x,y〉µ+ µ 〈x,y〉+ ‖y‖2
2 ,

co wynika z faktu, »e dla µ ∈ H takich, »e Reµ = 0 zachodzi µ = −µ. Z Lematu 2.1

otrzymujemy ostatecznie

µ
(
‖x + yµ‖2

2 − ‖x− yµ‖2
2

)
= 2µ 〈x,y〉µ− 2µ2 〈x,y〉 = −2µ 〈x,y〉µ+ 2 〈x,y〉

= −2〈x,y〉+ 2 〈x,y〉 = 2
(
〈x,y〉 − 〈x,y〉

)
= 4 Im (〈x,y〉) .

Ko«czy to dowód.

Tak jak w przypadku pierwszej równo±ci polaryzacyjnej, reprezentacj¦ dan¡ Twierdze-

niem 2.5 mo»na sformuªowa¢ dla funkcji z Uwagi 2.1. Przyjmuje ona wówczas posta¢

(x,y) =
1
4

(
‖x + y‖2

2 − ‖x− y‖2
2

)
+
µ

4

(
‖x + µy‖2

2 − ‖x− µy‖2
2

)
.

Dzi¦ki temu otrzymujemy reprezentacj¦ iloczynu skalarnego dla lewych kwaternionowych

przestrzeni wektorowych. Reprezentacje dane Twierdzeniami 2.4 i 2.5 mo»na znale¹¢ w lite-

raturze [19], ale zostaªy równie» niezale»nie wyprowadzone przez Autora tej pracy.

Poj¦ciami bezpo±rednio zwi¡zanymi z przeksztaªceniami liniowymi w przestrzeniach rze-

czywistych lub zespolonych s¡ warto±ci wªasne oraz wektory wªasne. W przypadku macierzy

kwaternionowych pojawia si¦ problem zwi¡zany z tym, »e mno»enie kwaternionów nie jest

przemienne. Musimy w zwi¡zku z tym rozwa»a¢ dwa ró»ne problemy wªasne dla macierzy

kwaternionowych.
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De�nicja 2.5. Niech Φ ∈ Hn×n. Niezerowy wektor x ∈ Hn nazywamy prawym wektorem

wªasnym macierzy Φ, je±li istnieje λ ∈ H taka, »e

Φx = xλ. (2.17)

Liczb¦ λ nazywamy wówczas praw¡ warto±ci¡ wªasn¡ macierzy Φ. Analogicznie, niezerowy

wektor x ∈ H jest lewym wektorem wªasnym macierzy Φ, je±li istnieje λ ∈ H taka, »e

Φx = λx

i liczb¦ λ nazywamy lew¡ warto±ci¡ wªasn¡ macierzy Φ.

Zanim podamy pewne wªasno±ci warto±ci wªasnych macierzy kwaternionowych, nale»y

wprowadzi¢ jeszcze poj¦cie równowa»no±ci kwaternionów. B¦dziemy mówi¢, »e dwa kwater-

niony λ1, λ2 ∈ H s¡ równowa»ne, je±li istnieje niezerowy kwaternion q ∈ H taki, »e

λ1 = q−1λ2q.

Okazuje si¦, »e dwa wprowadzone wy»ej problemy wªasne musz¡ by¢ traktowane od-

dzielnie i w zupeªnie inny sposób. W przeciwie«stwie do lewych warto±ci wªasnych, prawe

warto±ci wªasne macierzy kwaternionowych s¡ dobrze poznane. Mówi¡ o tym dwa poni»sze

twierdzenia, przytoczone za [19, 29].

Twierdzenie 2.6. Niech Φ ∈ Hn×n. Wówczas

(a) Φ ma co najmniej jedn¡ lew¡ warto±¢ wªasn¡;

(b) Φ ma dokªadnie n (razem z krotno±ciami i z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci kwater-

nionów) prawych warto±ci wªasnych i wszystkie s¡ liczbami zespolonymi o nieujemnych

cz¦±ciach urojonych.

Pisz¡c w powy»szym twierdzeniu o liczbach zespolonych mamy na my±li liczby postaci

r0 + r1i, ale tak»e r0 + r1j lub r0 + r1k. Liczby te s¡ parami równowa»ne, poniewa»

r0 + r1j = qk · (r0 + r1i) · q−1
k dla qk = 1 + k,

r0 + r1k = q−1
j · (r0 + r1i) · qj dla qj = 1 + j.
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Szczególnym przypadkiem s¡ tzw. macierze hermitowskie tzn. macierze Ψ ∈ Hn×n takie,

»e Ψ = Ψ∗. Otrzymujemy wówczas ciekawy rezultat, znany równie» dla macierzy zespolonych,

przytoczony za [19].

Twierdzenie 2.7. Niech Ψ ∈ Hn×n b¦dzie taka, »e Ψ = Ψ∗. Wówczas

(a) Ψ ma dokªadnie n (razem z krotno±ciami) warto±ci wªasnych λ1, . . . , λn, które s¡ licz-

bami rzeczywistymi;

(b) prawe wektory wªasne xk i x` odpowiadaj¡ce ró»nym warto±ciom wªasnym λk i λ` s¡

ortogonalne, tzn. 〈xk,x`〉 = 0;

(c) istnieje baza w Hn, e1, . . . , en, zªo»ona z wektorów wªasnych macierzy Ψ, która jest

ortonormalna, tzn. 〈ek, e`〉 = 0 dla k 6= ` oraz 〈ek, ek〉 = 1.

Zauwa»my, »e w przypadku macierzy hermitowskich nie ma potrzeby rozró»niania pra-

wych i lewych warto±ci wªasnych. Powy»szy wynik pozwoli na wyprowadzenie odpowiednich

wªasno±ci norm operatorowych mi¦dzy przestrzeniami `p i `q.

Dotychczas rozwa»ali±my prawe (lub lewe) kwaternionowe przestrzenie wektorowe Hn

z norm¡ ‖·‖2. Podobnie jednak jak w przypadku klasycznych przestrzeni Rn lub Cn mo»emy

wprowadza¢ dowolne normy `p, zgodnie z poni»sz¡ de�nicj¡.

De�nicja 2.6. Niech x = (x1, . . . , xn)T ∈ Hn i p ∈ [1,∞]. Norm¡ `p nazywamy funkcj¦

‖·‖p : Hn → R+ ∪ {0}; ‖x‖p :=


(

n∑
k=1
|xk|p

)1/p

dla p ∈ [1,∞),

max
1¬k¬n

|xk| dla p =∞.

(2.18)

Fakt 2.7. Funkcja zadana wzorem (2.18) speªnia aksjomaty normy.

Warto zauwa»y¢, »e wzór (2.18) mo»na rozszerzy¢ na p ∈ (0, 1). Tak zde�niowana funkcja

‖·‖p jest wówczas quasi-norm¡ (nie speªnia warunku trójk¡ta). B¦dziemy równie» przyjmowa¢

standardowe oznaczenie dla liczno±ci no±nika wektora x ∈ Hn.

De�nicja 2.7. No±nikiem wektora x = (x1, . . . , xn)T ∈ Hn nazywamy zbiór indeksów nieze-

rowych wspóªrz¦dnych tego wektora, tzn.

supp x := {k ∈ {1, . . . , n} : xk 6= 0}. (2.19)
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W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy stosowa¢ nast¦puj¡c¡ notacj¦

‖x‖0 := #(supp x), (2.20)

gdzie #A oznacza liczno±¢ (moc) zbioru A. B¦dziemy te» cz¦sto nazywa¢ powy»sz¡ wielko±¢

norm¡ `0. Trzeba mie¢ na uwadze, »e jest to nazwa zwyczajowa (nie jest to norma, ani nawet

quasi-norma), która jednak ma swoje uzasadnienie. Zauwa»my, »e przechodz¡c do granicy

p→ 0 po prawej stronie wyra»enia

‖x‖pp =
n∑
k=1

|xk|p

otrzymujemy moc no±nika sygnaªu x. Aby by¢ konsekwentnym, nale»aªoby stosowa¢ notacj¦

‖x‖0
0, jednak przyj¦ªo si¦ pomija¢ 0 w indeksie górnym.

Nale»y zde�niowa¢ jeszcze norm¦ operatorow¡ (macierzow¡) przeksztaªcenia liniowego

Φ : Hn → Hm, danego macierz¡ Φ ∈ Hm×n.

De�nicja 2.8. Niech Φ ∈ Hm×n i 1 ¬ p, q ¬ ∞. Norm¡ operatorow¡ (macierzow¡) prze-

ksztaªcenia Φ mi¦dzy `p i `q nazywamy

‖Φ‖p→q := sup
‖x‖p¬1

‖Φx‖q . (2.21)

Fakt 2.8. Norm¦ operatorow¡ zadan¡ wzorem (2.21) mo»na równowa»nie zapisa¢ w postaci

‖Φ‖p→q = sup
‖x‖p=1

‖Φx‖q = sup
x∈Hn\{0}

‖Φx‖q
‖x‖p

.

Ostatnim wynikiem, jaki przedstawimy w tym rozdziale, istotnym z punktu widzenia

teorii oszcz¦dnego próbkowania, jest charakteryzacja normy operatorowej mi¦dzy `2 i `2 dla

macierzy hermitowskich. Korzysta ona bezpo±rednio z wªasno±ci prawych warto±ci i wektorów

wªasnych macierzy hermitowskich omawianych wcze±niej.

Twierdzenie 2.8. Niech Ψ ∈ Hn×n b¦dzie taka, »e Ψ = Ψ∗. Wówczas

‖Ψ‖2→2 = sup
‖x‖2=1

|〈Ψx,x〉| = sup
x∈Hn\{0}

|〈Ψx,x〉|
‖x‖2

2

. (2.22)

Dowód. Przypomnijmy, »e kwaternionowa macierz hermitowska ma rzeczywiste prawe warto-

±ci wªasne λ1, . . . , λn. Ponadto, istnieje ortonormalna baza Hn zªo»ona z wektorów wªasnych

xk odpowiadaj¡cych warto±ciom wªasnym λk ∈ R, k = 1, . . . , n, tzn.

Ψxk = xkλk oraz 〈xk,x`〉 = x∗`xk = δk,` dla k, ` = 1, . . . , n,
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gdzie δk,` = 1, gdy k = ` i δk,` = 0, gdy k 6= `.

Wprowad¹my oznaczenie λmax = max
k=1,...,n

|λk|. Wówczas ‖Ψ‖2→2 = λmax. Rzeczywi±cie, dla

dowolnego wektora x =
n∑
k=1

xkαk ∈ Hn takiego, »e ‖x‖2
2 =

n∑
k=1
|αk|2 = 1, mamy

‖Ψx‖2
2 =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

Ψxkαk

∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

xkλkαk

∥∥∥∥∥
2

2

=
n∑
k=1

|λkαk|2 ¬ λmax

n∑
k=1

|αk|2 = λmax,

a dla odpowiedniego wektora wªasnego x` dla którego |λ`| = λmax, otrzymujemy

‖Ψx`‖2 = ‖x`λ`‖2 = λmax ‖x`‖2 = λmax.

Z drugiej strony, poniewa» warto±ci wªasne s¡ rzeczywiste a wektory xk parami ortonormalne,

mamy

〈Ψx,x〉 = x∗Ψx =
(

n∑
k=1

xkαk

)∗ ( n∑
`=1

Ψx`α`

)

=
(

n∑
k=1

αkx∗k

)(
n∑
`=1

x`λ`α`

)

=
n∑
k=1

αkλkαk
λk∈R=

n∑
k=1

λk |αk|2 .

St¡d

|〈Ψx,x〉| ¬ λmax

∑
k

|αk|2 = λmax.

Ponownie, dla odpowiedniego wektora wªasnego w ostatniej nierówno±ci otrzymujemy rów-

no±¢, co daje poszukiwany wynik.

Rozdziaª ten pokazaª wiele podobie«stw mi¦dzy algebr¡ kwaternionów a ciaªami liczb

rzeczywistych i zespolonych. Wiele poj¦¢ i twierdze« to naturalne uogólnienia tych znanych

z algebr ni»szego rz¦du. Wªasno±ci te znajd¡ bezpo±rednie zastosowanie w dowodach twier-

dze« b¦d¡cych podstaw¡ teorii oszcz¦dnego próbkowania.



Rozdziaª 3

Uogólnienie metod oszcz¦dnego

próbkowania na algebr¦ kwaternionów

3.1. Podstawowe poj¦cia i sformuªowanie problemu

W dalszej cz¦±ci pracy uogólnimy rozwa»ania przedstawione pod koniec pierwszego rozdziaªu

i sformuªujemy zagadnienie, jakim zajmuje si¦ teoria oszcz¦dnego próbkowania w przypad-

ku, gdy sygnaª i macierz pomiarowa maj¡ elementy z algebry kwaternionów. Zaczniemy od

zde�niowania podstawowych poj¦¢ tej teorii.

De�nicja 3.1. Wektor x ∈ Hn nazywamy s-rzadkim, je±li ma co najwy»ej s niezerowych

wspóªrz¦dnych, tzn.

‖x‖0 ¬ s. (3.1)

Tak jak wcze±niej wspomnieli±my, jednym z zada«, jakie stawia sobie teoria oszcz¦dnego

próbkowania, jest rekonstrukcja rzadkich wektorów z niewielkiej liczby ich liniowych pomia-

rów y = Φx, Φ ∈ Hm×n, poprzez rozwi¡zanie zadania optymalizacji wypukªej, a dokªadniej

minimalizacji normy `1, tzn.

arg min
z∈Hn

‖z‖1 pod warunkiem Φz = y. (3.2)

Dopuszczamy równie» przypadek ogólniejszy, gdy pomiary nie s¡ dokªadne, ale obarczone
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pewnym bª¦dem e ∈ Hm (biaªym szumem), czyli

y = Φx + e, gdzie ‖e‖2 ¬ η,

dla pewnego ustalonego (znanego) η  0. O ile dokªadna rekonstrukcja jest wówczas nie-

mo»liwa, chcieliby±my jednak przybli»y¢ wspóªrz¦dne tego wektora w sposób stabilny, tzn.

z bª¦dem, którego norm¦ mo»na oszacowa¢ w zale»no±ci od η. Rozwi¡zujemy wówczas zmo-

dy�kowane zadanie optymalizacji wypukªej

arg min
z∈Hn

‖z‖1 pod warunkiem ‖Φz− y‖2 ¬ η. (3.3)

Podobnie jak w przypadku rzeczywistym i zespolonym, jednym z warunków, który pozwala

na stabiln¡ rekonstrukcj¦ wektorów rzadkich z pomiarów obarczonych bª¦dem (lub wier-

n¡ w przypadku pomiarów dokªadnych), jest wªasno±¢ ograniczonej izometrii, wprowadzona

przez E. Candèsa i T. Tao [8], której de�nicja rozszerza si¦ na przypadek kwaternionowy.

De�nicja 3.2. Niech s ∈ N, s  1, oraz Φ ∈ Hm×n. Mówimy, »e macierz Φ ma wªasno±¢

s-ograniczonej izometrii (ang. s-restricted isometry property � RIP) ze staª¡ δs  0, je±li

(1− δs) ‖x‖2
2 ¬ ‖Φx‖2

2 ¬ (1 + δs) ‖x‖2
2 (3.4)

dla wszystkich s-rzadkich wektorów x ∈ Hn. Najmniejsz¡ liczb¦ δs  0 speªniaj¡c¡ powy»szy

warunek nazywamy staª¡ s-ograniczonej izometrii (ang. s-restricted isometry constant).

Oszacowanie warto±ci staªej s-ograniczonej izometrii jest niezwykle istotnym aspektem

praktycznego wykorzystania teorii oszcz¦dnego próbkowania. Z jednej strony chcemy wie-

dzie¢ jak du»a mo»e by¢ ta staªa by mo»liwa byªa stabilna rekonstrukcja, a z drugiej strony

poszukujemy macierzy pomiarowych, które takie oszacowania speªniaj¡. Dwa poni»sze lematy

charakteryzuj¡ce staªe ograniczonej izometrii s¡ wa»nym narz¦dziem w wykazaniu Twierdze-

nia 3.1, gªównego wyniku tej pracy. Stanowi¡ one uogólnienie analogicznych wyników dla

wektorów i macierzy rzeczywistych oraz zespolonych.

Lemat 3.1. Staªa s-ograniczonej izometrii δs macierzy Φ ∈ Hm×n speªnia równo±¢

δs = max
S⊆{1,...,n},#S¬s

‖Φ∗SΦS − Id‖2→2 ,

gdzie Id jest macierz¡ jednostkow¡ i ΦS oznacza macierz powstaª¡ z kolumn macierzy Φ

o indeksach w zbiorze S.
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Dowód. Ustalmy dowolne s ∈ {1, . . . , n} oraz S ⊆ {1, . . . , n} takie, »e #S ¬ s. Zauwa»my,

»e warunek (3.4) mo»na równowa»nie zapisa¢ w postaci

∣∣∣‖ΦSx‖2
2 − ‖x‖

2
2

∣∣∣ ¬ δs ‖x‖2
2 dla wszystkich x ∈ Hs,

gdzie δs jest staª¡ s-ograniczonej izometrii macierzy Φ. Lewa strona powy»szej nierówno±ci

jest równa

∣∣∣‖ΦSx‖2
2 − ‖x‖

2
2

∣∣∣ = |〈ΦSx,ΦSx〉 − 〈x,x〉| = |〈(Φ∗SΦS − Id)x,x〉|

i z Twierdzenia 2.8, poniewa» macierz Φ∗SΦS − Id jest hermitowska, otrzymujemy

sup
x∈Hs\{0}

|〈(Φ∗SΦS − Id)x,x〉|
‖x‖2

2

= ‖Φ∗SΦS − Id‖2→2 .

Dowolno±¢ wyboru s oraz S ko«czy dowód.

Lemat 3.2. Niech δs oznacza staª¡ s-ograniczonej izometrii macierzy Φ ∈ Hm×n dla dowol-

nego s ∈ {1, . . . , n}. Niech x1,x2 ∈ Hn b¦d¡ wektorami takimi, »e ‖x1‖0 ¬ s1 i ‖x2‖0 ¬ s2

dla s1 + s2 ¬ n, i ponadto supp x1 ∩ supp x2 = ∅. Wówczas

|〈Φx1,Φx2〉| ¬ δs1+s2 ‖x1‖2 · ‖x2‖2 .

Dowód. Niech x1, x2 ∈ Hn b¦d¡ wektorami speªniaj¡cymi zaªo»enia lematu i wprowad¹my

oznaczenie S = supp x1∪ supp x2. Oczywi±cie #S = s1 +s2. Poniewa» x1 i x2 maj¡ rozª¡czne

no±niki, to s¡ ortogonalne, tzn. 〈x1,x2〉 =
〈
x1|S,x2|S

〉
= 0, gdzie xi|S oznacza wektor powstaªy

ze wspóªrz¦dnych wektora xi o indeksach w zbiorze S. Korzystaj¡c z nierówno±ci Cauchy'ego-

Schwarza (Twierdzenie 2.3) otrzymujemy

|〈Φx1,Φx2〉| =
∣∣∣〈ΦSx1|S,ΦSx2|S

〉∣∣∣ =
∣∣∣〈(Φ∗SΦS − Id)x1|S,x2|S

〉∣∣∣
¬ ‖Φ∗SΦS − Id‖2→2 ‖x1|S‖2‖x2|S‖2 ¬ δs1+s2‖x1|S‖2‖x2|S‖2,

co ko«czy dowód, poniewa» ‖x1|S‖2 = ‖x1‖2 i ‖x2|S‖2 = ‖x2‖2.

Powy»sze lematy pozwol¡ ju» na sformuªowanie i udowodnienie twierdze«, stanowi¡cych

podstaw¦ teorii oszcz¦dnego próbkowania w przypadku kwaternionowym.
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3.2. Wcze±niejsze wyniki dla pomiarów

o wspóªczynnikach rzeczywistych

Uogólnienie teorii oszcz¦dnego próbkowania na przypadek kwaternionowy przebiegaªo w dwóch

etapach. W pierwszej kolejno±ci wykazali±my odpowiednik Twierdzenia 1.1 dla macierzy po-

miarowych Φ ∈ Rm×n o wspóªczynnikach rzeczywistych oraz wektorów x ∈ Hn kwaternio-

nowych. Krok ten miaª istotne znaczenie równie» z punktu widzenia aplikacyjnego, o czym

±wiadczy poni»szy lemat (por. [2, Lemma 3.2]).

Lemat 3.3. Je±li macierz Φ ∈ Rm×n speªnia warunek s-ograniczonej izometrii dla wektorów

o wspóªrz¦dnych rzeczywistych z pewn¡ staª¡ δs  0, tzn.

(1− δs) ‖z‖2
2 ¬ ‖Φz‖2

2 ¬ (1 + δs) ‖z‖2
2 (3.5)

dla wszystkich s-rzadkich wektorów z ∈ Rn, to speªnia warunek s-ograniczonej izometrii dla

wektorów o wspóªrz¦dnych kwaternionowych z t¡ sam¡ staª¡ δs, tzn.

(1− δs) ‖x‖2
2 ¬ ‖Φx‖2

2 ¬ (1 + δs) ‖x‖2
2

dla wszystkich s-rzadkich wektorów x ∈ Hn.

Dowód. Niech x ∈ Hn b¦dzie dowolnym s-rzadkim wektorem. Zapiszmy go w postaci

x = xr + xii + xjj + xkk,

gdzie xi ∈ Rn dla i ∈ {r, i, j,k}. Zauwa»my, »e ka»dy z wektorów xi ∈ Rn jest s-rzadki,

a ponadto

Φx = Φxr + (Φxi)i + (Φxj)j + (Φxk)k

i Φxi ∈ Rn dla i ∈ {r, i, j,k}. St¡d

‖Φx‖2
2 = ‖Φxr‖2

2 + ‖Φxi‖2
2 + ‖Φxj‖2

2 + ‖Φxk‖2
2

i oczywi±cie

‖x‖2
2 = ‖xr‖2

2 + ‖xi‖2
2 + ‖xj‖2

2 + ‖xk‖2
2 .

Stosuj¡c nierówno±¢ (3.5) oddzielnie do ka»dego z wektorów xi otrzymujemy tez¦.
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Dzi¦ki Lematowi 3.3 widzimy, »e je±li macierz pomiarowa o elementach rzeczywistych ma

wªasno±¢ ograniczonej izometrii dla wektorów o wspóªrz¦dnych rzeczywistych, to mo»emy

jej z powodzeniem u»ywa¢ w zastosowaniach teorii oszcz¦dnego próbkowania dla wektorów

(sygnaªów) kwaternionowych. W literaturze znane s¡ pewne klasy macierzy rzeczywistych

i zespolonych speªniaj¡cych t¦ wªasno±¢, np. rzeczywiste losowe macierze gaussowskie, czy

te» cz¦±ciowa macierz dyskretnej transformacji Fouriera. Szczegóªowe rozwa»ania na temat

macierzy pomiarowych zaprezentowane zostan¡ w kolejnym rozdziale.

Pierwszym krokiem w kierunku uogólnienia teorii oszcz¦dnego próbkowania na algebr¦

kwaternionów byª odpowiednik Twierdzenia 1.1 dla przypadku wektorów kwaternionowych

i macierzy o elementach w ciele liczb rzeczywistych, tzn.

y = Φx + e, gdzie x ∈ Hn, Φ ∈ Rm×n, y ∈ Hm oraz e ∈ Hn, ‖e‖2 ¬ η

dla pewnych m ¬ n i η  0. W dowodzie wspomnianego wyniku [2, Theorem 4.1] korzy-

stali±my z kwaternionowej wersji równo±ci polaryzacyjnej (Twierdzenie 2.5), która pozwala

na otrzymanie wyniku analogicznego do tego z Lematu 3.2, jednak z gorsz¡ staª¡. Gªówny

wynik tej pracy, Twierdzenie 3.1, rozszerza ten rezultat na przypadek macierzy o elementach

kwaternionowych i poprawia wyst¦puj¡ce w tezie oszacowania.

3.3. Rekonstrukcja danych kwaternionowych z pomiarów

o wspóªczynnikach kwaternionowych

Narz¦dzia wprowadzone w tym rozdziale pozwol¡ nam na udowodnienie podstawowego twier-

dzenia w teorii oszcz¦dnego próbkowania w przypadku w peªni kwaternionowym, tzn. zarówno

dla macierzy pomiarowych jak i sygnaªów o wspóªrz¦dnych kwaternionowych. Przedstawione

rozumowanie inspirowane byªo dowodem zaprezentowanym przez E. Candèsa w [6].

B¦dziemy stosowa¢ notacj¦ analogiczn¡ do dotychczasowej, tzn.

y = Φx + e, gdzie x ∈ Hn, Φ ∈ Hm×n, y ∈ Hm oraz e ∈ Hn, ‖e‖2 ¬ η,

dla pewnych m ¬ n i η  0. Przez x|s b¦dziemy oznacza¢ najlepsze s-rzadkie przybli»enie

wektora x, tzn. wektor powstaªy z wektora x przez pozostawienie s najwi¦kszych (co do
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normy kwaternionowej) wspóªrz¦dnych oraz zast¡pienie pozostaªych wspóªrz¦dnych zerami.

Ponadto, dla dowolnego h = (h1, . . . , hn)T ∈ Hn i zbioru indeksów T ⊆ {1, . . . , n}, niech

hT ∈ Hn oznacza wektor taki, »e

(hT )i =


hi je±li i ∈ T,

0 w p.p.

dla i ∈ {1, . . . , n}. Dopeªnienie zbioru T ⊆ {1, . . . , n} b¦dziemy standardowo oznacza¢ sym-

bolem T c = {1, . . . , n} \ T .

Twierdzenie 3.1. Niech macierz Φ ∈ Hm×n speªnia wªasno±¢ 2s-graniczonej izometrii ze

staª¡ δ2s <
√

2 − 1 i niech η  0. Wówczas dla dowolnego x ∈ Hn oraz y = Φx + e takich,

»e ‖e‖2 ¬ η, rozwi¡zanie x# problemu

arg min
z∈Hn

‖z‖1 pod warunkiem ‖Φz− y‖2 ¬ η (PH−H,η)

speªnia nierówno±¢

‖x# − x‖2 ¬
C0√
s
‖x− x|s‖1 + C1η (3.6)

ze staªymi

C0 = 2 ·
1 +

(√
2 − 1

)
δ2s

1−
(√

2 + 1
)
δ2s

, C1 =
4
√

1 + δ2s

1−
(
1 +
√

2
)
δ2s

.

Dowód. Zauwa»my na pocz¡tek, »e poniewa» x# jest rozwi¡zaniem problemu minimalizacji

(PH−H,η), a x speªnia ograniczenie postawione dla tego problemu (tzn. ‖Φx− y‖2 ¬ η), zatem

z nierówno±ci trójk¡ta wynika, »e

‖Φ(x# − x)‖2 ¬ ‖Φx# − y‖2 + ‖y −Φx‖2 ¬ 2η. (3.7)

Niech h := x# − x i rozªó»my wektor h na sum¦ wektorów hT0 ,hT1 ,hT2 , . . . o rozª¡cznych

no±nikach , gdzie ka»dy hTj jest co najwy»ej s-rzadki, w nast¦puj¡cy sposób: niech T0 b¦dzie

zbiorem indeksów s najwi¦kszych co do normy kwaternionowej wspóªrz¦dnych wektora x,

T1 b¦dzie zbiorem indeksów s najwi¦kszych co do normy kwaternionowej wspóªrz¦dnych

wektora hT c0 , T2 b¦dzie zbiorem indeksów s najwi¦kszych wspóªrz¦dnych wektora h(T0∪T1)c ,

itd.
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Zwró¢my uwag¦ na fakt, »e dla j  2 zachodzi

‖hTj‖2
2 =

∑
i∈Tj
|hi|2 ¬

∑
i∈Tj
‖hTj‖2

∞ ¬ s‖hTj‖2
∞,

gdzie hi s¡ kolejnymi wspóªrz¦dnymi wektora h oraz ‖hTj‖∞ = max
i∈Tj
|hi|. Ostatnia nierówno±¢

wynika z faktu, »e ostatni ze zbiorów Tj mo»e mie¢ mniej elementów ni» s. Ponadto, ponie-

wa» wszystkie niezerowe wspóªrz¦dne hTj−1 maj¡ normy nie mniejsze ni» normy wszystkich

niezerowych wspóªrz¦dnych hTj , otrzymujemy

‖hTj‖∞ ¬
1
s

∑
i∈Tj−1

|hi| =
1
s
‖hTj−1‖1.

Podsumowuj¡c powy»sze rozwa»ania, dla j  2 mamy

‖hTj‖2 ¬
√
s ‖hTj‖∞ ¬

1√
s
‖hTj−1‖1, (3.8)

a st¡d ∑
j2

‖hTj‖2 ¬
1√
s

(
‖hT1‖1 + ‖hT2‖1 + . . .

)
¬ 1√

s
‖hT c0 ‖1 (3.9)

i ostatecznie, z nierówno±ci trójk¡ta otrzymujemy

‖h(T0∪T1)c‖2 =

∥∥∥∥∥∥
∑
j2

hTj

∥∥∥∥∥∥
2

¬
∑
j2

‖hTj‖2 ¬
1√
s
‖hT c0 ‖1. (3.10)

Nale»y zauwa»y¢, »e ‖hT c0 ‖1 nie mo»e by¢ du»a, poniewa» ‖x + h‖1 = ‖x#‖1 jest minimalna.

Rzeczywi±cie, zachodzi

‖x‖1  ‖x + h‖1 = ‖xT0 + hT0‖1 + ‖xT c0 + hT c0 ‖1  ‖xT0‖1 − ‖hT0‖1 − ‖xT c0 ‖1 + ‖hT c0 ‖1,

co prowadzi do

‖xT c0 ‖1 = ‖x‖1 − ‖xT0‖1  −‖hT0‖1 − ‖xT c0 ‖1 + ‖hT c0 ‖1,

a st¡d

‖hT c0 ‖1 ¬ ‖hT0‖1 + 2‖xT c0 ‖1. (3.11)

Z (3.10) i (3.11) dostajemy

‖h(T0∪T1)c‖2 ¬
1√
s
‖hT c0 ‖1 ¬

1√
s
‖hT0‖1 +

2√
s
‖xT c0 ‖1.
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Zauwa»my, »e ‖xT c0 ‖1 = ‖x− x|s‖1, a z nierówno±ci Cauchy'ego-Schwarza mamy

‖hT0‖1 =
∑
i∈T0
|hi| · 1 ¬

√∑
i∈T0
|hi|2 ·

√∑
i∈T0

12 = ‖hT0‖2 ·
√
s

i oznaczaj¡c e = 1√
s
‖x− x|s‖1 = 1√

s
‖xT c0 ‖1, dostajemy

‖h(T0∪T1)c‖2 ¬ ‖hT0‖2 + 2e, (3.12)

co daje pierwsze z oszacowa«, jakie posªu»¡ do wykazania tezy.

W kolejnym etapie nale»y ograniczy¢ ‖hT0∪T1‖2. Zauwa»my, »e

ΦhT0∪T1 = Φ

h−
∑
j2

hTj

 = Φh−
∑
j2

ΦhTj

i st¡d, korzystaj¡c z wªasno±ci funkcji 〈·, ·〉, otrzymujemy

‖ΦhT0∪T1‖2
2 = 〈ΦhT0∪T1 ,ΦhT0∪T1〉 = 〈ΦhT0∪T1 ,Φh〉 −

∑
j2

〈
ΦhT0∪T1 ,ΦhTj

〉
= 〈ΦhT0∪T1 ,Φh〉 −

∑
j2

〈
ΦhT0 ,ΦhTj

〉
−
∑
j2

〈
ΦhT1 ,ΦhTj

〉
. (3.13)

Z Twierdzenia 2.3, nierówno±ci (3.7) oraz z wªasno±ci ograniczonej izometrii wynika, »e

|〈ΦhT0∪T1 ,Φh〉| ¬ ‖ΦhT0∪T1‖2 · ‖Φh‖2 ¬
√

1 + δ2s · ‖hT0∪T1‖2 · 2η, (3.14)

a z Lematu 3.2 dostajemy, »e

∣∣∣〈ΦhT0 ,ΦhTj
〉∣∣∣ ¬ δ2s · ‖hT0‖2 · ‖hTj‖2, dla j  2, (3.15)∣∣∣〈ΦhT1 ,ΦhTj
〉∣∣∣ ¬ δ2s · ‖hT1‖2 · ‖hTj‖2, dla j  2. (3.16)

Poniewa» T0 i T1 s¡ zbiorami rozª¡cznymi, mamy

‖hT0‖2 + ‖hT1‖2 ¬
√

2 ‖hT0∪T1‖2, (3.17)

co wynika z faktu, »e ‖hT0‖2
2 + ‖hT1‖2

2 = ‖hT0∪T1‖2
2 oraz 2(a2 + b2)  (a+ b)2 dla dowolnych

a, b ∈ R.
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St¡d, z wªasno±ci ograniczonej izometrii i kolejno z (3.13), nierówno±ci trójk¡ta oraz osza-

cowa« (3.14)�(3.16), (3.17) i (3.9),

(1− δ2s)‖hT0∪T1‖2
2 ¬ ‖ΦhT0∪T1‖2

2

=

∣∣∣∣∣∣〈ΦhT0∪T1 ,Φh〉 −
∑
j2

〈
ΦhT0 ,ΦhTj

〉
−
∑
j2

〈
ΦhT1 ,ΦhTj

〉∣∣∣∣∣∣
¬ |〈ΦhT0∪T1 ,Φh〉|+

∑
j2

∣∣∣〈ΦhT0 ,ΦhTj
〉∣∣∣+ ∑

j2

∣∣∣〈ΦhT1 ,ΦhTj
〉∣∣∣

¬ 2
√

1 + δ2s · η · ‖hT0∪T1‖2 + δ2s · (‖hT0‖2 + ‖hT1‖2) ·
∑
j2

∥∥∥hTj∥∥∥2

¬

2
√

1 + δ2s · η +
√

2 δ2s ·
∑
j2

∥∥∥hTj∥∥∥2

 · ‖hT0∪T1‖2

¬
(

2
√

1 + δ2s · η +

√
2 δ2s√
s

∥∥∥hT c0 ∥∥∥1

)
· ‖hT0∪T1‖2.

Po obustronnym podzieleniu przez (1− δ2s)‖hT0∪T1‖2 mamy

‖hT0∪T1‖2 ¬
2
√

1 + δ2s

1− δ2s
· η +

√
2 δ2s

1− δ2s
·
‖hT c0 ‖1√

s
. (3.18)

Z powy»szego, i z nierówno±ci (3.11), otrzymujemy

‖hT0∪T1‖2 ¬ α · η + β · ‖hT0‖1√
s

+ 2β ·
‖xT c0 ‖1√

s
,

gdzie

α =
2
√

1 + δ2s

1− δ2s
, β =

√
2 δ2s

1− δ2s

i poniewa» ‖hT0‖1 ¬
√
s · ‖hT0‖2 ¬

√
s · ‖hT0∪T1‖2, to musi zachodzi¢

‖hT0∪T1‖2 ¬ α · η + β · ‖hT0∪T1‖2 + 2β · e,

gdzie przypomnijmy, »e e = 1√
s
‖xT c0 ‖2. Zatem

‖hT0∪T1‖2 ¬
1

1− β
(α · η + 2β · e), (3.19)

o ile speªnione b¦dzie zaªo»enie β < 1, tzn.

√
2 δ2s

1− δ2s
− 1 =

δ2s

(
1 +
√

2
)
− 1

1− δ2s
< 0,
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czyli δ2s <
1

1+
√

2
=
√

2 − 1. Podsumowuj¡c, z (3.12) oraz (3.19)

‖h‖2 ¬ ‖hT0∪T1‖2 + ‖h(T0∪T1)c‖2 ¬ ‖hT0∪T1‖2 + ‖hT0‖2 + 2e

¬ 2‖hT0∪T1‖2 + 2e ¬ 2α
1− β

· η +
(

4β
1− β

+ 2
)
· e = C1η + C0e,

gdzie

C1 =
2α

1− β
= 2

2
√

1 + δ2s

1− δ2s
·
(

1−
√

2 δ2s

1− δ2s

)−1

=
4
√

1 + δ2s

1− δ2s
· 1− δ2s

1−
(
1 +
√

2
)
δ2s

=
4
√

1 + δ2s

1−
(
1 +
√

2
)
δ2s

,

oraz

C0 =
4β

1− β
+ 2 =

2β + 2
1− β

= 2
1 + β

1− β
= 2

(
1 +

√
2 δ2s

1− δ2s

)(
1−
√

2 δ2s

1− δ2s

)−1

= 2 ·
1−

(
1−
√

2
)
δ2s

1− δ2s
· 1− δ2s

1−
(√

2 + 1
)
δ2s

= 2 ·
1 +

(√
2 − 1

)
δ2s

1−
(√

2 + 1
)
δ2s

,

co daje tez¦ i ko«czy dowód.

Zauwa»my, »e Twierdzenie 3.1 nie zakªada s-rzadko±ci poszukiwanego wektora x. Z twier-

dzenia wynika szereg ciekawych wniosków dotycz¡cych rekonstrukcji wektorów kwaterniono-

wych z dokªadnych pomiarów y = Φx, a w szczególno±ci wektorów s-rzadkich.

Wniosek 3.1. Niech macierz Φ ∈ Hm×n speªnia wªasno±¢ 2s-graniczonej izometrii ze staª¡

δ2s <
√

2 − 1. Wówczas dla dowolnego x ∈ Hn oraz dla dokªadnych danych pomiarowych

y = Φx ∈ Hm rozwi¡zanie x# problemu

arg min
z∈Hn

‖z‖1 pod warunkiem Φz = y, (PH−H,0)

speªnia nierówno±ci

‖x# − x‖1 ¬ C0‖x− x|s‖1, (3.20)

‖x# − x‖2 ¬
C0√
s
‖x− x|s‖1 (3.21)

ze staª¡ C0 jak w Twierdzeniu 3.1. W szczególno±ci, je±li x jest wektorem s-rzadkim, to

rekonstrukcja w wyniku minimalizacji `1 jest dokªadna.
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Dowód. Teza dla sygnaªów s-rzadkich jest oczywista i wynika z faktu, »e wówczas x = x|s.

Nierówno±¢ (3.21) jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ Twierdzenia 3.1 dla η = 0.

Wystarczy zatem wykaza¢ jedynie nierówno±¢ (3.20). B¦dziemy stosowa¢ oznaczenia takie

jak w dowodzie Twierdzenia 3.1. Jak ju» pokazali±my, dla h = x#−x i zbiorów Tj prawdziwe

s¡ nierówno±ci

‖hT0‖1 ¬
√
s · ‖hT0‖2 ¬

√
s · ‖hT0∪T1‖2

i ª¡cz¡c ten wynik z nierówno±ci¡ (3.18) dla η = 0 otrzymujemy

‖hT0‖1 ¬ β · ‖hT c0 ‖1, β =

√
2 δ2s

1− δ2s
. (3.22)

Korzystaj¡c z powy»szej nierówno±ci oraz z (3.11) otrzymujemy

‖hT c0 ‖1 ¬ β · ‖hT c0 ‖1 + 2‖xT c0 ‖1

i st¡d ‖hT c0 ‖1 ¬ 2
1−β · ‖xT c0 ‖1. Zatem, w przypadku dokªadnych pomiarów, tj. gdy η = 0,

wektor h = x# − x speªnia, na mocy (3.22), oszacowanie

‖h‖1 = ‖hT0‖1 + ‖hT c0 ‖1 ¬ (1 + β) · ‖hT c0 ‖1 ¬ 2 · 1 + β

1− β
· ‖xT c0 ‖1,

co dowodzi tezy, poniewa» C0 = 21+β
1−β , zgodnie z obliczeniami z poprzedniego dowodu.

Przypuszczamy, »e oszacowanie δ2s <
√

2 − 1 nie jest optymalne. W literaturze mo»na

znale¹¢ lepsze oszacowania dla macierzy o wspóªczynnikach rzeczywistych i dla wªasno±ci

ograniczonej izometrii dla wektorów rzeczywistych. Znany jest jednak przykªad s-rzadkiego

wektora o wspóªczynnikach rzeczywistych, którego nie mo»na jednoznacznie zrekonstruowa¢

w wyniku minimalizacji `1 dla δs >
1
3 , co daje nam równie» górne oszacowanie dla przypadku

kwaternionowego.
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Rozdziaª 4

Analiza kwaternionowych losowych

macierzy gaussowskich

Pokazali±my w poprzednim rozdziale, »e je±li macierz pomiarowa Φ ∈ Hm×n ma wªasno±¢

ograniczonej izometrii z odpowiednio maª¡ staª¡, to mo»liwa jest dokªadna rekonstrukcja

wektorów rzadkich z dokªadnych pomiarów (czy te» stabilna rekonstrukcja dowolnych wekto-

rów z pomiarów obarczonych bª¦dem). Powstaje jednak pytanie, czy istniej¡ macierze kwa-

ternionowe, które t¦ wªasno±¢ posiadaj¡. Jak wspomnieli±my, znane s¡ przykªady macierzy

o elementach rzeczywistych czy zespolonych, które maj¡ wªasno±¢ ograniczonej izometrii. Jest

to m.in. losowa rzeczywista macierz gaussowska (która speªnia RIP z du»ym prawdopodo-

bie«stwem) [4, 8] czy te» macierz (zespolona) dyskretnej transformacji Fouriera [9].

Rozwa»my przykªad macierzy losowych. W literaturze istnieje wiele ró»nych dowodów po-

twierdzaj¡cych, »e losowe macierze gaussowskie o elementach rzeczywistych maj¡ wªasno±¢

ograniczonej izometrii (z du»ym prawdopodobie«stwem). W przypadku macierzy zespolo-

nych pojawiªy si¦ publikacje, w których autorzy wykonuj¡ symulacje numeryczne sugeruj¡ce,

»e macierze te maj¡ t¦ wªasno±¢, jednak nie udowadniaj¡ tego teoretycznie. Zgodnie z nasz¡

wiedz¡, pierwszy (i jedyny) dowód opublikowano w 2013 roku w artykule [28]. Niedawno

pojawiª si¦ równie» cykl prac, których autorzy, posªuguj¡c si¦ prostymi narz¦dziami probabi-

listycznymi, twierdz¡, »e pokazali wªasno±¢ ograniczonej izometrii dla gaussowskich macierzy

losowych, zarówno rzeczywistych jak i zespolonych [14, 15, 16]. W naszej opinii dowody te s¡

niepeªne i korzystaj¡ z nieprawdziwych zaªo»e«, co wyja±nimy w dalszej cz¦±ci rozdziaªu.
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W przypadku losowych macierzy kwaternionowych brakuje jakichkolwiek prac, które do-

wodziªyby, »e maj¡ one wªasno±¢ ograniczonej izometrii. Pojawiªy si¦ jednak prace, których

autorzy przeprowadzaj¡ szereg symulacji numerycznych z wykorzystaniem kwaternionowych

losowych macierzy gaussowkich [5, 12, 27]. Sukcesy tych eksperymentów sugeruj¡, »e maj¡

one poszukiwan¡ wªasno±¢.

W tym rozdziale prze±ledzimy rozumowanie autorów serii artykuªów [14, 15, 16], dosto-

sowuj¡c je (gdy jest to uzasadnione) do przypadku macierzy o elementach kwaternionowych,

i poka»emy, w których miejscach autorzy wyci¡gaj¡ nieprawdziwe wnioski na temat wªasno±ci

ograniczonej izometrii dla gaussowskich macierzy losowych.

W dalszej cz¦±ci rozdziaªu przyjmiemy kilka standardowych oznacze« na rozkªady (rze-

czywistych) zmiennych losowych X, tak jak w [13]:

(a) X ∼ N (µ, σ2), je±li X ma rozkªad normalny (Gaussa) o warto±ci oczekiwanej µ i wa-

riancji σ2, tzn. rozkªad o g¦sto±ci

φµ,σ2(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
dla x ∈ R.

(b) X ∼ Γ(α, β), je±li X ma rozkªad gamma o warto±ci oczekiwanej α
β
i wariancji α

β2
,

tzn. rozkªad o g¦sto±ci

γα,β(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx, dla x ∈ R+.

(c) X ∼ χ2(m), je±li X ma rozkªad χ2 o m stopniach swobody, tzn. jest sum¡ kwadratów

m niezale»nych zmiennych losowych o rozkªadzie N (0, 1); ponadto χ2(m) = Γ(m2 ,
1
2).

Przyjmiemy równie» standardowe oznaczenie EX jako warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej loso-

wej X, VarX = E(X2)− (EX)2 jako wariancj¦ X i Cov(X, Y ) = E(XY ) − (EX) · (EY )

jako kowariancj¦ zmiennych losowych X i Y .

B¦dziemy rozwa»a¢ tak»e wielowymiarowe zmienne losowe, tzn. wektory losowe. W szcze-

gólno±ci b¦dziemy u»ywa¢ uogólnienia rozkªadu normalnego na przypadek wielowymiarowy.

Mówimy, »e (rzeczywisty) wektor losowy X = (X1, . . . , Xn)T ma wielowymiarowy rozkªad nor-

malny, je±li istnieje wektor µ ∈ Rn i macierz odwracalna A ∈ Rn×n taka, »e X = A · Z + µ,

gdzie Z = (Z1, . . . , Zn)T jest wektorem niezale»nych zmiennych losowych o rozkªadzieN (0, 1).

Równowa»nie, wektor losowy ma wielowymiarowy rozkªad normalny, je±li dowolna kombina-

cja liniowa jego wspóªrz¦dnych ma (jednowymiarowy) rozkªad normalny.



4.1. Staªe ograniczonej izometrii 35

Powy»sze de�nicje, w tym rozkªadu wielowymiarowego, mo»na wykorzysta¢ do zde�niowa-

nia kwaternionowych zmiennych i wektorów losowych. Zmienn¡ losow¡ X b¦dziemy nazywa¢

kwaternionow¡ zmienn¡ losow¡, je±li

X = X0 +X1i +X2j +X3k

i X0, . . . , X3 s¡ rzeczywistymi zmiennymi losowymi. W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy rozwa-

»a¢ zmienne X takie, »e Xi ∼ N (0, σ
2

4 ) i Xi s¡ parami niezale»ne. Takie zmienne losowe b¦-

dziemy na potrzeby tej pracy nazywa¢ kwaternionowymi normalnymi (gaussowskimi) zmien-

nymi losowymi o wariancji σ2 i oznacza¢ X ∼ NH(0, σ2). W podobny sposób wprowadzamy

de�nicj¦ kwaternionowych losowych macierzy gaussowskich, tzn. macierzy Φ = (φij) ∈ Hm×n

takich, »e φij s¡ parami niezale»nymi kwaternionowymi zmiennymi losowymi takimi, »e

φij ∼ NH(0, σ2).

4.1. Staªe ograniczonej izometrii

Przypomnijmy, »e zgodnie z De�nicj¡ 3.2 macierz Φ ∈ Hm×n speªnia wªasno±¢ s-ograniczonej

izometrii ze staª¡ δs  0, je±li

(1− δs) ‖x‖2
2 ¬ ‖Φx‖2

2 ¬ (1 + δs) ‖x‖2
2

dla wszystkich s-rzadkich wektorów x ∈ Hn. Najmniejsza staªa δs w powy»szej de�nicji

nazywana jest staª¡ s-ograniczonej izometrii.

Zauwa»my, »e w ogólno±ci najmniejsza staªa, która speªnia prawe oszacowanie nie musi by¢

równa najmniejszej staªej speªniaj¡cej lewe oszacowanie. Wprowad¹my zatem rozró»nienie na

praw¡ i lew¡ staª¡ s-ograniczonej izometrii, tzn. najmniejsze staªe δLs , δ
R
s  0 takie, »e

(1− δLs ) ‖x‖2
2 ¬ ‖Φx‖2

2 ¬ (1 + δRs ) ‖x‖2
2

dla wszystkich s-rzadkich wektorów x ∈ Hn. Bez utraty ogólno±ci mo»emy rozwa»a¢ jedynie

wektory x jednostkowe (dziel¡c stronami powy»sz¡ nierówno±¢ przez ‖x‖2
2 i zakªadaj¡c, »e

x 6= 0) . Oznaczmy zbiór takich wektorów przez Σs. Wówczas

1− δLs ¬ ‖Φx‖2
2 ¬ 1 + δRs
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dla x ∈ Σs i mo»emy równowa»nie zapisa¢, »e

δLs = 1− min
x∈Σs
‖Φx‖2

2 , δRs = max
x∈Σs
‖Φx‖2

2 − 1.

Zauwa»my, »e je±li Φ jest macierz¡ losow¡, to δLs i δRs s¡ rzeczywistymi zmiennymi losowymi.

Warto nadmieni¢, »e autorzy prac [14, 15, 16] mody�kuj¡ de�nicj¦ Σs bior¡c jedynie wekto-

ry, które zawieraj¡ dokªadnie s niezerowych wspóªrz¦dnych. Jednak zbiór Σs przestaje by¢

wówczas zwarty i minimum oraz maksimum w powy»szej de�nicji mo»e nie by¢ osi¡gane.

Rozwa»ania na temat zmiennych losowych δLs i δRs b¦dziemy przeprowadza¢ etapami.

W pierwszej kolejno±ci, ustalmy pewien zbiór S ⊆ {1, . . . , n}, oznaczmy s = #S i wybierzmy

x ∈ Σs taki, »e supp x ⊆ S. Wprowad¹my oznaczenie RS(x) = ‖Φx‖2
2. Jest to zmienna

losowa, której rozkªad podany jest w poni»szym lemacie.

Lemat 4.1. Niech Φ ∈ Hm×n b¦dzie kwaternionow¡ losow¡ macierz¡ gaussowsk¡, której

elementy φij s¡ niezale»nymi kwaternionowymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie NH(0, 1
m

)

(tzn. cz¦±¢ rzeczywista i wszystkie wspóªczynniki cz¦±ci urojonej ka»dej takiej zmiennej φij s¡

niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie N (0, 1
4m)) i niech x ∈ Σs. Wówczas zmienna

losowa

RS(x) = ‖Φx‖2
2

ma rozkªad Γ(2m, 2m) i nie zale»y on od x. W szczególno±ci ERS = 1 oraz VarRS = 1
2m .

Dowód. Zapiszmy macierz Φ w postaci

Φ = Φr + Φii + Φjj + Φkk, gdzie Φr,Φi,Φj,Φk ∈ Rm×n,

i analogicznie ka»dy element tej macierzy w postaci

φij = φr,ij + φi,iji + φj,ijj + φk,ijk.

Podobnie sposób b¦dziemy oznacza¢ podziaª wektora x = (x1, . . . , xn)T na skªadowe odpo-

wiadaj¡ce cz¦±ci rzeczywistej i wspóªczynnikom cz¦±ci urojonej.

Niech y = Φx. Oznaczaj¡c y = (y1, . . . , ym)T otrzymujemy

yk =
n∑
`=1

φk`x` =
n∑
`=1

(φr,k` + φi,k`i + φj,k`j + φk,k`k) · (xr,` + xi,`i + xj,`j + xk,`k)

=
n∑
`=1

(φr,k`xr,` − φi,k`xi,` − φj,k`xj,` − φk,k`xk,`)
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+
n∑
`=1

(φi,k`xr,` + φr,k`xi,` − φk,k`xj,` + φj,k`xk,`)i

+
n∑
`=1

(φj,k`xr,` + φk,k`xi,` + φr,k`xj,` − φi,k`xk,`)j

+
n∑
`=1

(φk,k`xr,` − φj,k`xi,` + φi,k`xj,` + φr,k`xk,`)k

=: yr,k + yi,ki + yj,kj + yk,kk.

Zauwa»my, »e dla ka»dego e ∈ {r, i, j,k} i ka»dego k ∈ {1, . . . ,m} zmienne ye,k maj¡ rozkªad

normalny (jako kombinacja liniowa zmiennych gaussowskich). Zachodzi ponadto E ye,k = 0

oraz Var ye,k = 1
4m , co wynika z tego, »e wszystkie φe,k` s¡ niezale»ne oraz

Var yr,k =
n∑
`=1

(x2
r,` Varφr,k` + x2

i,` Varφi,k` + x2
j,` Varφj,k` + x2

k,` Varφk,k`)

=
1

4m

n∑
`=1

(x2
r,` + x2

i,` + x2
j,` + x2

k,`) =
‖x‖2

2

4m
=

1
4m

,

a dla pozostaªych skªadowych post¦pujemy analogicznie.

Z niezale»no±ci wszystkich φe,k` wynika równie» niezale»no±¢ zmiennych ye,k i ye,` dla

e ∈ {r, i, j,k} i k, ` ∈ {1, . . . ,m}. Aby sprawdzi¢ niezale»no±¢ ye1,k i ye2,k, zauwa»my, »e

Cov(yr,k, yi,k) = E(yr,k · yi,k)− E yr,k · E yi,k

= E
[(

n∑
`=1

(φr,k`xr,` − φi,k`xi,` − φj,k`xj,` − φk,k`xk,`)
)

·

 n∑
p=1

(φi,kpxr,p + φr,kpxi,p − φk,kpxj,p + φj,kpxk,p)


=

n∑
`=1

E
(
(φr,k`xr,` − φi,k`xi,` − φj,k`xj,` − φk,k`xk,`)

· (φi,k`xr,` + φr,k`xi,` − φk,k`xj,` + φj,k`xk,`)
)

=
n∑
`=1

(xr,`xi,` Eφ2
r,k` − xi,`xr,` Eφ2

i,k` − xj,`xk,` Eφ2
j,k` + xk,`xj,` Eφ2

k,k`)

=
1

4m

n∑
`=1

(xr,`xi,` − xi,`xr,` − xj,`xk,` + xk,`xj,`) = 0,

poniewa» Eφ2
e,k` = Varφe,k` = 1

4m , a dla pozostaªych par analogicznie. Przypomnijmy,

»e w przypadku zmiennych losowych o ª¡cznym rozkªadzie normalnym niezale»no±¢ dwóch

zmiennych jest równowa»na temu, »e ich kowariancja jest zero [13].
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Otrzymali±my zatem, »e wszystkie ye,k, e ∈ {r, i, j,k} i k ∈ {1, . . . ,m}, s¡ niezale»nymi

zmiennymi losowymi o rozkªadzie N (0, 1
4m), a zatem

√
4mye,k ∼ N (0, 1). Wynika st¡d, »e

4mRS(x) =
∥∥∥√4m y

∥∥∥2

2
=

m∑
k=1

(
(
√

4myr,k)2 + (
√

4myi,k)2 + (
√

4myj,k)2 + (
√

4myk,k)2
)

jest sum¡ 4m kwadratów niezale»nych zmiennych losowych o rozkªadzie N (0, 1), a zatem

ma rozkªad χ2(4m) = Γ(2m, 1
2). St¡d zmienna RS ma rozkªad Γ(2m, 2m), niezale»ny od

wyboru x. Zmienna ta ma warto±¢ oczekiwan¡ 1 i wariancj¦ 1
2m .

Uwaga 4.1. Zauwa»my, »e rozkªad zmiennej RS (jak na Rys. 4.1) nie zale»y nie tylko od

wyboru wektora x (a wi¦c od wyboru no±nika), ale nawet od s = #S.
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Rys. 4.1. G¦sto±¢ (a) i dystrybuanta (b) rozkªadu Γ(2m, 2m) dla ró»nych warto±ci m.

Powy»szy wynik ma swój odpowiednik w pracach [14, 15, 16], których autorzy przepro-

wadzaj¡ analogiczne rozwa»ania na temat gaussowskich macierzy losowych o elementach rze-

czywistych i zespolonych. Warto zauwa»y¢, »e w przypadku macierzy rzeczywistych zmienna

RS ma rozkªad Γ(m2 ,
m
2 ), a dla macierzy zespolonych rozkªad Γ(m,m). W przypadku ma-

cierzy kwaternionowych otrzymujemy wi¦c mniejsz¡ wariancj¦ zmiennej losowej RS ni» dla

macierzy rzeczywistych, tj. 2
m
, czy zespolonych, tj. 1

m
.
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Zauwa»my, »e z de�nicji prawej i lewej staªej s-ograniczonej izometrii wynika, »e

1− δLs ¬ RS(x) ¬ 1 + δRs

dla dowolnego no±nika S ⊆ {1, . . . , n} i wektora x ∈ Σs takiego, »e supp x ⊆ S. Daje

nam to pewne oszacowania na prawdopodobie«stwo, »e staªe ograniczonej izometrii b¦d¡

odpowiednio du»e lub maªe, tzn.

∀t0 P(δRs ¬ t) ¬ P(RS − 1 ¬ t) = P(RS ¬ t+ 1) = FΓ(2m,2m)(t+ 1), (4.1)

∀t0 P(δRs > t)  P(RS − 1 > t) = P(RS > t+ 1) = 1− FΓ(2m,2m)(t+ 1) (4.2)

∀t∈(0,1] P(δLs < t) ¬ P(1−RS < t) = P(RS > 1− t) = 1− FΓ(2m,2m)(1− t) (4.3)

∀t∈(0,1] P(δLs  t)  P(1−RS  t) = P(RS ¬ 1− t) = FΓ(2m,2m)(1− t), (4.4)

gdzie FΓ(2m,2m) jest dystrybuant¡ rozkªadu Γ(2m, 2m). Potrzebujemy jednak oszacowa« w prze-

ciwn¡ stron¦.

Autorzy prac [14, 15, 16] sugeruj¡, »e rozwa»ania na temat zmiennych losowych δRs i δLs

mo»na upro±ci¢. Zajmijmy si¦ staª¡ δRs . Z de�nicji, mo»na t¦ wielko±¢ wyrazi¢ jako

δRs = max
x∈Σs
‖Φx‖2

2 − 1 = max
S : #S=s

max{RS(x) : supp x ⊆ S, ‖x‖2 = 1} − 1,

gdzie S ⊆ {1, . . . , n}. W [14] zasugerowano, »e wystarczy zbada¢ rozkªad zmiennej losowej

∆R
s = max

S : #S=s
{RS(xS) dla pewnego xS takiego, »e supp xS = S, ‖xS‖2 = 1} − 1,

tzn. pomijaj¡c maksimum po nieprzeliczalnym zbiorze wektorów x i badaj¡c rozkªad dla

pojedynczych ustalonych wektorów xS o odpowiednim no±niku. Zgodnie z zapewnieniami

autorów, sªuszno±¢ takiego post¦powania pozostaje wci¡» do udowodnienia, poka»emy jednak

»e jest to nieprawda.

Zauwa»my, »e dla dwóch no±ników S i T , dwie zmienne losowe RS(xS) i RT (xT ) s¡

zale»ne je±li S ∩ T 6= ∅, ze wzgl¦du na u»ycie tych samych wierszy macierzy Φ w de�nicji

RS(xS) oraz RT (xT ).

Wyznaczenie rozkªadu zmiennej ∆R
s jest trudne, ze wzgl¦du na to, »e zmienne losowe,

których maksimum obliczamy nie s¡ niezale»ne. Zauwa»my jednak, »e ka»da ze zmiennych
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RS(xS) ma ten sam rozkªad (Γ(2m, 2m)) i zmiennych tych b¦dzie dokªadnie N :=
(
n
s

)
.

Mo»emy zatem zapisa¢

∆R
s + 1 = max{Xi : Xi ∼ Γ(2m, 2m), i ∈ {1, . . . , N}},

a st¡d

P(∆R
s ¬ t) = P(max

i
Xi ¬ t+ 1) = P(X1 ¬ t+ 1, . . . , XN ¬ t+ 1).

Ka»da ze zmiennych Xi ma rozkªad gamma, z tymi samymi parametrami, autorzy sugeruj¡

wi¦c, nie podaj¡c jednak dowodu, »e prawdziwe jest oszacowanie

P(X1 ¬ t1, . . . , XN ¬ tN) 
N∏
i=1

P(Xi ¬ ti), (4.5)

tzn. »e zmienne losowe o rozkªadzie gamma s¡ dodatnio zale»ne (ang. positively dependent).

Zgodnie z nasz¡ wiedz¡, wªasno±¢ ta zostaªa udowodniona dla N = 2 przez Jensena [17]

w ogólniejszej postaci, tzn.

P(X1 ∈ A,X2 ∈ A)  P(X1 ∈ A) · P(X2 ∈ A) (4.6)

dla dowolnego mierzalnego zbioru A ⊂ R+, oraz w ubiegªym roku rozszerzona na przypadek

N -wymiarowy, N > 2, przez Royena [20] w postaci (4.5).

Zauwa»my, »e daje nam to oszacowanie

P(∆R
s ¬ t) 

N∏
i=1

FΓ(2m,2m)(t+ 1) = (FΓ(2m,2m)(t+ 1))(
n
s), (4.7)

gdzie FΓ(2m,2m) jest dystrybuant¡ rozkªadu Γ(2m, 2m). St¡d otrzymujemy

P(∆R
s > t) = 1− P(∆R

s ¬ t) ¬ 1− (FΓ(2m,2m)(t+ 1))(
n
s). (4.8)

Analogiczne rozwa»ania mo»na przeprowadzi¢ dla zmiennej δLs . Mo»emy wyrazi¢ δLs jako

δLs = 1− min
x∈Σs
‖Φx‖2

2 = 1− min
S : #S=s

min{RS(x) : supp x ⊆ S, ‖x‖2 = 1},

gdzie S ⊆ {1, . . . , n}. Wprowad¹my now¡ zmienn¡ losow¡

∆L
s = 1− min

S : #S=s
{RS(xS) dla pewnego xS takiego, »e supp xS = S, ‖xS‖2 = 1},
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tzn. pomijaj¡c maksimum po nieprzeliczalnym zbiorze wektorów x. Tak jak wcze±niej, mo-

»emy zapisa¢

1−∆L
s = min{Xi : Xi ∼ Γ(2m, 2m), i ∈ {1, . . . , N}},

gdzie N =
(
n
s

)
. Rozpiszmy

P(∆L
s ¬ t) = P(1−∆L

s  1− t) = P(min
i
Xi  1− t) = P(X1  1− t, . . . , XN  1− t).

Chcieliby±my oszacowa¢ powy»sze prawdopodobie«stwo, tak jak w rozwa»aniach dotycz¡-

cych ∆R
s , przez iloczyn prawdopodobie«stw P(Xi  1 − t). Wiemy, ze wzoru (4.6), »e osza-

cowanie to zachodzi dla N = 2, jednak oszacowanie

P(X1  t1, . . . , XN  tN) 
N∏
i=1

P(Xi  ti) (4.9)

dla N > 2 nie zostaªo jak dot¡d wykazane. Je±li rzeczywi±cie tak jest (co zostaªo zaªo»one

przez autorów artykuªu), to prowadzi to do oszacowania

P(∆L
s ¬ t) 

N∏
i=1

(1− FΓ(2m,2m)(1− t)) = (1− FΓ(2m,2m)(1− t))N , (4.10)

a w konsekwencji

P(∆L
s > t) = 1− P(∆L

s ¬ t) ¬ 1− (1− FΓ(2m,2m)(1− t))(
n
s). (4.11)

Autorzy artykuªów przeprowadzaj¡ powy»sze rozumowanie dla macierzy Φ o elementach

rzeczywistych i zespolonych, ale ró»ni si¦ ono od rozumowania dla macierzy kwaternionowych

jedynie parametrami rozkªadu gamma. Nie wpªywa to na poprawno±¢ samego rozumowania.

Wedªug autorów [14, 15, 16], nierówno±ci (4.8) i (4.11) wystarcz¡, by uzyska¢ odpowiednie

oszacowania na prawdopodobie«stwa P(δRs > t) i P(δLs > t). Zauwa»my jednak, »e

δRs  ∆R
s oraz δLs  ∆L

s ,

co prowadzi do

P(δRs > t)  P(∆R
s > t) oraz P(δLs > t)  P(∆L

s > t),

tzn. mamy oszacowania w niewªa±ciw¡ stron¦. Wnioski na temat tego, czy losowe macie-

rze gaussowskie maj¡ wªasno±¢ ograniczonej izometrii, wyci¡gane na podstawie oszacowa«

(4.8) i (4.11) s¡ wobec tego nieuzasadnione.
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4.2. Symulacje numeryczne

Aby potwierdzi¢ nasz¡ tez¦, »e autorzy publikacji [14, 15, 16] wyci¡gn¦li niepoprawne wnioski,

przeprowadzili±my seri¦ symulacji numerycznych. Zarówno dla przypadku macierzy rzeczywi-

stych jak i kwaternionowych, wyznaczyli±my dystrybuanty i g¦sto±ci empiryczne zmiennych

losowych δRs , δ
L
s , ∆R

s i ∆L
s . Eksperyment przeprowadzili±my w ±rodowisku MATLAB R2016a,

na komputerze PC z procesorem Intel(R) Core(TM) i7-4790 CPU (3.60GHz) i 16GB RAM,

pracuj¡cym pod systemem operacyjnym Microsoft Windows 10 Pro.

Ze wzgl¦du na mo»liwo±ci obliczeniowe, symulacj¦ wykonali±my dla macierzy Φ ∈ Km×n,

gdzie K = R i K = H, m = 64, n = 8 oraz dla s-rzadkich wektorów x ∈ Kn, gdzie

s = 5. Wyznaczaj¡c dystrybuant¦ empiryczn¡ zmiennych losowych δRs i δLs , dla ka»dego

z
(
n
s

)
= 56 ró»nych no±ników Sk ⊂ {1, . . . , n}, takich, »e #Sk = s, wylosowano 103 wektorów

o normie 1, których no±niki s¡ równe Sk. Dla danej realizacji zmiennej losowej Φ maksimum

jest wi¦c brane po zbiorze (56 · 103)-elementowym. W przypadku zmiennych losowych ∆R
s

i ∆L
s dla ka»dego no±nika losowany jest jeden wektor o no±niku Sk i normie 1. Próba losowa

skªadaªa si¦ z 105 realizacji zmiennej losowej Φ.

Wyniki symulacji dla macierzy i wektorów o wspóªrz¦dnych rzeczywistych zamieszczono

na Rys. 4.2 i 4.3, a dla przypadku kwaternionowego na Rys. 4.4 i 4.5. Na wykresy dystry-

buant empirycznych naniesiono równie» prawe strony oszacowa« (4.7) i (4.10) (w przypadku

macierzy i wektorów rzeczywistych w tych oszacowaniach wyst¦puj¡ dystrybuanty rozkªadu

Γ(m2 ,
m
2 )). Zauwa»my, »e otrzymane wyniki potwierdzaj¡ oszacowania (4.7) i (4.10) uzyskane

przez autorów [14, 15, 16], pokazuj¡ jednak równie», »e nieuzasadnione jest wyci¡ganie na

tej podstawie wniosków na temat zmiennych δRs i δLs .

Uzyskane wyniki sugeruj¡, »e z du»ym prawdopodobie«stwem kwaternionowe losowe ma-

cierze gaussowskie równie» maj¡ wªasno±¢ ograniczonej izometrii. Co wi¦cej, mo»na przypusz-

cza¢, »e dla ustalonej pary (m,n) losowa macierz gaussowska Φ ∈ Hm×n ma statystycznie

ni»sz¡ staª¡ s-ograniczonej izometrii ni» macierz Φ ∈ Rm×n. Podejrzewamy, »e wynika to

z tego, »e zmienna RS(x) ma w przypadku kwaternionowym mniejsz¡ wariancj¦ ni» w przy-

padku rzeczywistym. Na t¦ chwil¦ nie jeste±my jeszcze w stanie poda¢ ±cisªego dowodu, który

potwierdziªby nasz¡ tez¦. Aktualnie prowadzimy prace nad tym zagadnieniem.
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Rys. 4.2. Rozkªady empiryczne zmiennych losowych δRs i ∆R
s dla gaussowskich macierzy lo-

sowych Φ ∈ Rm×n, n = 8, m = 64, s = 5.

Rys. 4.3. Rozkªady empiryczne zmiennych losowych δLs i ∆L
s dla gaussowskich macierzy loso-

wych Φ ∈ Rm×n, n = 8, m = 64, s = 5.
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Rys. 4.4. Rozkªady empiryczne zmiennych losowych δRs i ∆R
s dla gaussowskich macierzy lo-

sowych Φ ∈ Hm×n, n = 8, m = 64, s = 5.

Rys. 4.5. Rozkªady empiryczne zmiennych losowych δLs i ∆L
s dla gaussowskich macierzy loso-

wych Φ ∈ Hm×n, n = 8, m = 64, s = 5.
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Zastosowania oszcz¦dnego próbkowania

Wiemy ju», jakie warunki musz¡ speªnia¢ macierze pomiarowe, by mo»liwa byªa rekonstruk-

cja rzadkich sygnaªów z niewielkiej ilo±ci pomiarów, zarówno w przypadku kwaternionowym

jak i rzeczywistym. Wiemy równie», »e rzeczywiste i zespolone losowe macierze gaussowskie

te warunki speªniaj¡ (z du»ym prawdopodobie«stwem). Rozwa»ania przeprowadzone w po-

przednim rozdziale sugeruj¡, »e ma to miejsce równie» w przypadku kwaternionowym.

Rozwa»ania teoretyczne z poprzednich rozdziaªów zilustrujemy kilkoma przykªadami nu-

merycznymi. Inspiracj¡ do przeprowadzenia tych eksperymentów byª artykuª [27], w którym

autorzy przeprowadzili numeryczn¡ symulacj¦ odzyskiwania kwaternionowych sygnaªów rzad-

kich w wyniku minimalizacji normy `1. Autorzy artykuªu nie poparli jednak swoich rezultatów

»adnymi wynikami teoretycznymi. Maj¡c ju» pewne przesªanki teoretyczne, powtórzymy to

do±wiadczenie.

5.1. Kilka eksperymentów numerycznych

Przypomnijmy, »e rozwa»amy problem minimalizacji normy `1, tzn.

arg min
z∈Hn

‖z‖1 pod warunkiem Φz = y, (5.1)

gdzie y = Φx ∈ Hm, Φ ∈ Hm×n i x ∈ Hn. Wyrazimy ten problem w j¦zyku programowania

sto»kowego drugiego stopnia (ang. second-order cone programming � SOCP).
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Zgodnie z rozwa»aniami przytoczonymi w [27], problem (5.1) jest równowa»ny

arg min
t∈R+

t pod warunkiem y = Φz, ‖z‖1 ¬ t. (5.2)

Zapiszmy t w postaci t =
n∑
k=1

tk, gdzie tk ∈ R+, oraz podobnie jak w poprzednich rozdziaªach

y = yr + yii + yjj + ykk, z = zr + zii + zjj + zkk,

gdzie yr,yi,yj,yk ∈ Rm, zr, zi, zj, zk ∈ Rn. B¦dziemy oznacza¢

zr = (zr,1, . . . , zr,n)T , zi = (zi,1, . . . , zi,n)T , zj = (zj,1, . . . , zj,n)T , zk = (zi,1, . . . , zk,n)T .

Ponadto, niech φk ∈ Hm b¦dzie k-t¡ kolumn¡ macierzy Φ, k ∈ {1, . . . , n}, i tak jak wcze±niej

φk = φr,k + φi,ki + φj,kj + φk,kk,

gdzie φr,k, φi,k, φj,k, φk,k ∈ Rm. Zauwa»my, »e drugie ograniczenie w (5.2) mo»emy zapisa¢

jako

‖(zr,k, zi,k, zj,k, zk,k)T‖2 ¬ tk dla k ∈ {1, . . . , n},

a to pozwala nam zapisa¢ problem (5.2) w postaci problemu minimalizacji `1 dla wektorów

rzeczywistych:

arg min
z̃∈Rn

cT z̃ pod warunkiem ỹ = Φ̃z̃ (5.3)

oraz ‖(zr,k, zi,k, zj,k, zk,k)T‖2 ¬ tk dla k ∈ {1, . . . , n},

gdzie

z̃ = (t1, zr,1, zi,1, zj,1, zk,1, . . . , tn, zr,n, zi,n, zj,n, zk,n)T ∈ R5n, (5.4)

c = (1, 0, 0, 0, 0, . . . , 1, 0, 0, 0, 0)T ∈ R5n, (5.5)

ỹ = (yTr ,y
T
i ,y

T
j ,y

T
k )T ∈ R4m, (5.6)

Φ̃ =



0 φr,1 −φi,1 −φj,1 −φk,1 . . . 0 φr,n −φi,n −φj,n −φk,n

0 φi,1 φr,1 −φk,1 φj,1 . . . 0 φi,n φr,n −φk,n φj,n

0 φj,1 φk,1 φr,1 −φi,1 . . . 0 φj,n φk,n φr,n −φi,n

0 φk,1 −φj,1 φi,1 φr,1 . . . 0 φk,n −φj,n φi,n φr,n


∈ R4m×5n.

(5.7)
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Powy»sze sformuªowanie jest standardow¡ form¡ problemu SOCP i rozwi¡»emy je ko-

rzystaj¡c z pakietu SeDuMi do ±rodowiska MATLAB [23]. Rozwi¡zanie x̃# problemu (5.3)

mo»na wówczas ªatwo zamieni¢ na wektor kwaternionowy x# korzystaj¡c z (5.4).

Program zostaª wykonany w ±rodowisku MATLAB R2016a, z wykorzystaniem pakietu

SeDuMi 1.3, na komputerze PC z procesorem Intel(R) Core(TM) i7-4790 CPU (3.60GHz)

i 16GB RAM, pracuj¡cym pod systemem operacyjnym Microsoft Windows 10 Pro.

Zaimplementowano nast¦puj¡cy algorytm:

1◦ ustal staªe n = 128 (dªugo±¢ wektora x) i m (liczba pomiarów, tzn. dªugo±¢ wekto-

ra y) i wygeneruj macierz pomiarow¡ Φ ∈ Hm×n, której elementy s¡ kwaternionami

wygenerowanymi z niezale»nych rozkªadów normalnych NH(0, 1
m

);

2◦ wybierz rzadko±¢ sygnaªu s ¬ n
2 i no±nik S ⊆ {1, . . . , n} taki, »e #S = s (losowo), oraz

wygeneruj wektor x ∈ Hn taki, »e supp x = S, którego wspóªrz¦dne s¡ kwaternionami

wygenerowanymi z niezale»nych rozkªadów normalnych NH(0, 1);

3◦ wyznacz y = Φx ∈ Hm;

4◦ wyznacz wektory ỹ, c i macierz Φ̃ jak w (5.4)�(5.7);

5◦ wywoªaj program SeDuMi do rozwi¡zania problemu SOCP sformuªowanego w (5.3)

i wyznacz rozwi¡zanie x̃#;

6◦ wyznacz wektor x# i oblicz bª¡d rekonstrukcji (w sensie normy `2), tzn. ‖x# − x‖2;

7◦ dla ka»dej pary (m, s) wykonaj 100 eksperymentów i zapisz bª¦dy ka»dej rekonstrukcji

oraz liczb¦ dokªadnych rekonstrukcji (uznajemy, »e rekonstrukcja jest dokªadna, je±li

‖x# − x‖2 ¬ 10−7).

Na Rys. 5.1(a) przedstawiono wyniki eksperymentu. Wykres przedstawia procent dokªad-

nej rekonstrukcji w zale»no±ci od liczby pomiarów m oraz rzadko±ci s wektora. Wida¢, »e

odpowiedni dobór liczby pomiaru do rzadko±ci wektora gwarantuje niemal dokªadne odtwo-

rzenie wyj±ciowego wektora � dla m = 32 i s ¬ m
4 = 8 odzyskujemy ponad 90% wektorów,

tak samo dla m = 64 i s ¬ 18. Eksperyment ten przeprowadzili±my równie» dla macierzy

Φ ∈ Rm×n i wektorów x ∈ Rn. Na Rys. 5.1(b) zaprezentowano wyniki dla tego przypadku.

Warto zauwa»y¢, »e procent dokªadnej rekonstrukcji dla danej pary (m, s) jest ni»szy ni»

w przypadku kwaternionowym (co porównano na Rys. 5.2(a)) � dla m = 32 i s = 8 od-

zyskujemy zaledwie 65% wektorów. Potwierdza to przypuszczenia z poprzedniego rozdziaªu,
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tzn. »e dla danej pary (m,n) kwaternionowe losowe macierze gaussowskie maj¡ z du»ym

prawdopodobie«stwem ni»sz¡ staª¡ s-ograniczonej izometrii ni» losowe macierze gaussowskie

o elementach rzeczywistych.
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Rys. 5.1. Wyniki eksperymentu numerycznego dla n = 128 i ró»nych warto±ci m i s. Poziom

szaro±ci odpowiada procentowi dokªadnych pomiarów. (a) Φ ∈ Hm×n, (b) Φ ∈ Rm×n.
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Rys. 5.2. (a) Porównanie wyników eksperymentu numerycznego dla n = 128, m = 32 i ró»-

nych warto±ci s. (b) Dolne oszacowanie staªej C0 w Twierdzeniu 3.1 uzyskane z nierówno-

±ci (3.21) dla n = 128 i m = 32.

Uzyskane wyniki pozwoliªy nam równie» na uzyskanie oszacowa« jak we Wniosku 3.1 dla

wektorów, które niekoniecznie s¡ rzadkie. Z nierówno±ci (3.21) uzyskujemy

√
s
‖x# − x‖2

‖x− x|s‖1
¬ C0, (5.8)
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przeprowadzaj¡c zatem eksperyment, uzyskujemy empiryczne dolne oszacowanie na warto±¢

staªej C0 dla ró»nych warto±ci m i s. Wynik tego eksperymentu dla m = 32 przedstawiono

na Rys. 5.2(b). Zgodnie z oczekiwaniami, zale»no±¢ od s dla ustalonego m jest monotoniczna

(co wynika z monotoniczno±ci staªych s-ograniczonej izometrii).

5.2. Perspektywy zastosowa« w praktyce

Teoria oszcz¦dnego próbkowania znalazªa liczne zastosowania w praktyce, zarówno w przy-

padku rzeczywistym jak i zespolonym. Jednym z zastosowa« budz¡cych najwi¦ksze nadzieje,

i który jednocze±nie byª pierwotn¡ inspiracj¡ do powstania tej teorii, jest tomogra�a rezonan-

su magnetycznego [24]. Macierz¡ pomiarow¡, która w naturalny sposób powstaje w wyniku

zachodz¡cych w tym procesie zjawisk �zycznych, jest macierz wspóªczynników dyskretnej

transformacji Fouriera

Φ =



ω0·0
n ω0·1

n · · · ω0·(n−1)
n

ω1·0
n ω1·1

n · · · ω1·(n−1)
n

...
...

. . .
...

ω(n−1)·0
n ω(n−1)·1

n . . . ω(n−1)·(n−1)
n


∈ Cn×n

gdzie ωn = exp{−2πi
n
}. Macierz powstaªa z macierzy Φ poprzez losowe wybranie m wierszy

speªnia wªasno±¢ ograniczonej izometrii [9]. Mo»na wi¦c przypuszcza¢, »e kwaternionowa

dyskretna transformacja Fouriera, w której ωn = exp{−2πµ
n
} dla pewnego µ ∈ H takiego, »e

Reµ = 0 i ‖µ‖ = 1, równie» b¦dzie miaªa dobre wªasno±ci. Dotychczas nie powstaªy jednak

»adne prace na ten temat.

Prace nad kwaternionow¡ teori¡ oszcz¦dnego próbkowania wydaj¡ si¦ mie¢ du»e zna-

czenie praktyczne ze wzgl¦du na wspomniane w Rozdziale 1 zastosowania kwaternionów.

Dotychczasowe zastosowania w przetwarzaniu i akwizycji obrazów dotyczyªy jedynie obra-

zów monochromatycznych, które daje si¦ przedstawi¢ w postaci wektorów o wspóªczynnikach

rzeczywistych. U»ycie kwaternionów pozwoli rozszerzenie zastosowa« do przypadku obrazów

kolorowych, zawieraj¡cych trzy skªadowe kolorowe, które mo»na reprezentowa¢ za pomoc¡

wektorów o wspóªrz¦dnych kwaternionowych.
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Rozdziaª 6

Podsumowanie i wnioski

De�nicje i twierdzenia, jakie zostaªy przytoczone w niniejszej pracy, stanowi¡ fundament

nowej gaª¦zi teorii oszcz¦dnego próbkowania, tzn. dla przypadku kwaternionowego. S¡ one

naturalnym uogólnieniem znanej teorii dla wektorów i macierzy o wspóªrz¦dnych rzeczywi-

stych i zespolonych, która powstaªa okoªo 10 lat temu (lata 2004�2006). Poj¦cia takie jak

rzadko±¢ sygnaªu czy wªasno±¢ ograniczonej izometrii pozostaj¡ takie same, jednak ich ana-

liza wymaga pewnych dodatkowych narz¦dzi algebraicznych, które pozwalaj¡ na radzenie

sobie z trudno±ciami wynikaj¡cymi z nieprzemienno±ci mno»enia kwaternionów.

Teoria oszcz¦dnego próbkowania wci¡» budzi du»e zainteresowanie naukowców na caªym

±wiecie zajmuj¡cych si¦ ró»nymi dziedzinami, zarówno matematyki jak i nauk in»ynierskich.

Powstaj¡ wci¡» nowe publikacje z tej tematyki (wyszukiwarka bazy ScienceDirect zwraca

ok. 2400 publikacji, które s¡ lub zostaªy przyj¦te do publikacji w tym roku), a na konfe-

rencjach naukowych organizowane s¡ oddzielne panele po±wi¦cone wyª¡cznie oszcz¦dnemu

próbkowaniu. Interesuj¡cym przykªadem jest konferencja International Matheon Conference

on Compressed Sensing and its Applications, która odbywa si¦ w Berlinie, i która gromadzi

zarówno matematyków jak i in»ynierów. Podczas drugiej edycji tej konferencji w grudniu

2015 roku zostaªa zaprezentowana cz¦±¢ materiaªu uj¦tego w tej pracy [3].

Inspiracj¡ do zaj¦cia si¦ t¡ gaª¦zi¡ teorii oszcz¦dnego próbkowania byªy publikacje, w któ-

rych autorzy przeprowadzaj¡ eksperymenty numeryczne w algebrze kwaternionów [27]. Bra-

kuje w nich jednak zaplecza teoretycznego, a wszelkie wnioski wyci¡gane s¡ na podstawie

symulacji. Wedªug naszej obecnej wiedzy, do tej pory nie powstaªy publikacje, które uzasad-
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niaj¡ te eksperymenty z punktu widzenia matematycznego, teoretycznego. Ta praca stanowi

pierwszy krok w kierunku uzupeªnienia tych braków.

Niniejsza praca stanowi punkt wyj±cia do dalszych rozwa»a«, zarówno teoretycznych jak

i eksperymentalnych, na temat oszcz¦dnego próbkowania w algebrze kwaternionów. Wci¡»

pozostaje otwarta kwestia istnienia macierzy kwaternionowych speªniaj¡cych wªasno±¢ ogra-

niczonej izometrii, ale dalszej analizy wymagaj¡ tak»e optymalne warunki na staªe ograni-

czonej izometrii gwarantuj¡ce dokªadn¡ (lub stabiln¡) rekonstrukcj¦ wektorów. Oddzieln¡

kwesti¡ pozostaje równie» opracowanie algorytmów szybkiej rekonstrukcji wektorów kwater-

nionowych w wyniku minimalizacji normy `1 oraz wdro»enie praktycznych zastosowa« tej

teorii. Wspóªpraca zespoªów z Wydziaªu Matematyki i Nauk Informacyjnych PW oraz Wy-

dziaªu Elektroniki i Technik Informacyjnych PW budzi nadziej¦ na osi¡gni¦cie ciekawych

rezultatów, które przyczyni¡ si¦ do dalszego rozwoju tej dziedziny.



Bibliogra�a

[1] Andreis D., Canuto E. S., Orbit dynamics and kinematics with full quaternions, Proc.

of the American Control Conference, Boston, Massachusetts, (2006) 3660�3665.

[2] Bade«ska A., Bªaszczyk �., Compressed sensing for real measure-

ments of quaternion signals, (2015) (w recenzji), Dost¦pne 24.05.2016:

http://www.mini.pw.edu.pl/∼badenska/papers/CS-Rmatrix-Hvectors-submission.pdf.

[3] Bade«ska A., Bªaszczyk �., Compressed sensing for quaternion signals. 2. Internatio-

nal Matheon Conference on Compressed Sensing and its Applications, Berlin, Niemcy,

(2015) (poster).

[4] Baraniuk R., Davenport M., DeVore R., Wakin M., A Simple Proof of the Restricted

Isometry Property for Random Matrices, Constr. Approx, 28 (2008), no. 3, 253�263.

[5] Barthelemy Q., Larue A., Mars J., Color Sparse Representations for Image Processing:

Review, Models, and Prospects, IEEE Trans Image Process, (2015), 1�12.

[6] Candès E.J., The restricted isometry property and its implications for compressed sen-

sing. C R Acad Sci Paris, I (2008), no. 346, 589�92.

[7] Candès E.J., Romberg J., Tao T., Robust uncertainty principles: Exact signal recon-

struction from highly incomplete frequency information, IEEE Trans Inform Theory,

52 (2006), no. 2, 489�509.

[8] Candès E.J., Tao T., Decoding by linear programming, IEEE Trans Inform Theory,

51 (2005), no. 12, 4203�15.



54 Bibliogra�a

[9] Candès E.J., Tao T., Near-optimal signal recovery from random projections: Universal

encoding strategies? IEEE Trans Inform Theory, 52 (2006), no. 12, 5406�25.

[10] Foucart S., Rauhut H., A mathematical introduction to compressive sensing, Birkhäuser

/Springer, Nowy Jork (2013).

[11] Gao C., Zhou J., Lang F., Pu Q., Liu C., Novel Approach to Edge Detection of Color

Image Based on Quaternion Fractional Directional Di�erentation, Advances in Automa-

tion and Robotics, 1 (2012), 163�170.

[12] Hawes M. B., Liu W., A Quaternion-Valued Reweighted Minimisation Approach to

Sparse Vector Sensor Array Design, Proceedings of the 19th International Conference on

Digital Signal Processing, (2014), 426�430.

[13] Jakubowski J., Sztencel R., Wst¦p do teorii prawdopodobie«stwa, Script, Warszawa

(2010).

[14] James O., Lee H.-N., Restricted Isometry Random Variables: Probability Distributions,

RIC Prediction and Phase Transition Analysis for Gaussian Encoders, (2015) (w recen-

zji), arXiv:1410.1956v4.

[15] James O., On the RIP of Real and Complex Gaussian Sensing Matrices via RIV frame-

work in Sparse Signal Recovery Analysis, IEEE sponsored 2nd International Conference

on Electronics and Communications System (2015).

[16] James O., Revisiting the RIP of Real and Complex Gaussian Sensing Matrices Through

RIV Framework, Wireless Pers Commun, 87 (2016), no. 2, 513-�526.

[17] Jensen D. R., A Note on Positive Dependence and the Structure of Bivariate Distribu-

tions, SIAM J. Appl. Math, 20 1971), no. 4, 749�753.

[18] Pei S.-C., Chang J.-H., Ding J.-J., Color pattern recognition by quaternion correlation,

IEEE Int. Conf. Image Process., Thessaloniki, Greece, (2010), 894�897.

[19] Rodman, L., Topics in Quaternion Algebra, Princeton University Press, (2014).



Bibliogra�a 55

[20] Royen T., Some probability inequalities for multivariate gamma and normal distribu-

tions, (2015) (w recenzji), arXiv:1507.00528v1.

[21] Sangwine S. J., Fourier transforms of colour images using quaternion or hypercomplex

number. Electron. Lett, 32 (1996), no. 21, 1979�1980.

[22] Sangwine S. J., Ell T. A., Colour image �lters based on hypercomplex convolution, IEEE

Proc. Vision, Image and Signal Processing, 49 (2000), no. 21, 89�93.

[23] Sturm J. F., Using SeDuMi 1.02, A Matlab toolbox for optimization over symmetric

cones, Optimization Methods and Software, 11 (1999) no. 1-4, 625�653.

[24] Vincenti G., Preliminary experiences with compressed sensing multi-slice cine acquisi-

tions for the assessment of left ventricular function: CV_sparse WIP, MAGNETOM

Flash, 1 (2014), 18�26.

[25] van der Waerden B. L., Hamilton's Discovery of Quaternions,Math. Magazine, 49 (1976),

no. 5, 227�236.

[26] Witten B., Shragge J., Quaternion-based Signal Processing, Stanford Exploration Pro-

ject, New Orleans Annual Meeting (2006), 2862�2866.

[27] Wu J., Zhang X., Wang. X., Senhadji L., Shu H., L1-norm minimization for quaternion

signals, Journal of Southeast University (English Edition), 29 (2012), no. 1.

[28] Xu K., Wang J., Shim B., The RIP for RandomMatrices with Complex Gaussian Entries,

Future Information Technology (2013), 13�19.

[29] Zhang F., Quaternions and Matrices of Quaternions, Linear Algebra Appl, 251 (1997),

21�57.



Warszawa, dnia ...............

O±wiadczenie

O±wiadczam, »e prac¦ dyplomow¡ pod tytuªem: "Metody oszcz¦dnego próbkowania w alge-

brze kwaternionów", której promotorem jest dr Agnieszka Bade«ska, wykonaªem samodziel-

nie, co po±wiadczam wªasnor¦cznym podpisem.

...........................................


