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Streszczenie

Teoria oszczednego probkowania, stworzona przez E. Candésa okoto 10 lat temu, jest
wcigz dynamicznie rozwijajacg sie dziedzing nauki, angazujacg do pracy zaréwno matema-
tykow jak i inzynierow. Jej podstawa jest fakt, ze wektory rzadkie (tzn. majace niewiele
niezerowych wspolrzednych) moga by¢ zrekonstruowane z matej liczby liniowych pomiarow
za pomoca nieliniowych algorytmow rekonstrukeji (np. minimalizacji normy ¢1). Jednym
z warunkow wystarczajacych powodzenia tej rekonstrukeji jest spetnienie przez macierz po-
miarowa tzw. warunku ograniczonej izometrii (RIP).

Tematem tej pracy jest rozszerzenie metod oszczednego probkowania, znanych dla ma-
cierzy i wektoréw rzeczywistych oraz zespolonych, na algebre kwaternionéow. Kwaterniony,
tzn. liczby postaci ro + ri + r2j + r3k, stanowia uogoélnienie liczb zespolonych. Ze wzgledu
na ich liczne zastosowania, m.in. w przetwarzaniu obrazow, rozszerzenie tej teorii wydaje sie
mie¢ duze znaczenie praktyczne.

W pierwszych dwdch rozdziatach przytoczone zostanag podstawy teorii oszczednego prob-
kowania w ciele liczb rzeczywistych oraz najwazniejsze wlasnosci algebry kwaternionow i kwa-
ternionowych przestrzeni wektorowych. Rozdziat 3 poswiecony jest uogoélnieniu teorii oszczed-
nego probkowania na przypadek kwaternionowy i zawiera gtowny wynik naukowy tej pracy,
tzn. twierdzenie o stabilnej rekonstrukcji wektorow kwaternionowych z liniowych pomiaréw
o wspotczynnikach kwaternionowych. W Rozdziale 4 przeprowadzona zostanie analiza kwater-
nionowych losowych macierzy gaussowskich z punktu widzenia spelnienia zatozen twierdzenia
z poprzedniego rozdzialu. Na koniec zaprezentowane zostana wyniki symulacji numerycznych
ilustrujacych przeprowadzone wcze$niej rozwazania teoretyczne. Wskazane zostang rowniez
perspektywy praktycznych zastosowan teorii oszczednego probkowania w algebrze kwaternio-

now i plan dalszych prac w tej dziedzinie.

Stowa kluczowe: oszczedne probkowanie, wlasnos¢é ograniczonej izometrii, algebra kwater-

nionow



Summary

Compressed sensing theory, initiated about 10 years ago by E. Candés, is a still rapidly
developing field of science, involving the work of both mathematicians and engineers. It is ba-
sed on the fact that sparse vectors (i.e. having few non-zero coordinates) can be reconstructed
from a small number of their linear measurements by non-linear reconstruction algorithms
(e.g. ¢1-norm minimization). One of the sufficient conditions for the succesful reconstruction
is so-called restricted isometry property (RIP) of the measurement matrix.

The aim of this paper is to generalize the compressed sensing methods, well-known for
real and complex matrices and vectors, to the quaternion algebra. Quaternions, i.e. numbers
of the form rg+rii+r9j+ 3k, are the extension of complex numbers. Due to their numerous
applications, including in image processing, the extension of this theory seems to be of great
practical importance.

In the first two chapters we recall the basis of compressed sensing theory in the field
of real numbers and the most important properties of quaternions and quaternionic vector
spaces. Chapter 3 is devoted to the generalization of compressed sensing theory to the quater-
nion algebra and includes the main scientific result of this paper, i.e. concerning the stable
reconstruction of quaternion vectors from their linear measurements with quaternion coeffi-
cients. In Chapter 4 we analize quaternionic gaussian random matrices from the point of view
of fulfilling the assumptions of the main theorem. Finally, we present results of some numeri-
cal simulations to illustrate the previous theoretical considerations. We also point out some
practical applications of the compressed sensing theory in the quaternion algebra and show

the plan of future work in this field.

Keywords: compressed sensing, restricted isometry property, quaternion algebra
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Rozdziat 1

Wstep — sformulowanie problemu

1 definicje

1.1. Wprowadzenie

Jednym z najwazniejszych etapow badania wlasnosci réznych obiektoéw jest proces wykony-
wania pomiaréw (bezposrednich lub posrednich) sygnalow reprezentujacych pewne wielkosci
fizyczne. Wyciaganie wnioskéw dotyczacych tych obiektéw i podejmowanie decyzji zwigza-
nych z nimi jest Scisle uzaleznione od procesu rekonstrukcji badanych sygnatéw z danych
pomiarowych. Jako przykitad mozna tu poda¢ zagadnienie rekonstrukeji obrazéw w tomo-
grafii rezonansu magnetycznego, gdzie na podstawie sygnatow elektromagnetycznych zareje-
strowanych przez cewki odbiorcze mozna odtworzyé rozktad pewnych wielkosci, np. gestosci
atomowych, w ciele cztowieka.

Proces akwizycji pomiaréow jest najczesciej liniowy. Chcac wiec sformalizowaé rozwazany

problem, opisuje sie go za pomocg ukladu réwnan liniowych, tzn.
y = ®x, (1.1)

gdzie x € K" jest badanym n-wymiarowym sygnalem dyskretnym, a y € K™ to wektor
m probek, jakie zostaly zebrane. Macierz ® € K™*" modeluje liniowy proces pomiarowy
(i nazywana jest w zwiazku z tym macierzq pomiarowq). Zazwyczaj K oznacza ciato liczb

rzeczywistych R lub zespolonych C.
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Widzimy wiec, ze aby uzyska¢ informacje na temat sygnatu x, musimy rozwigza¢ uktad
rownan liniowych (1.1). Algebra liniowa mowi nam, ze aby bylo to mozliwe, liczba pomiarow
m musi by¢ co najmniej réwna wymiarowi n sygnalu. Zaktadamy przy tym, ze pomiary nie
dostarczaja sprzecznych informacji i s doktadne. Wiemy takze, ze w przeciwnym przypadku,
tzn. gdy m < n, jesli badany uktad rownan ma co najmniej jedno rozwiazanie, to ma ich nie-
skoniczenie wiele, a zatem nie jest mozliwe jednoznaczne rozwigzanie problemu rekonstrukeji
sygnatu x z pomiaréw y.

Powyzsze trudnosci, a takze obserwacja, ze sygnaty, z jakimi mamy do czynienia w rze-
czywistosci to zazwyczaj sygnaly rzadkie lub kompresowalne (tzn. takie, ktorych wiekszosé
wspohrzednych jest rowna lub bliska zeru), przyczynily sie do powstania teorii oszczednego
probkowania (ang. compressed sensing lub compressive sampling). Jej autorstwo przypisu-
je sie Emmanuelowi Candésowi, ktéry wraz m.in. z Justinem Rombergiem i Terencem Tao
opisal wlasnosci macierzy pomiarowych (rzeczywistych lub zespolonych), ktore umozliwiaja
dokladna rekonstrukcje pewnej klasy sygnatow z niewielkiej ilodci liniowych pomiarow |7, 9.

Od poczatku jej istnienia, dziedzina oszczednego probkowania dynamicznie sie rozwija,
angazujac do pracy zaréwno matematykow jak i inzynieréw i znajdujac coraz to nowsze zasto-
sowania praktyczne, jak i motywujac do rozwazan teoretycznych. Dotychczas uwaga naukow-
coOw skupiona byta przede wszystkim na przypadku sygnatow i pomiaréw o wspodtrzednych
rzeczywistych lub zespolonych. Zaczely pojawia¢ sie jednak prace [27], ktorych autorzy prze-
prowadzaja symulacje numeryczne sugerujace, ze metody oszczednego probkowania moga
by¢ z powodzeniem stosowane do badania sygnaléw o wspotrzednych w pierscieniu kwater-

nionéw H (czasami nazywanym ciatem nieprzemiennym), tzn. liczb postaci
ro + 711+ 1roj + 73K,

gdzie i, j oraz k sg trzema jednostkami urojonymi. Zgodnie z nasza wiedza, do tej pory jednak
nie pojawity sie prace teoretyczne, ktore wyjasnialyby sukces tych eksperymentow.
Uogolnienie wynikow na przypadek kwaternionowy moze mie¢ duze znaczenie, ze wzgledu
na liczne zastosowania kwaterniondéw. Obok klasycznych zastosowan w mechanice kwanto-
wej i do opisu obrotéw bryt sztywnych w grafice komputerowej [1], kwaterniony znalazty

zastosowanie rowniez w dziedzinie przetwarzania sygnalow. Struktura kwaternionow (trzy
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rozne jednostki urojone) pozwala na wykorzystanie ich do opisu obrazéw kolorowych [21].
Czes¢ urojona kwaternionu moze by¢ interpretowana jako trzy sktadowe kolorowe w obrazie
RGB (czerwony, zielony i niebieski). M.in. z tego powodu kwaterniony znalazty zastosowanie
w filtrowaniu obrazow [22], dopaswyowaniu wzorcow [18], wykrywaniu krawedzi [11] czy tez
znakowaniu wodnym [26].

Celem tej pracy jest uogoélnienie teorii oszczednego probkowania, znanej dla sygnalow
i pomiaréw o wspotrzednych rzeczywistych lub zespolonych, na przypadek kwaternionowy.
Na poczatek zaprezentujemy podstawowe definicje i twierdzenia, ktore stanowia podstawe
klasyczne] teorii oszczednego probkowania. Wprowadzimy nastepnie algebre kwaternionow
i opiszemy jej najistotniejsze wlasnosci, wazne z punktu widzenia dalszych rozdzialow, by
pozniej moc skupic sie na najwazniejszym elemencie pracy, tzn. udowodnieniu twierdzen gwa-
rantujacych wierng rekonstrukcje pewnych klas sygnatéw kwaternionowych z niewielkiej ilosci
pomiarow kwaternionowych. Warto dodaé, ze jest to pierwszy tego typu wynik rozszerzajacy
teorie oszczednego probkowania na przypadek kwaternionowy. Zajmiemy sie rowniez analiza
pewnych macierzy pomiarowych, ktére z duzym prawdopodobienstwem spetniaja zatozenia
dowodzonych twierdzen, a prace podsumujemy kilkoma eksperymentami numerycznymi, kto6-

re zilustrujg omawiang teorie i wskaza perspektywy zastosowania jej w praktyce.

1.2. Oszczedne préobkowanie — przypadek rzeczywisty

W pierwszej kolejnoéci zajmiemy sie przypadkiem wektorow o wspotrzednych rzeczywistych,
tzn. wektorami x € R". Jednym z najwazniejszych pojec¢ teorii oszczednego probkowania jest
pojecie nosnika wektora (tzn. zbioru indekséw jego niezerowych wspotrzednych) i wektora
s-rzadkiego (tzn. takiego, ktory ma co najwyzej s niezerowych wspolrzednych). Formalne de-
finicje tych poje¢ w naturalny sposob uogoélniaja sie na przypadek wektoréw o wspodtrzednych
zespolonych i kwaternionowych i zostang podane w Rozdziale 3.

Rozwazmy problem rekonstrukcji sygnatu rzadkiego x € R” z jego liniowych pomiarow
y = ®dx € R",

gdzie ® € R™*". Interesuje nas w szczeg6lnosci pytanie, jakie wtasnosci powinna mie¢ ma-

cierz ®, aby istniata mozliwos¢ dokladnego zrekonstruowania sygnatu, a takze jaka jest efek-
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tywna metoda rekonstrukeji. Okazuje sie 8], ze przy pewnych zalozeniach dotyczacych ma-
cierzy ® (o ktorych powiemy w dalszej czesci rozdziatu) dowolny s-rzadki sygnal x € R"
mozna jednoznacznie odtworzy¢ z pomiarow y = ®x € R, m < n, rozwigzujac zagadnienie

minimalizacji ¢, tzn.

argmin ||z||, pod warunkiem @z =y, (Pr-r,0)
zeR"
gdzie |z||, = 3 |z;| dla z = (z1,...,2,)7 oraz
i=1

arg;ninf(x) ={z:V, [f(y) = f(2)},

tzn. arg min f(x) oznacza zbioér tych argumentow x, dla ktorych funkcja f osiaga swoje mi-
nimum.x

W praktycznych zastosowaniach problem (Pr_g o) wymaga pewnej modyfikacji. Dane po-
miarowe, jakimi dysponujemy zazwyczaj nie sa dokladne, ale obarczone pewnym btedem
e = &x — y. Zakladamy jednak, ze jesteémy w stanie oszacowaé¢ norme {5 tego bledu,
tzn. ||e|, < n dla pewnego ustalonego n > 0, gdzie ||e||, = <§: |€i’2>1/27 e=(e,....,en)".
Problem minimalizacji sprowadza sie wowczas do rozwiadzanial;;gadnienia

argmin ||z, pod warunkiem | ®z —y|, <. (Pr_r)
z€R"™

Oczywiscie w tym przypadku nie mamy mozliwoéci doktadnego zrekonstruowania wektora x,
ale okazuje sie, ze mozemy przyblizy¢ wartosci jego wspotrzednych z bledem, ktérego nor-
me mozna oszacowal w sposob zalezny od 7. Taki proces nazywamy stabilng rekonstrukcjg
wektora z danych pomiarowych.

Jednym z warunkéw, ktory pozwala na stabilng rekonstrukcje wektoréow z danych obar-
czonych btedem pomiarowym jest tzw. wltasnosé ograniczonej izometrii. Jest to pojecie wpro-
wadzone przez Emmanuela Candésa i Terence’a Tao w jednej z pierwszych prac pos§wieconych
teorii oszczednego probkowania [8]. Od tamtego czasu jest nieustannie rozwijane — wciaz pro-
wadzone sa prace, ktore prowadza do uzyskania lepszych oszacowan na state, ktére wystepuja
w glownym twierdzeniu tej teorii [6], a takze do wykazania, Zze pewne macierze pomiarowe

spelniaja ten warunek.
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Definicja 1.1. Niech s € N, s > 1, oraz ® € R™*". Méwimy, ze macierz ® ma wtasnosé

s-ograniczonej izometrii (ang. s-restricted isometry property - RIP) ze stata d; > 0, jesli
2 2 2
(1= 6) [Ix[l; < [[®x|ly < (1 +65) [Ix]3 (1.2)

dla wszystkich s-rzadkich wektoréw x € R". Najmniejsza liczbe ds > 0 spelniajaca powyzszy

warunek nazywamy statq s-ograniczonej izometrii (ang. s-restricted isometry constant).

Powyzsza definicje mozna uogolni¢ na wektory o wspoélrzednych zespolonych i kwater-
nionowych (Definicja 3.2). Przyjelo sie rowniez potocznie mowié, ze macierz ® ma wtasnosé
ograniczonej izometrii, jesli o, jest mate dla odpowiednio duzych s. Okazuje sie, ze spelnienie
warunku ograniczonej izometrii z odpowiednio mata stata gwarantuje stabilng rekonstrukcje
wektorow (niekoniecznie rzadkich) z zaszumionych pomiaréw. Mowi o tym ponizsze twier-
dzenie, przytoczone za Candésem [6], ktore bylo obiektem rozwazan w pracy licencjackiej

Autora.

Twierdzenie 1.1. Niech macierz ® € R"™™ spetnia wtasnosé 2s-graniczonej izometrii ze
statg 095 < V2 — 1 @ niech n > 0. Wowczas dla dowolnego wektora x € R" oraz wektora
y = ®x + e takiego, ze |e|l, < n, rozwigzanie x* problemu

argmin ||z||, pod warunkiem ||®z—y|, <7 (Pr—r.p)
zcR”™

spetnia nierownosé

I — x> <

’X—X|S

C
Tz | +Ciy (1.3)

ze statymi

14 (V2 1) S
1-(V2 )6 1 (14 V2) b

gdzie X|s oznacza najlepsze s-rzadkie przyblizenie wektora x, tzn. wektor powstaty z wektora x

Co=2

poprzez pozostawienie jego s najwiekszych co do modutu wspdtrzednych oraz wyzerowanie

pozostatych.

Jak wida¢ z powyzszego twierdzenia, jesli 0o, < /2 —1, wektor x € R” jest s-rzadki, a po-
miary doktadne (tzn. n = 0), to rekonstrukcja w wyniku minimalizacji ¢; jest jednoznaczna

i w jej wyniku odzyskujemy wektor x. Pozostaje jednak pytanie, jakie macierze pomiarowe &
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spelniaja ten warunek, a takze czy zalozenie 0o, < /2 — 1 jest optymalne, tzn. jak duza musi
by¢ stata do,, by nie byta mozliwa stabilna rekonstrukcja wszystkich wektorow x. W dalszej
czesci pracy sformutujemy i udowodnimy analogiczny wynik dla przypadku ogolniejszego,

tzn. dla macierzy pomiarowych i wektoréw o wspotrzednych w algebrze kwaternionow.



Rozdziat 2

Algebra kwaternionéw

Zanim przejdziemy do uogélnienia przytoczonych w poprzednim rozdziale wynikow zwia-
zanych z oszczednym probkowaniem na algebre kwaternionéw, musimy ja zdefiniowaé¢ oraz
pokazaé¢ pewne jej wlasnosci. Jest ona rozszerzeniem ciata liczb zespolonych, a za date jej
powstania uwaza sie rok 1843, kiedy Sir William R. Hamilton, uderzony swoim odkryciem,

wyryl w kamieniu na moscie Broome w Dublinie stynny napis
i’ =i =k’ =ijk = —1,

definiujacy reguty mnozenia kwaternionow [25].

2.1. Podstawowe pojecia i wlasnoS$ci

Niech H = {1,1, j, k} oznacza baze w 4-wymiarowej przestrzeni wektorowej H nad ciatem R.

Zdefiniujmy mnozenie w H wedlug réwnosci

iZ=j*=k?*=ijk=—1, (2.1)
ij=—ji=k, jk=-kj=i ki=—ik=j. (2.2)
Mozna tatwo zauwazy¢, ze rownosci (2.2) wynikaja wprost z (2.1). Reguly mnozenia wy-

godnie jest zapisa¢ rowniez w postaci tabeli (patrz Tabela 2.1). Wprost z definicji wynika,

ze mnozenie elementéw z algebry H jest rozdzielne wzgledem dodawania, a mnozenie przez
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skalary (tzn. przez liczby rzeczywiste) jest przemienne, tzn.

vx,y,zEH .Z'(y—l—Z) = xy+asz, (y+z)x = y.T—|—Z.fE, (23)

Veoyeracr  T(Ay) = (An)y = A(ay). (2.4)

Tabela 2.1: Reguly mnozenia w algebrze kwaternionow.

Definicja 2.1. Elementy przestrzeni H wraz z operacjami algebraicznymi H jako przestrze-
ni wektorowej nad cialem R oraz mnozeniem zdefiniowanym réwnosciami (2.1) nazywamy
(rzeczywistymi) kwaternionami. Elementy 1i,j,k bedziemy nazywaé kolejnymi jednostkami

Urojonymi.

Symbolu H uzywamy ze wzgledéw historycznych, dla upamietnienia W. R. Hamiltona,

tworcy kwaternionéw. Kwaterniony ¢ € H bedziemy zapisywa¢ w postaci
g=ro+ri+rj+rk, rg,...,r3€ER. (2.5)

Kwaterniony, dla ktérych przynajmniej jedna z liczb rg, ..., 73 jest rowna 0 bedziemy zapisy-
waé pomijajac odpowiednia jednostke urojona (lub liczbe rzeczywista). Wektor zerowy, tzn.
taki ze ro = ... = r3 = 0 bedziemy zapisywac jako 0.

Kwaterniony stanowia uogolnienie liczb zespolonych, zatem w sposéb naturalny rozsze-

rzaja sie na nie rOwniez pojecia czesci rzeczywistej i urojonej, a takze sprzezenie.

Definicja 2.2. Niech ¢ € H bedzie postaci (2.5). Liczbe ry € R nazywamy czesciq rzeczywistq
(skalarna) kwaternionu, natomiast i + roj + 73k nazywamy czescig urojong (wektorowa)

kwaternionu. Wprowadzamy oznaczenie
Re(q) :=ro, Im(q) :=mi+ rj+ r3k.

Kwaterniony ¢ € H takie, ze Re(q) = 0 nazywamy czystymi kwaternionami.
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Zazwyczaj, gdy nie bedzie budzitlo to watpliwosci, bedziemy stosowaé zapis wektorowy
q := Im(q). Wowczas ¢ = ro + q. Zauwazmy, ze q mozemy utozsamia¢ z wektorem w prze-

strzeni R3.

Definicja 2.3. Niech ¢ = rq+ i+ roj + rsk € H. Sprzezeniem kwaternionowym nazywamy
funkcje
T H—H; g:=Re(q) —Im(q) =ro —rii—r2j —r3k.

Z bezposredniego rachunku wynikaja wtasnosci zebrane w ponizszym fakcie.

Fakt 2.1. Niech q € H. Zachodzq ponizsze wzory:

q+q q—dq
Re(q) = BERE Im(q) = BORE (2.6)
1 e ...
q= —§(q+1q1 + jgj + kqk) . (2.7)

Poniewaz utozsamiamy algebre H z przestrzenig R*, to naturalnym jest wprowadzenie
definicji normy kwaternionu tak jak wprowadza sie pojecie normy dla dowolnych rzeczywi-
stych przestrzeni n-wymiarowych. W ten sam sposoéb wprowadza sie norme liczb zespolonych
(utozsamianych z przestrzenia R?). Z tego utozsamienia wynika natychmiast prawdziwosé

Faktu 2.2, a przeprowadzajac bezposredni rachunek otrzymujemy dowodd Faktu 2.3.

Definicja 2.4. Niech ¢ € H bedzie postaci (2.5). Normg kwaternionowq nazywamy funkcje

e H— Ry U{0}: gl = y/rd o+ rf 4 v 4%
Kwaterniony ¢ € H takie, ze |¢| = 1 nazywamy kwaternionami jednostkowymi.

Fakt 2.2. Niech q,q1,q, € H, A € R. Wowczas
(a) [gf=0 <« ¢=0,
() [A-ql = Al -4,
(¢) a1+ q2| <laa| + |gol.

Fakt 2.3. Niech q € H. Wowczas

(a) > =q-7=7"q,
(b) lq| = |q| = |—ql.
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Twierdzenie 2.1. Niech q € H bedzie taki, ze Re(q) =0 (tzn. ¢ = q). Wowczas

¢ =—lq*.
Dowdd. Niech q € H, Re(q) = 0. Zauwazmy, ze wowczas ¢ = —q. Stad

F=q-q=-q-q=—lq°,

co konczy dowdod. O

7 Twierdzenia 2.1 wynika, ze rownanie
¢ =-1 (2.8)

ma nieskonczenie wiele rozwiazan. Jest to znaczna réznica w stosunku do ciata liczb ze-
spolonych, w ktorym kazdy wielomian n-tego stopnia ma doktadnie n pierwiastkow (liczac
z krotnosciami). W przypadku algebry kwaternionéw, rozwigzaniem rownania (2.8) jest cala
sfera jednostkowa w R?® (tzn. wszystkie kwaterniony jednostkowe o zerowej czesci rzeczywi-
stej).

Dziatania w ciele liczb zespolonych maja wiele wlasnosci znanych nam z ciata liczb rzeczy-
wistych. Kwaterniony natomiast tworza nieprzemienng algebre 4-ego rzedu nad cialem liczb
rzeczywistych. W ogolnosci q; - ¢2 # qo - 1. Jest to jednak algebra tgczna, tzn. dla wszystkich
G, 42,93 € H zachodzi ¢ - (¢2 - ¢3) = (q1 - q2) - q3. Zachodzi réwniez ponizszy fakt, ktorego

dowo6d wynika z bezposredniego rachunku.

Fakt 2.4. Niech q1,q, € H. Wowczas
(@) @ =00,
(b) a1 - @ = |@1] - [go]-
Tak jak w przypadku cialta liczb rzeczywistych i zespolonych, w algebrze kwaternionoéw

mamy réwniez zdefiniowane pojecie elementu odwrotnego, o czym moéwi ponizszy fakt.

Fakt 2.5. Dla dowolnego niezerowego kwaternionu q € H 1istnieje dokladnie jeden element

odwrotny ¢~ ' € H, tzn. taki ze

Wowczas ¢! = iz i dla q1,q2 € H, q1,q2 # 0, zachodzi wzor

lq|

(@) "= at (2.9)
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Widzimy zatem, ze mozemy jednoznacznie zdefiniowaé¢ dzielenie kwaternionoéw. Nieprze-
mienno$¢ mnozenia sprawia jednak, ze nalezy zdefiniowa¢ zarowno dzielenie prawe jak i lewe,
tzn. dla g1, g2 € H, g3 # 0, definiujemy
Q@ q

5

|2

Kwaterniony sa wiec algebra z dzieleniem (ang. division algebra). Podsumowujac, algebra

_ Q1 G2 _
Q1/QQ = CJ1Q21 = Wa C]2\Q1 = (9 1(11 =
2

kwaternion6w spelnia wszystkie aksjomaty ciata, poza przemiennoscig mnozenia. Czasami

nazywa sie ja w zwiazku z tym ciatem nieprzemiennym.

2.2. Kwaternionowe przestrzenie wektorowe

Podobnie jak w przypadku rzeczywistym i zespolonym, rozwazamy n-wymiarowe moduty
prawostronne H" nad pierscieniem H, tzn. algebry, w ktorych (H", +) tworzy grube abelowa,

a mnozenie -: H" x H — H" ma nastepujace wlasnosci:

Vxyerngen (X+Yy) ¢=%x-q+y-q,

Vxeln,qren X (q+1)=%X-q+y- T,

Vel qrem X (¢ ) = (X-q) -,

Vyermn x-1=x.
Poniewaz pierécien H nie jest cialem, modul prawostronny H" nad H nie jest przestrzenia
wektorowa. Jednak ze wzgledu na to, ze pierscien H czasem nazywa sie cialem nieprzemien-
nym, przyjelo sie réwniez nazywaé¢ modut prawostronny H" nad pierscieniem H prawostronng
przestrzeniq wektorowg. W analogiczny sposob definiuje sie modut lewostronny (definiujac
mnozenie -: H x H" — H") i potocznie nazywa go lewostronng przestrzenia wektorowa.

Niech x bedzie wektorem w n-wymiarowej przestrzeni H”, n € N. Bedziemy interpretowaé

wektory jako jednokolumnowe macierze x € H™ !, tzn.
_ T H
X—(xhx%"'uxn) ) 131,1'2,...,1'”6 )

gdzie T' oznacza transpozycje macierzy. Kazda kwaternionowa macierz reprezentuje prze-

ksztatcenie liniowe (na przestrzeni prawostronnej nad H)

®: H" — H™,
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ktore ma nastepujace wlasnosci:
Viyetn,gen  B(x+y) =®x+ Py,  P(xq) = (Px)q.

Stosujac notacje analogiczng jak dla liczb zespolonych, wprowadzamy roéwniez pojecie
hermitowskiego sprzezenia macierzy kwaternionowej ® € H™*" jako ®* = 3. Oczywiscie
®** = &. Ponadto, z bezposredniego rachunku otrzymujemy réowniez wlasnosci sprzezenia

hermitowskiego, ujete w postaci ponizszego faktu.

Fakt 2.6. Niech ® ¢ H™", ¥ € H™*, x € H" i ¢ € H. Wowczas
(®q)" = qP", (@) = ®q, (Px)* = x" P~ (W) = U™,

Poniewaz kwaterniony sa uogoélnieniem liczb zespolonych, naturalnym podejéciem jest
wprowadzenie funkcji majacej wlasnosci iloczynu skalarnego przestrzeni H”, tak jak mialo to
miejsce w R" czy C".

Wprowadzmy funkcje

(«,): H" x H* — H x,y) =y'x=>_ ypz, (2.10)
k=1
gdziex = (x1,...,2,)7,y = (y1,...,yn)’ € H". Stad réwniez wyprowadzamy wzor na norme

{5 wektora kwaternionowego

Ix[l, = /x.x) = J z

dla dowolnego x = (z1,...,z,)" € H".

1

— $ Ei: ENE (2.11)

Uwaga 2.1. Funkcje, ktora (jak sie okaze) speinia aksjomaty iloczynu skalarnego, mozna

wprowadzié¢ réwniez dla lewej przestrzeni wektorowej H", definiujac
(/) H* x H" — H (x,y) :XTy:Zka,
k=1

jednak wiaze sie to z trudnosciami przy definiowaniu operatora sprzezonego. Dlatego w dal-
szej czescl pracy zajmowaé sie bedziemy gtownie iloczynem skalarnym zdefiniowanym wzo-

rem (2.10).
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Twierdzenie 2.2. Funkcja (-,-) spetnia aksjomaty iloczynu skalarnego.

Dowdd. Niech x = (x1,...,2,)"y = (y1,-- -, y)",2 = (21,...,2,)7 € H" oraz q € H.
Wowezas
o (X,¥) = Ttk = ) Ttk = ) Twyk = (¥,X) ,
k=1 k=1 k=1
o (xq,y) =D Targ = (Zykxh q=(xy)q,
k=1 k=1
o (x+y,z) =D Zler+y) =D Fwn+ D Ty = (x,2) +(y,2)
k=1 k=1 k=1
o (x,x)=> mar =) |ul = |xll; >0,
k=1 k=1
e (x,x)=|x[=0 & x=0.
Koniczy to dowdd. O

Whniosek 2.1. Funkcja |||, spetnia aksjomaty normy.

Warto zauwazy¢, ze dla x,y € H" i ¢ € H zachodzi rowniez wlasnosé¢ (x,yq) = g (x,y).
Nalezy zwrocié uwage, ze funkcja (-, -) nie jest iloczynem skalarnym w klasycznym sensie
ze wzgledu na fakt, ze H nie jest cialem. Spelnia jednak wszystkie spodziewane wtasnosci,
ponadto prawdziwe sa odpowiedniki nier6wnoséci Cauchy’ego-Schwarza i rownosci polaryza-
cyjnej, znane z analizy rzeczywistych i zespolonych przestrzeni wektorowych, o czym mowia

dwa ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 2.3 (Nierownos¢ Cauchy’ego-Schwarza). Dla dowolnych x,y € H" zachodzi

|66 )< [l -y ll, - (2.12)

Dowaod. Dowod przebiega tak samo jak dowdd analogicznego twierdzenia dla przestrzeni rze-
czywistych i zespolonych. Niech x,y € H" oraz ¢ € H. JeSli y = 0, to nier6wnosc¢ jest
spetniona, zatem zalézmy, ze ||y||, > 0. Z Twierdzenia 2.2 otrzymujemy, ze
0< X—ygx—yq) = (xx) = (¥,x)¢—7(Xy) —7(y,¥)q
2 T 2 2
= [xlly = (%, y)a =7 (xy) + lal” [yl -

(x,¥)

Ktadac ¢ = TE otrzymujemy
2
T T 2 2
: xy)xy) &y &y | [xy) 2 |(xy)]
0< ||X||2 - 2 - 2 + 7 = ||X||2 - 2
¥l [N4lE 1yl [NalE

co konczy dowdd. O]
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Twierdzenie 2.4 (R6wnos¢ polaryzacyjna I). Dla dowolnych x,y € H" zachodzi wzor

2 2 i <12 <12
(e, y) = 7 (I + vl = I = yli3) + 5 (I + yill; — x - yill3)

+

e | =

. . k
(I +illz = lx = willz) + 7 (Ix+ vkl = Ix = ykl3) . (213)

Dowdd. Niech x = (z1,...,2,)7, y = (y1,...,y.)T € H". Rozwazmy cze$¢ rzeczywisty

prawej strony wzoru. Otrzymujemy

n

e+ 1 = I = y1” = 3= (% + 5 o+ ) — (7 = 50) o — )

(Tra + T + Trye + Tt — Totk + Tetk + Trge — Tl )
=1
Z (%xk + Tkyk)

2(<x,y>+
2((x,y)+

ol

I
b

(v,x))
(x,¥)) = 4Re((x,y)).

X,y

Zbadajmy wspolezynnik przy jednostce urojonej i po prawej stronie wzoru (2.13). Mamy

o+ yill? =l — yill” = 3 (a7 + 5d) (o + ) — (77 — i) (2 — )
k=1

=> (Tkl‘k + Teyid + Yriee + Yrlyel — Tewr + Tpyel + yeleg — %ykl)

i

[]=~

=2 (Tkyki - iﬁﬂik)

=-2((xy)i-ily,x))=-2(xy)i-ixy))

I
—

Analogicznie, dla pozostatych jednostek urojonych dostajemy

Ix +yill3 = I = will; = —2( (x, %) i —i(x,))

oraz

Ix + vkl =[x = yk[I; = =2( (x,y) k - k{x,y}).

Mnozac lewe strony uzyskanych rownosci odpowiednio przez i, j, k oraz dodajac je stronami
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otrzymujemy, ze

i (llx+ il — [Ix = yills) +3 (I + il = Ix = wills) + & (Il + ykI; — [x — yk|3)
= —2(-2(x,y) - (x,y)) - 6(x,)

=2(x,y) — 2(x,y) =4Im ((x,y)),

gdzie skorzystalisSmy z Faktu 2.1. Koriczy to dowdd. O]

Dla funkcji zdefiniowanej w Uwadze 2.1 mamy analogiczna postaé¢ réwnosci polaryzacyjnej

dla lewej kwaternionowej przestrzeni wektorowej, tzn.

1 2 2 i . 2 . 2
(xy) = 7 (It vl = lIx=yl3) + 5 (Ix+iyl; — Ix —iyl3)
j . 2 . 2 k 2 2
5 (vl = x =gy 1) + 5 (I + Ky ll; — 1x ~ ky3)

Rownosé polaryzacyjna mozna zapisa¢ rowniez korzystajac z innej postaci kwaternionu.

Dowolny niezerowy kwaternion ¢ € H mozna zapisa¢ w postaci
q =+ py, (2.14)

gdzie x,y € R, y > 0, a p € H jest czystym jednostkowym kwaternionem, tzn. takim, ze
Rep =01 ||u]| = 1. Ponizszy lemat pozwoli nam na udowodnienie drugiej postaci rownosci

polaryzacyjnej.

Lemat 2.1. Niech q = z+puy € H, gdziex,y € R, y > 0, a p € H jest czystym jednostkowym

kwaternionem. Wiowczas

Aqp=gq,  [Aqu=7. (2.15)
Dowadd. 7 przemienno$ci mnozenia kwaternionéw przez liczby rzeczywiste mamy
fqp=71(z+py)p=np+auyp=x|u’+uyp=z+py =q

Druga réwnosé udowadniamy analogicznie. O]
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Twierdzenie 2.5 (Rownos¢ polaryzacyjna II). Niech x,y € H" i oznaczmy

(x,y) = zo + 1Yo,

gdzie xo,yo € R, yo = 0 oraz p jest czystym jednostkowym kwaternionem. Wowczas zachodzi

wWz2or

1 2 2 2 2 2
(ey) = 5 (It yllz = Ix = yl2) + 5 (I + vl = x = yal) - (2.16)

Dowaod. Postaé czesci rzeczywistej otrzymujemy w identyczny sposob jak w przypadku Twier-

dzenia 2.4. Aby wyznaczy¢ postaé czesci urojonej zauwazmy, ze

2 2 2

Ix + yully =[xl + & y)u — nxy) + Iyl
2 2 T\ 2

Ix = yully = (1[5 = <, y)n+ pxy) + llylly,

co wynika z faktu, ze dla p € H takich, ze Rey = 0 zachodzi f = —p. Z Lematu 2.1

otrzymujemy ostatecznie

p(llx+ vl = lIx = yuly) = 20 y)p — 20 (x,y) = =20 (X, y)n+ 2 (x,)
= —2(x,y) +2(xy) =2((xy) - x,¥))

=4Im ((x,y)).
Konczy to dowod. O

Tak jak w przypadku pierwszej réwnosci polaryzacyjnej, reprezentacje dana Twierdze-

niem 2.5 mozna sformulowaé¢ dla funkcji z Uwagi 2.1. Przyjmuje ona wéwczas postac

1 2 2 H 2 2
(e,y) = 5 (e +ylls = I = wllz) + 5 (Il + pylly = lx = wyll3)

Dzieki temu otrzymujemy reprezentacje iloczynu skalarnego dla lewych kwaternionowych
przestrzeni wektorowych. Reprezentacje dane Twierdzeniami 2.4 i 2.5 mozna znalez¢é w lite-
raturze [19], ale zostaly rowniez niezaleznie wyprowadzone przez Autora tej pracy.
Pojeciami bezposrednio zwiazanymi z przeksztatceniami liniowymi w przestrzeniach rze-
czywistych lub zespolonych sg wartosci wlasne oraz wektory wtasne. W przypadku macierzy
kwaternionowych pojawia si¢ problem zwigzany z tym, ze mnozenie kwaternionéw nie jest
przemienne. Musimy w zwiazku z tym rozwaza¢ dwa rézne problemy wtlasne dla macierzy

kwaternionowych.
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Definicja 2.5. Niech & € H"*". Niezerowy wektor x € H" nazywamy prawym wektorem

wtasnym macierzy ®, jesli istnieje A € H taka, ze
Px = x\. (2.17)

Liczbe X nazywamy wowczas prawq wartoscig wtasng macierzy ®. Analogicznie, niezerowy

wektor x € H jest lewym wektorem wlasnym macierzy ®, jesli istnieje A € H taka, ze
Px = I\x
i liczbe A\ nazywamy lewq wartoscig wtasng macierzy ®.

Zanim podamy pewne wlasnosci wartosci wlasnych macierzy kwaternionowych, nalezy
wprowadzié jeszcze pojecie réwnowaznosci kwaternionow. Bedziemy mowié, ze dwa kwater-

niony A\, Ao € H sa rownowazne, jesli istnieje niezerowy kwaternion ¢ € H taki, ze
AL =q " hog.

Okazuje sie, ze dwa wprowadzone wyzej problemy wtasne musza by¢ traktowane od-
dzielnie i w zupetnie inny sposob. W przeciwienstwie do lewych wartosci wlasnych, prawe
wartos$ci wlasne macierzy kwaternionowych sa dobrze poznane. Méwia o tym dwa ponizsze

twierdzenia, przytoczone za [19, 29].

Twierdzenie 2.6. Niech ® € H"*". Wowczas
(a) ® ma co nagmniej jedng lewq warto$é wtasng;
(b) ® ma doktadnie n (razem z krotnosciami i z doktadnoscig do réwnowaznodci kwater-
niondw) prawych wartosci wtasnych 1 wszystkie sq liczbami zespolonymi o nieujemnych

czesciach urojonych.

Piszac w powyzszym twierdzeniu o liczbach zespolonych mamy na mysli liczby postaci

ro + r1i, ale takze rq 4+ r1j lub rq 4+ r1k. Liczby te sa parami rownowazne, poniewaz

ro+rj=q- (ro+ri) g dla g =1+Kk,

ro+mk = qj’1 (ro+mi)-q dla ¢=1+].
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Szczegbdlnym przypadkiem sa tzw. macierze hermitowskie tzn. macierze ¥ € H™*" takie,
ze W = W*, Otrzymujemy wowczas ciekawy rezultat, znany rowniez dla macierzy zespolonych,

przytoczony za [19].

Twierdzenie 2.7. Niech W € H"*" bedzie taka, ze W = W*. Wowczas
(a) ¥ ma doktadnie n (razem z krotnosciami) wartosci wtasnych Ay, ..., \,, ktore sq licz-
bami rzeczywistymi,
(b) prawe wektory wlasne Xy i X, odpowiadajgce réznym wartoSciom wtasnym A, i A\¢ $q
ortogonalne, tzn. (Xy,X¢) = 0;
(c) istnieje baza w H", eq,...,e,, zozona z wektorow wtasnych macierzy W, ktdra jest

ortonormalna, tzn. (e, e;) =0 dla k # { oraz (ey,e;) = 1.

Zauwazmy, ze w przypadku macierzy hermitowskich nie ma potrzeby rozrézniania pra-
wych i lewych wartosci wtasnych. Powyzszy wynik pozwoli na wyprowadzenie odpowiednich
wlasnosci norm operatorowych miedzy przestrzeniami ¢, i ¢,.

Dotychczas rozwazalismy prawe (lub lewe) kwaternionowe przestrzenie wektorowe H"”
z normy ||-||,. Podobnie jednak jak w przypadku klasycznych przestrzeni R™ lub C" mozemy

wprowadza¢ dowolne normy ¢, zgodnie z ponizsza definicja.

Definicja 2.6. Niech x = (z1,...,2,)T € H" i p € [1, 00]. Normg {, nazywamy funkcje

n 1/p
(Elaf) " dlapeio),
k=1

-, - B =R ufo}; il = (2.18)

max |2k dla p = 0.

Fakt 2.7. Funkcja zadana wzorem (2.18) spetnia aksjomaty normy.

Warto zauwazy¢, ze wzor (2.18) mozna rozszerzy¢ na p € (0,1). Tak zdefiniowana funkcja
[|[], jest wowczas quasi-norma (nie spetnia warunku trojkata). Bedziemy réwniez przyjmowac

standardowe oznaczenie dla licznosci nosnika wektora x € H".

Definicja 2.7. Nosnikiem wektora x = (z1,...,2,)? € H" nazywamy zbioér indekséw nieze-

rowych wspotrzednych tego wektora, tzn.

suppx = {k € {1,...,n}: x #0}. (2.19)
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W dalszej czesci pracy bedziemy stosowaé nastepujaca notacje

x|y = #(suppx), (2.20)

gdzie # A oznacza licznosé (moc) zbioru A. Bedziemy tez czesto nazywaé powyzsza wielkosé
normgq . Trzeba mie¢ na uwadze, ze jest to nazwa zwyczajowa (nie jest to norma, ani nawet
quasi-norma), ktora jednak ma swoje uzasadnienie. Zauwazmy, ze przechodzac do granicy

p — 0 po prawej stronie wyrazenia

n
Iy = > fal”
k=1

otrzymujemy moc no$nika sygnatu x. Aby by¢ konsekwentnym, nalezatoby stosowaé¢ notacje
Hx||87 jednak przyjeto sie pomija¢ 0 w indeksie gornym.
Nalezy zdefiniowaé jeszcze norme operatorowa (macierzowa) przeksztalcenia liniowego

® : H" — H™, danego macierza ® € H™*".
Definicja 2.8. Niech ® € H™"™ i 1 < p,q < oo. Normg operatorowq (macierzowg) prze-
ksztatcenia ® miedzy /¢, i ¢, nazywamy

@], = sup [|®x],. (2.21)

|x Ip\

Fakt 2.8. Norme operatorowq zadang wzorem (2.21) mozna réwnowaznie zapisaé w postaci

|@x]|,
|®[,.,= sup [[®x[,= sup :
I, =1 xer\(oy (1%,

Ostatnim wynikiem, jaki przedstawimy w tym rozdziale, istotnym z punktu widzenia
teorii oszczednego probkowania, jest charakteryzacja normy operatorowej miedzy s i {5 dla
macierzy hermitowskich. Korzysta ona bezposrednio z wlasnosci prawych wartosci i wektorow

wlasnych macierzy hermitowskich omawianych wczesniej.

Twierdzenie 2.8. Niech ¥ € H"*" bedzie taka, ze ¥ = W*. Wowczas

v
[, = sup [(¥x,x)|= sup w

| 5 (2.22)
I, =1 xeim\{0}  [|x[|5

Dowdd. Przypomnijmy, ze kwaternionowa macierz hermitowska ma rzeczywiste prawe warto-
sci wtasne A\, ..., \,. Ponadto, istnieje ortonormalna baza H"™ zlozona z wektoréw wtasnych

X odpowiadajacych wartosciom wlasnym A\, € R, £k =1,...,n, tzn.

Ux), = Xp\p  oraz  (Xg,Xp) = X;Xp =0y dla kl(=1,...,n,
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gdzie 0y =1, gdy k =01id,, =0, gdy k # (.

Wprowadzmy oznaczenie A\, = kmax |Ax|. Wowcezas |||, ., = Amax. Rzeczywiscie, dla

dowolnego wektora x = Z xpap € H” takiego, ze ||x||3 = Z lag|* = 1, mamy

n

n
= Z ‘)\kak‘Q < Amax Z ‘ak’2 = >\maX7
k=1

k=1

"I’X”2

n 2
Z \IleOék Zxk)\kak
k=1 2

2

a dla odpowiedniego wektora wlasnego x, dla ktorego |\o| = Apax, Otrzymujemy
1]y = [%eAelly = Amae [1Xelly = Amaxc-

7 drugiej strony, poniewaz wartosci wlasne sg rzeczywiste a wektory x, parami ortonormalne,

mamy
(Wx, x) = x"Ux = (Z m) * (Z \Ingag>
i
- () (o)
= ;akkkak = Z A lag ]
Stad

|<\lea X>‘ < /\maxz ‘Oék|2 - /\max-
k

Ponownie, dla odpowiedniego wektora wlasnego w ostatniej nieréwnosci otrzymujemy row-

nos¢, co daje poszukiwany wynik. O

Rozdzial ten pokazal wiele podobiefistw miedzy algebra kwaternionéw a ciatami liczb
rzeczywistych i zespolonych. Wiele pojec¢ i twierdzen to naturalne uogolnienia tych znanych
z algebr nizszego rzedu. Wtlasnoéci te znajda bezposrednie zastosowanie w dowodach twier-

dzen bedacych podstawg teorii oszczednego probkowania.



Rozdzial 3

Uogolnienie metod oszczednego

probkowania na algebre kwaternionow

3.1. Podstawowe pojecia i sformutlowanie problemu

W dalszej czesci pracy uogélnimy rozwazania przedstawione pod koniec pierwszego rozdziatu
i sformutujemy zagadnienie, jakim zajmuje sie teoria oszczednego probkowania w przypad-
ku, gdy sygnatl i macierz pomiarowa maja elementy z algebry kwaternionéw. Zaczniemy od

zdefiniowania podstawowych pojeé tej teorii.

Definicja 3.1. Wektor x € H" nazywamy s-rzadkim, jesli ma co najwyzej s niezerowych
wspotrzednych, tzn.

Ixllp < s (3.1)

Tak jak wczesniej wspomnielismy, jednym z zadan, jakie stawia sobie teoria oszczednego
probkowania, jest rekonstrukcja rzadkich wektoréw z niewielkiej liczby ich liniowych pomia-
row y = &x, & € H™ ", poprzez rozwigzanie zadania optymalizacji wypuklej, a dokladniej

minimalizacji normy ¢;, tzn.
argmin ||z||, pod warunkiem ®z=y. (3.2)
zeH"

Dopuszczamy réwniez przypadek ogolniejszy, gdy pomiary nie sg doktadne, ale obarczone
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pewnym bledem e € H™ (bialym szumem), czyli
y=®x+e, gdze |e|, <,

dla pewnego ustalonego (znanego) n > 0. O ile doktadna rekonstrukcja jest wowczas nie-
mozliwa, chcieliby$my jednak przyblizy¢ wspolrzedne tego wektora w sposoéb stabilny, tzn.
z bledem, ktérego norme mozna oszacowaé w zaleznosci od 7. Rozwigzujemy woéwcezas zmo-

dyfikowane zadanie optymalizacji wypuktej

argmin ||z||, pod warunkiem [|[®z —y|, <. (3.3)
zcH"

Podobnie jak w przypadku rzeczywistym i zespolonym, jednym z warunkow, ktory pozwala
na stabilng rekonstrukcje wektorow rzadkich z pomiaréw obarczonych bledem (lub wier-
na w przypadku pomiaréw dokladnych), jest wtasnos¢ ograniczonej izometrii, wprowadzona

przez E. Candésa i T. Tao [8], ktorej definicja rozszerza sie na przypadek kwaternionowy.

Definicja 3.2. Niech s € N, s > 1, oraz & € H™*". Méwimy, ze macierz ® ma wtasnosé

s-ograniczonej izometrii (ang. s-restricted isometry property — RIP) ze stala d5 > 0, jesli
2 2 2
(1= 6) [Ix]l; < [[®x|ly < (1 +65) [Ix]3 (3-4)

dla wszystkich s-rzadkich wektoréw x € H". Najmniejsza liczbe d, > 0 spelniajaca powyzszy

warunek nazywamy stalq s-ograniczonej izometrii (ang. s-restricted isometry constant).

Oszacowanie wartosci stalej s-ograniczonej izometrii jest niezwykle istotnym aspektem
praktycznego wykorzystania teorii oszczednego probkowania. Z jednej strony chcemy wie-
dzie¢ jak duza moze by¢ ta stala by mozliwa byta stabilna rekonstrukcja, a z drugiej strony
poszukujemy macierzy pomiarowych, ktore takie oszacowania spelniaja. Dwa ponizsze lematy
charakteryzujace state ograniczonej izometrii sg waznym narzedziem w wykazaniu Twierdze-
nia 3.1, gléwnego wyniku tej pracy. Stanowig one uogolnienie analogicznych wynikow dla

wektoréw i macierzy rzeczywistych oraz zespolonych.
Lemat 3.1. Stala s-ograniczonej izometrii 6s macierzy ® € H™™ spetnia rownosé

_ e
o= SCUL s #5<s 125 ®s —Id],

gdzie Id jest macierzq jednostkowq 1 ®s oznacza macierz powstalq z kolumn macierzy ®

o indeksach w zbiorze S.
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Dowdd. Ustalmy dowolne s € {1,...,n} oraz S C {1,...,n} takie, ze #S < s. Zauwazmy,

ze warunek (3.4) mozna réwnowaznie zapisa¢ w postaci
1@sx|5 — [xI[5| < o [Ix[l;  dla wszystkich x € HY,

gdzie 0 jest staly s-ograniczonej izometrii macierzy ®. Lewa strona powyzszej nieréwnosci

jest robwna
1@ sx[13 — [Ix[3] = [(®sx, Bsx) — (x,%)| = (@B — Id)x,X)|

i z Twierdzenia 2.8, poniewaz macierz ®®g — Id jest hermitowska, otrzymujemy

oy L(@5Ps — T x)|

2 = ”(I)E(I)S_IdHQHT
x€H=\ {0} 115

Dowolnoéé¢ wyboru s oraz S korficzy dowod. O]

Lemat 3.2. Niech 65 oznacza statq s-ograniczonej izometrii macierzy ® € H™ " dla dowol-
nego s € {1,...,n}. Niech x1,%, € H" bedg wektorami takimi, ze ||x1||; < s1 ¢ |[X2|; < 52

dla s, + sy < n, 1 ponadto supp x; Nsupp X, = 0. Wowczas
[(Px1, PxX2)| < bsys, [ X[ - [[%2]] -

Dowdd. Niech x;,z, € H" beda wektorami spelniajacymi zalozenia lematu i wprowadzmy
oznaczenie S = supp x; Usupp Xs. Oczywiscie #S5 = s1 + so. Poniewaz x; i X9 maja roztaczne
nosniki, to sa ortogonalne, tzn. (x;, Xg) = <X1|5, x2‘5> = 0, gdzie x;|5 oznacza wektor powstaty
ze wspolrzednych wektora x; o indeksach w zbiorze S. Korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego-

Schwarza (Twierdzenie 2.3) otrzymujemy
(®x1, B%)| = |(Boxys, Poxys )| = |[((@5®s — Td)xyys, Xa1s)|
<[ @5Ps — Idll,y [[xusll2lx2sll2 < 0syts, [1xa1s]2 %212,
co konczy dowod, poniewaz ||xqs|le = [|X1]]5 i [|x215]]2 = ||%2]|5- O

Powyzsze lematy pozwola juz na sformulowanie i udowodnienie twierdzen, stanowigcych

podstawe teorii oszczednego probkowania w przypadku kwaternionowym.
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3.2. Wczesniejsze wyniki dla pomiarow
o wspolczynnikach rzeczywistych

Uogolnienie teorii oszczednego probkowania na przypadek kwaternionowy przebiegato w dwdch
etapach. W pierwszej kolejnosci wykazaliémy odpowiednik Twierdzenia 1.1 dla macierzy po-
miarowych ® € R™*" o wspolczynnikach rzeczywistych oraz wektorow x € H" kwaternio-
nowych. Krok ten mial istotne znaczenie rowniez z punktu widzenia aplikacyjnego, o czym

$wiadezy ponizszy lemat (por. [2, Lemma 3.2]).

Lemat 3.3. Jesli macierz ® € R™*" spelnia warunek s-ograniczonej izometrii dla wektorow

o wspdtrzednych rzeczywistych z pewnq statg 6, > 0, tzn.
2 2 2
(1=0,) |lzll; < [|Pz[l; < (14 6) (2], (3.5)

dla wszystkich s-rzadkich wektorow z € R", to spetnia warunek s-ograniczonej izometrii dla

wektorow o wspotrzednych kwaternionowych z tg samgq statqg ds, tzn.
(1= 80) IxI5 < 1®x][3 < (1+6,) |13
dla wszystkich s-rzadkich wektorow x € H".
Dowdd. Niech x € H" bedzie dowolnym s-rzadkim wektorem. Zapiszmy go w postaci
X = X, +x31 + x5) + xik,

gdzie x; € R" dla i € {r,1i,j,k}. Zauwazmy, ze kazdy z wektorow x; € R" jest s-rzadki,

a ponadto
bx = Ox, + (Px;)i + (Px;)j + (Pxy )k
i &x; € R" dla i € {r,1i,j,k}. Stad
D15 = 1015 + 115 + | Bx5][5 + [| @5
i oczywiscie
(13 = [1¢e 15 + 1ill3 + (%3115 + I3 -

Stosujac nierownosé (3.5) oddzielnie do kazdego z wektoréw x; otrzymujemy teze. O
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Dzieki Lematowi 3.3 widzimy, ze jesli macierz pomiarowa o elementach rzeczywistych ma
wlasnos$¢ ograniczonej izometrii dla wektoréow o wspotrzednych rzeczywistych, to mozemy
jej z powodzeniem uzywaé¢ w zastosowaniach teorii oszczednego probkowania dla wektorow
(sygnalow) kwaternionowych. W literaturze znane sa pewne klasy macierzy rzeczywistych
i zespolonych spelniajacych te wlasnosé, np. rzeczywiste losowe macierze gaussowskie, czy
tez czeSciowa macierz dyskretnej transformacji Fouriera. Szczegolowe rozwazania na temat
macierzy pomiarowych zaprezentowane zostana w kolejnym rozdziale.

Pierwszym krokiem w kierunku uogoélnienia teorii oszczednego probkowania na algebre
kwaternionéw byl odpowiednik Twierdzenia 1.1 dla przypadku wektoréw kwaternionowych

i macierzy o elementach w ciele liczb rzeczywistych, tzn.
y=®x+e, gdziexeH", ® e R™" ycH™ oraz e € H", |le]|, <7

dla pewnych m < nin > 0. W dowodzie wspomnianego wyniku [2, Theorem 4.1| korzy-
staliSmy z kwaternionowe]j wersji rownosci polaryzacyjnej (Twierdzenie 2.5), ktora pozwala
na otrzymanie wyniku analogicznego do tego z Lematu 3.2, jednak z gorsza staly. Glowny
wynik tej pracy, Twierdzenie 3.1, rozszerza ten rezultat na przypadek macierzy o elementach

kwaternionowych i poprawia wystepujace w tezie oszacowania.

3.3. Rekonstrukcja danych kwaternionowych z pomiaréw
o wspétczynnikach kwaternionowych

Narzedzia wprowadzone w tym rozdziale pozwola nam na udowodnienie podstawowego twier-
dzenia w teorii oszczednego probkowania w przypadku w petni kwaternionowym, tzn. zaréwno
dla macierzy pomiarowych jak i sygnatow o wspotrzednych kwaternionowych. Przedstawione
rozumowanie inspirowane byto dowodem zaprezentowanym przez E. Candésa w [6].

Bedziemy stosowaé notacje analogiczng do dotychczasowej, tzn.
y=®x+e, gdziexecH" & cH"" yecH" oraz e ¢ H", |le]|, <,

dla pewnych m < nin > 0. Przez x|, bedziemy oznacza¢ najlepsze s-rzadkie przyblizenie

wektora x, tzn. wektor powstaly z wektora x przez pozostawienie s najwiekszych (co do
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normy kwaternionowej) wspotrzednych oraz zastapienie pozostatych wspotrzednych zerami.
Ponadto, dla dowolnego h = (hy,...,h,)T € H" i zbioru indekséw T' C {1,...,n}, niech
hr € H" oznacza wektor taki, ze
h; jesliteT,
(hr); =
0 wp.p.
dlai € {1,...,n}. Dopehienie zbioru 7' C {1,...,n} bedziemy standardowo oznacza¢ sym-

bolem T¢ = {1,...,n} \ T.

Twierdzenie 3.1. Niech macierz ® € H™*" spetnia wtasnosé 2s-graniczonej izometrii ze
statqg 6o < /2 — 1 4 niech n > 0. Wowczas dla dowolnego x € H" oraz y = ®x + e takich,
ze |le|l, < n, rozwigzanie x* problemu

argmin ||z||, pod warunkiem ||®z—y|, <n (Pa—m,y)
ZGH”E

spetnia nierownosé

Ix* — x|, < X|s[[1 + C1n (3.6)

D~
NG
ze statymi

oo 1+ (V2 = 1) o o WIS

(V2D e 1 (1 V2) b

Dowdd. Zauwazmy na poczatek, ze poniewaz x” jest rozwigzaniem problemu minimalizacji

(Pu_m.n), a X spelnia ograniczenie postawione dla tego problemu (tzn. |®x — y||, < 1), zatem

z nieré6wnosci trojkata wynika, ze
|®(x* —x)|l2 < [|®x7 —yll2 + [ly — x|, < 2. (3.7)

Niech h := x# — x i rozl6zmy wektor h na sume wektorow hy,, hy  hy,, ... o roztacznych
nosnikach , gdzie kazdy hr, jest co najwyzej s-rzadki, w nast¢pujacy sposob: niech Ty bedzie
zbiorem indeksow s najwiekszych co do normy kwaternionowej wspoétrzednych wektora x,
Ty bedzie zbiorem indekséw s najwiekszych co do normy kwaternionowej wspotrzednych
wektora hre, Ty bedzie zbiorem indeksow s najwigkszych wspotrzednych wektora hrur)e,

itd.
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Zwroémy uwage na fakt, ze dla j > 2 zachodzi
2 2 2 2
e Iz = > [hal” < X lIb 15 < sllhg |15
’iGTj ’iGTj
gdzie h; sa kolejnymi wspoirzednymi wektora h oraz ||hy, || = max |h;|. Ostatnia nieréwnosé
[ASY A
wynika z faktu, ze ostatni ze zbioréw 7 moze mie¢ mniej elementéw niz s. Ponadto, ponie-
waz wszystkie niezerowe wspolrzedne hr,_, maja normy nie mniejsze niz normy wszystkich
niezerowych wspotrzednych hr,, otrzymujemy
1 1
Ihrfle <= > [hl = =|bz [
S . s
’LETJ_I

Podsumowujac powyzsze rozwazania, dla j > 2 mamy

b, [l2 < V/slhr [l < lhr, [, (3.8)

f |

a stad
1
h h h < —=||hze 3.9
;n 72 < f(n 7l + by [l + )\ﬁn (3.9)
i ostatecznie, z nier6wnosci trojkata otrzymujemy
1
heunellz = | _he, | <Dl ll: < —=lha s (3.10)
2 |y, > g
Nalezy zauwazy¢, ze ||hze||; nie moze by¢ duza, poniewaz ||x + hl|; = [|x#||; jest minimalna.
Rzeczywiscie, zachodzi
[x[[1 > [[x + hly = [|x5, + hy s + [[x7g + hrells > [Ixz, (|0 = [Ihylls = [[xzells + [[hre|ls,
co prowadzi do
[xzellr = [[x[l1 = [[x7,llr = —|lhylls = [[xzell1 + [[hre|ls
a stad
el < [[hyylly + 2%z (3.11)

Z (3.10) i (3.11) dostajemy

1 1 2
[heryurelle < ﬁHhTSHl < ﬁHhTonl + WHXT(?HL
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Zauwazmy, ze ||xre|1 = [[x — x||1, a z nierownosci Cauchy’ego-Schwarza mamy

gl = 3 Jhal - 1< (30 [hal? MZ 12 = ||y |l2 - /5

€Ty i€Tp €Ty

i oznaczajac e = %HX — X5l = %Hng 1, dostajemy

Ihzyumell2 < b 2 + 2e, (3.12)

co daje pierwsze z oszacowarn, jakie postuza do wykazania tezy.

W kolejnym etapie nalezy ograniczy¢ ||hp,ur ||2. Zauwazmy, ze

®hy,p, = @ (h - Zth) = ®h - > ®hy,

=2 j>2

i stad, korzystajac z wtasnosci funkcji (-, -), otrzymujemy

HQhToUTl H% = <¢hT0UT17 QhT0UT1> = <¢hT0UT17 @h> - Z <¢hTOUT17 Qth>

j>2
= (®hy,ur,, ®h) — 3 (®hyy, ®hyy) — 3 (®hyy, hyy ). (3.13)
Jj=2 Jj=2

7 Twierdzenia 2.3, nier6wnosci (3.7) oraz z wlasnosci ograniczonej izometrii wynika, ze
[(@hryur, h)| < || Phyyur |2 - [[®hllz < /14 02 - [[hryur (2 - 21, (3.14)
a z Lematu 3.2 dostajemy, ze

|(@hg,, ®hy, )
\<<1>th, ®hy, )

< 525 : ||hTo||2 : ||thH2a dla] P 27 (315)

< 525 . ||hT1||2 . ||hT7||2, dlaj > 2. (316)
Poniewaz T i T} s zbiorami roztacznymi, mamy
Iy 2 + By [l2 < V2o [l2, (3.17)

co wynika z faktu, ze ||hyy[[3 + |Ihy |3 = [[haun |3 oraz 2(a® + %) > (a +b)? dla dowolnych
a,beR.
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Stad, z wlasnosci ograniczonej izometrii i kolejno z (3.13), nieréwnosci trojkata oraz osza-

cowan (3.14)-(3.16), (3.17) i (3.9),

(1 = 025)|[hryury |13 < | Phyyun |3

(®hy,ur,, ®h) — 3 (®hyy, ®hyy) — Y (®hyy, Phyy )

j>2 =2

< [(®@hgur,, ®h)| + Y [(@hy,, ®hey )| + > |(®hyy, $hy, )
Jj=2 Jj=2

2

<2y/1+ 02 - Il + 820 - (I 1y + b |1y) - 3 |[b
3>2
< <2m /ey \/5525 : Z Hth 2) ' HhTOUT1H2
3>2

V26
< <2m-n+ \/3—25 L] o [l2.

Po obustronnym podzieleniu przez (1 — das)|/hr,ur, |2 mamy

2V1+525 . + \/5523 ||hTOC

1

h < : 3.18
|| TOUTIH2 1 _ 525 77 1 _ 525 \/? ( )
7 powyzszego, i z nierdwnosci (3.11), otrzymujemy
[h ||s [ %z |1
Ihrun 2 <a-n+p6- \/;— +26- \/0; )
gdzie
2\/ 1 + 625 ﬁ \/7528
o= - =
1— 625 ’ 1 - 625
i poniewaz ||hr, |1 < /s - |[[hg |2 < /s - ||hrur |2, to musi zachodzié
HhTOUT1H2 Sa-n+ ﬁ ’ HhToUT1H2 + 25 )
gdzie przypomnijmy, ze e = %HXTS 9. Zatem
1
HhTOUT1H2 < 1_6(04‘77+25'€)7 (319)

o ile spetnione bedzie zatozenie 5 < 1, tzn.

V265, 1:525(1+ﬁ>—1

1—525 1_(523

< 0,
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czyli 02, < 74 = V2" — 1. Podsumowujac, z (3.12) oraz (3.19)

[l < by 2 + [hmun)elle < [Thgur |2 + [hzgll2 + 2

20 4
< 2l [l + 26 < -n+(5+ﬁ-e:0m+cm,

1-7 1-0
gdzie
o_ 20 _ 2VT¥3, (1_ﬁ525>1_4\/1+523 1— 6y
PI-8 T 1-6 1 — 0y, L=t 1 (1+v2) 6
B 4/ 1 4 095
1— (1+v2) 0o
oraz
~1
1-p 1-p 1-p 1 — 0y 1 — 0as
L, 1—(1-2) b, -, 1+ (V2 = 1) b
- 1_525 1—(\/?+1)525_ 1—(ﬁ+1)5257
co daje teze i koriczy dowod. O]

Zauwazmy, ze Twierdzenie 3.1 nie zaklada s-rzadkosci poszukiwanego wektora x. Z twier-
dzenia wynika szereg ciekawych wnioskoéw dotyczacych rekonstrukeji wektorow kwaterniono-

wych z dokladnych pomiaréw y = ®x, a w szczegbdlnosci wektorow s-rzadkich.

Whniosek 3.1. Niech macierz ® € H™ " spetnia wltasnosé 2s-graniczonej izometrii ze statq
0os < V2 — 1. Wowezas dla dowolnego x € H" oraz dla doktadnych danych pomiarowych

y = ®&x € H™ rozwigzanie X* problemu

argeglin lz|, pod warunkiem ®z =y, (Pa-mo)
e
spetnia nierownosci
Ix# —x]||1 < Collx — x4]l1, (3.20)
Jxc* = xll < < 2x =l (3.21)

ze statq Co jak w Twierdzeniu 3.1. W szczegolnosci, jesli x jest wektorem s-rzadkim, to

rekonstrukcja w wyniku minimalizacyi (1 jest doktadna.
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Dowdd. Teza dla sygnalow s-rzadkich jest oczywista i wynika z faktu, ze wowczas x = x,.
Nierownosé (3.21) jest bezposrednia konsekwencja Twierdzenia 3.1 dla n = 0.

Wystarczy zatem wykaza¢ jedynie nieréwnosé (3.20). Bedziemy stosowac¢ oznaczenia takie
jak w dowodzie Twierdzenia 3.1. Jak juz pokazalismy, dla h = x# —x i zbioréw T} prawdziwe
sa nieréwnosci

Ilhay[[1 < Vs - lhplle < Vs - Thgun [l

i taczace ten wynik z nieréwnoscig (3.18) dla n = 0 otrzymujemy

ﬁ52s
1-— 628 '

[he |y < B |hrell, 8= (3.22)
Korzystajac z powyzszej nierownosci oraz z (3.11) otrzymujemy

[hrel < 8- |Ihrg 1

1+ 2||x7e

i stad [[hrell; < ﬁ + [|xze|l1- Zatem, w przypadku doktadnych pomiaréw, tj. gdy n = 0,
wektor h = x# — x spelnia, na mocy (3.22), oszacowanie
1+ 05
[hli = [[hy, ||y + [[hrells < (14 8) - |hrel[; <2 -5 [[xzell1,
co dowodzi tezy, poniewaz Cy = 2%, zgodnie z obliczeniami z poprzedniego dowodu. O

Przypuszczamy, 7e oszacowanie o5 < /2 — 1 nie jest optymalne. W literaturze mozna
znalez¢ lepsze oszacowania dla macierzy o wspoélczynnikach rzeczywistych i dla whasnosci
ograniczonej izometrii dla wektorow rzeczywistych. Znany jest jednak przyktad s-rzadkiego
wektora o wspotczynnikach rzeczywistych, ktérego nie mozna jednoznacznie zrekonstruowac
w wyniku minimalizacji /1 dla 65 > %, co daje nam réwniez gérne oszacowanie dla przypadku

kwaternionowego.
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Rozdzial 4

Analiza kwaternionowych losowych

macierzy gaussowskich

PokazaliSmy w poprzednim rozdziale, ze jesli macierz pomiarowa ® € H™*" ma wtasnosc¢
ograniczonej izometrii z odpowiednio malta stata, to mozliwa jest dokladna rekonstrukcja
wektorow rzadkich z doktadnych pomiaréw (czy tez stabilna rekonstrukcja dowolnych wekto-
row z pomiaréw obarczonych bledem). Powstaje jednak pytanie, czy istnieja macierze kwa-
ternionowe, ktore te wlasnosé posiadaja. Jak wspomnieliSmy, znane sa przyktady macierzy
o elementach rzeczywistych czy zespolonych, ktore maja wlasnos¢ ograniczonej izometrii. Jest
to m.in. losowa rzeczywista macierz gaussowska (ktora spelmia RIP z duzym prawdopodo-
bieristwem) [4, 8| czy tez macierz (zespolona) dyskretnej transformacji Fouriera [9].
Rozwazmy przyktad macierzy losowych. W literaturze istnieje wiele réznych dowodéw po-
twierdzajacych, ze losowe macierze gaussowskie o elementach rzeczywistych maja wtasno$é
ograniczonej izometrii (z duzym prawdopodobienstwem). W przypadku macierzy zespolo-
nych pojawily sie publikacje, w ktorych autorzy wykonuja symulacje numeryczne sugerujace,
ze macierze te maja te wlasnos¢, jednak nie udowadniaja tego teoretycznie. Zgodnie z nasza
wiedza, pierwszy (i jedyny) dowod opublikowano w 2013 roku w artykule [28]|. Niedawno
pojawil sie rowniez cykl prac, ktorych autorzy, postugujac sie prostymi narzedziami probabi-
listycznymi, twierdza, ze pokazali wlasnos¢ ograniczonej izometrii dla gaussowskich macierzy
losowych, zaréwno rzeczywistych jak i zespolonych [14, 15, 16]. W naszej opinii dowody te sa

niepelne i korzystajg z nieprawdziwych zatozen, co wyjasnimy w dalszej czesci rozdziatu.
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W przypadku losowych macierzy kwaternionowych brakuje jakichkolwiek prac, ktoére do-
wodzityby, ze maja one wlasno$¢ ograniczonej izometrii. Pojawity sie jednak prace, ktoérych
autorzy przeprowadzajg szereg symulacji numerycznych z wykorzystaniem kwaternionowych
losowych macierzy gaussowkich [5, 12, 27]. Sukcesy tych eksperymentéow sugeruja, ze maja
one poszukiwang wlasnosé.

W tym rozdziale przesledzimy rozumowanie autoréw serii artykutow [14, 15, 16|, dosto-
sowujac je (gdy jest to uzasadnione) do przypadku macierzy o elementach kwaternionowych,
i pokazemy, w ktorych miejscach autorzy wyciggaja nieprawdziwe wnioski na temat wlasnosci
ograniczonej izometrii dla gaussowskich macierzy losowych.

W dalszej czesci rozdzialu przyjmiemy kilka standardowych oznaczen na rozktady (rze-
czywistych) zmiennych losowych X, tak jak w [13]:

(a) X ~ N(u,0?), jesli X ma rozklad normalny (Gaussa) o wartosci oczekiwanej 1 i wa-

riancji o2, tzn. rozklad o gestosci

1 (v — p)?
¢M,O’2($) = W exp {_M dla z < R.

o

(b) X ~ I'(a,), jesli X ma rozklad gamma o wartosci oczekiwanej § i wariancji g,

tzn. rozktad o gestosci

fe
a—1_—px

Va,ﬁ(x) = F’Ea)x € 3 dla T € R+.

(c) X ~ x?(m), jesli X ma rozklad x? o m stopniach swobody, tzn. jest suma kwadratow

503):

m niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie A(0,1); ponadto x?(m) = I'(
Przyjmiemy réwniez standardowe oznaczenie E X jako wartos¢ oczekiwana zmiennej loso-
wej X, Var X = E(X?) — (E X)? jako wariancje X i Cov(X,Y) = E(XY) — (EX) - (EY)
jako kowariancje zmiennych losowych X i Y.

Bedziemy rozwazac takze wielowymiarowe zmienne losowe, tzn. wektory losowe. W szcze-
gblnosci bedziemy uzywa¢ uogoélnienia rozktadu normalnego na przypadek wielowymiarowy.
Mowimy, ze (rzeczywisty) wektor losowy X = (X1, ..., X,,)T ma wielowymiarowy rozktad nor-
malny, jesli istnieje wektor g € R™ i macierz odwracalna A € R™™" taka, ze X = A - Z + p,
gdzie Z = (Zy, ..., Z,)7T jest wektorem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie N'(0, 1).

Rownowaznie, wektor losowy ma wielowymiarowy rozktad normalny, jesli dowolna kombina-

cja liniowa jego wspohrzednych ma (jednowymiarowy) rozklad normalny.
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Powyzsze definicje, w tym rozktadu wielowymiarowego, mozna wykorzysta¢ do zdefiniowa-
nia kwaternionowych zmiennych i wektoréw losowych. Zmienna losowa X bedziemy nazywac

kwaternionowq zmienng losowq, jesli
X :X0+X1i—|—X2j+X3k

i Xy, ..., X3 83 rzeczywistymi zmiennymi losowymi. W dalszej czesci pracy bedziemy rozwa-
za¢ zmienne X takie, ze X; ~ N (0, %2) i X; sg parami niezalezne. Takie zmienne losowe be-
dziemy na potrzeby tej pracy nazywaé kwaternionowymi normalnymi (gaussowskimi) zmien-
nymi losowymi o wariancji o2 i oznacza¢ X ~ Ng(0,0?). W podobny sposob wprowadzamy
definicje kwaternionowych losowych macierzy gaussowskich, tzn. macierzy ® = (¢;;) € H™"
takich, ze ¢;; sa parami niezaleznymi kwaternionowymi zmiennymi losowymi takimi, ze

(bij ~ NH(O, 0'2).

4.1. Stale ograniczonej izometrii

Przypomnijmy, ze zgodnie z Definicjg 3.2 macierz & € H™*" spelnia wlasnosé¢ s-ograniczonej

izometrii ze staty ds > 0, jesli
2 2 2
(1 =) lIxll; < [[ x|z < (1 +65) [Ix]];

dla wszystkich s-rzadkich wektoréow x € H". Najmniejsza stata 0, w powyzszej definicji
nazywana jest stalg s-ograniczonej izometrii.

Zauwazmy, ze w ogblnoéci najmniejsza stala, ktora spetnia prawe oszacowanie nie musi by¢
rOwna najmniejszej stalej spetniajacej lewe oszacowanie. Wprowadzmy zatem rozréznienie na

prawa i lewa staly s-ograniczonej izometrii, tzn. najmniejsze state 6%, 6% > 0 takie, ze

(1 =67 IIxllz < [|xl; < (1+67) |1xI3

dla wszystkich s-rzadkich wektorow x € H". Bez utraty ogélnosci mozemy rozwazac jedynie
wektory x jednostkowe (dzielac stronami powyzsza nieréwnosé przez Hx||§ i zakladajac, ze

x # 0) . Oznaczmy zbiér takich wektorow przez 3,. Wowczas

1— 0k <||@x|} <1+ 68
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dla x € 3, i mozemy rownowaznie zapisac, ze

L _ 1 __ . 2 R _ 2
0y =1—min [|®x|f;, 4" = max|®x; — 1.

Zauwazmy, ze jesli @ jest macierza losowa, to 6L i 67 sq rzeczywistymi zmiennymi losowymi.
Warto nadmieni¢, ze autorzy prac [14, 15, 16] modyfikujg definicje 3, biorac jedynie wekto-
ry, ktore zawieraja doktadnie s niezerowych wspotrzednych. Jednak zbior 3, przestaje byc
wowcezas zwarty 1 minimum oraz maksimum w powyzszej definicji moze nie by¢ osiggane.
Rozwazania na temat zmiennych losowych 6% i § bedziemy przeprowadza¢ etapami.
W pierwszej kolejnosci, ustalmy pewien zbior S C {1,...,n}, oznaczmy s = #S i wybierzmy
x € %, taki, 7e suppx C S. Wprowadzmy oznaczenie Rgs(x) = || ®x||5. Jest to zmienna

losowa, ktorej rozklad podany jest w ponizszym lemacie.

Lemat 4.1. Niech ® € H™ " bedzie kwaternionowq losowqg macierzq gaussowskq, ktorej
elementy ¢;; sa niezaleznymi kwaternionowymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Ng(0, i)
(tzn. czesé rzeczywista i wszystkie wspdtczynniki czesci urojonej kazdej takiej zmiennej ¢i; sq
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie N (0, ﬁ)) it niech x € ¥,. Wowczas zmienna

losowa
Rs(x) = [|[@x|l;
ma rozktad T'(2m,2m) i nie zalezy on od x. W szczegdlnosci ERs =1 oraz VarRg = ﬁ

Dowadd. Zapiszmy macierz ® w postaci
=P, + &ii + B;j + Bk, gdzie D, Py, Py, By € R,
i analogicznie kazdy element tej macierzy w postaci

Gij = Or,ij + Giijl + G545) + Oxik.

T

Podobnie sposob bedziemy oznaczaé¢ podzial wektora x = (z1,...,z,)" na sktadowe odpo-

wiadajace czesci rzeczywistej i wspotczynnikom czesci urojone;.

Niech y = ®x. Oznaczajacy = (Y1,...,Ym)’ otrzymujemy

n

Grete = > (e + Gl + Gjpcd + k) + (Tee + Tigl + 505 + Tac k)
=

NE

Y =

o~
Il
_

I
WE

(v gotTrp — PikeTip — OjkeTie — Pu keTice)

~
Il
—_



4.1. State ograniczonej izometrii 37

n
+ D (i keep + GrpeTie — PrneTie + Gjpeice)

=1
n
+ D (D5 pTrp + Prpeie + PrreTie — PikeTicr)]
—1
n
+ Z(éﬁk,kﬂ’r,e — Gi.keTip + PikeTie + OrpeTre)k
=1

= Yrk T Yirl + Yjr] + Yk ik

Zauwazmy, ze dla kazdego e € {r,1,j,k} i kazdego k € {1,...,m} zmienne y, , maja rozktad
normalny (jako kombinacja liniowa zmiennych gaussowskich). Zachodzi ponadto Ey., = 0

oraz Var Y = ﬁ, co wynika z tego, ze wszystkie ¢, ¢ sa niezalezne oraz

n

Var ye s = Y (7, Var ¢ e + 27, Var ¢s e + x5, Var ¢jre + 2o Var i ie)

=1
2
Il _ 1

1 n
TZ_: rz+x1e+%z+ ke) A A’

a dla pozostalych sktadowych postepujemy analogicznie.
7 niezaleznoSci wszystkich ¢, e wynika réwniez niezalezno$¢ zmiennych y.r i v, dla

ee{r,ijk}ik,Ce{l,...,m}. Aby sprawdzi¢ niezaleznosé¢ ye, y i Ye, , zauwazmy, ze

Cov(Yr e, Yik) = E(Yek - Yik) — Ever - Evi

n
KZ Or ot Trp — PikeTig — O5.1eTie — ¢k,kﬂk,@)>

n
(Z GikpTrp + Or kpTip — PhkpTip T ¢j,kpl’k,p)>]

I
NE

E (¢r WTr — PikeTie — O keTie — Pk keTice)

~
Il
i

(i peTr e + PrreTie — PupeTip + ¢j,kexk,e))

I
M=

(e 0 B @2 g — ipe0 B &7y — 25.000,0 B O g + Tacoi 0 B O3 1)

T
—

n
74m Z Ty pTig — TigTre — Tj el + xk,exj,e) =0,
=1

poniewaz IE(/sz = Var¢e e = ﬁ, a dla pozostatych par analogicznie. Przypomnijmy,
ze w przypadku zmiennych losowych o tacznym rozktadzie normalnym niezalezno$é¢ dwoch

zmiennych jest rownowazna temu, ze ich kowariancja jest zero [13].
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OtrzymaliSmy zatem, ze wszystkie y., e € {r,1,j, k} i k € {1,...,m}, sa niezaleznymi

zmiennymi losowymi o rozkladzie N'(0, 7-), a zatem v4m 'y, ~ N(0,1). Wynika stad, ze
AmRs(x) = H v YH ( Vam ye ) + (Vamyir)® + (VAmy;e)® + (Vam ?Jch)Z)

jest suma 4m kwadratow niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie N(0,1), a zatem
ma rozklad x*(4m) = T'(2m, ;). Stad zmienna Rs ma rozklad T'(2m,2m), niezalezny od

wyboru x. Zmienna ta ma warto$¢ oczekiwang 1 1 wariancje ﬁ O

Uwaga 4.1. Zauwazmy, ze rozklad zmiennej Rs (jak na Rys. 4.1) nie zalezy nie tylko od

wyboru wektora x (a wiec od wyboru nosnika), ale nawet od s = #S.

i 1
=16
45~ m 9
m =64
J 08f
35) 1
- = 06/
= 5
325/ 30
: S
= 2f 04f
15} o3
i 02}
05} l
. 0
0 2 °

Rys. 4.1. Gestos¢ (a) i dystrybuanta (b) rozktadu I'(2m, 2m) dla réznych wartosci m.

Powyzszy wynik ma swoj odpowiednik w pracach [14, 15, 16|, ktorych autorzy przepro-
wadzajg analogiczne rozwazania na temat gaussowskich macierzy losowych o elementach rze-
czywistych i zespolonych. Warto zauwazy¢, ze w przypadku macierzy rzeczywistych zmienna
Rs ma rozktad I'(§, %), a dla macierzy zespolonych rozktad I'(m,m). W przypadku ma-

cierzy kwaternionowych otrzymujemy wiec mniejszq wariancje zmiennej losowej Rgs niz dla

macierzy rzeczywistych, tj. =, czy zespolonych, tj. -
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Zauwazmy, ze z definicji prawej i lewej statej s-ograniczonej izometrii wynika, ze
1 — 68 < Rs(x) <1+ 0%

dla dowolnego nosnika S C {1,...,n} i wektora x € X, takiego, ze suppx C S. Daje
nam to pewne oszacowania na prawdopodobieristwo, ze stale ograniczonej izometrii beda

odpowiednio duze lub male, tzn.

Viso P(6F<t) <KPRs—1<t)=P(Rs <t+1)= Framam(t+1), (4.1)
Viso P(6E>t)>PRs—1>t)=P(Rs>t+1)=1— Fronam(t+1) (4.2)
Vicon POF<t)<KPQ1-Rs<t)=PRs>1—1)=1— Framnam(l—1) (4.3)
Vieoy P>t >P(1—Rs>t)=P(Rs<1—1t)= Framam(l—1), (4.4)

gdzie FT(am 2m) jest dystrybuanta rozktadu I'(2m, 2m). Potrzebujemy jednak oszacowan w prze-
ciwna strone.
Autorzy prac |14, 15, 16| sugeruja, 7e rozwazania na temat zmiennych losowych 6% i 6%

mozna uprosci¢. Zajmijmy sie stala 6%. Z definicji, mozna te wielko$¢ wyrazié jako

R 2
0 )I(Té%)jH‘I)XHZ 1 S:n;;g}(:smax{Rg(x). suppx C S, [|x]|, =1} — 1,

gdzie S C {1,...,n}. W [14] zasugerowano, ze wystarczy zbada¢ rozktad zmiennej losowe;

AR = sHax {Rs(xs) dla pewnego xs takiego, ze suppxs =S, ||xs|l, =1} — 1,

tzn. pomijajac maksimum po nieprzeliczalnym zbiorze wektoréw x i badajac rozktad dla
pojedynczych ustalonych wektoréw xs o odpowiednim nosniku. Zgodnie z zapewnieniami
autorow, shusznosé takiego postepowania pozostaje wcigz do udowodnienia, pokazemy jednak
ze jest to nieprawda.

Zauwazmy, ze dla dwoch nosnikow S i 7, dwie zmienne losowe Rs(xs) i Rr(x7) sa
zalezne jesli SNT # (), ze wzgledu na uzycie tych samych wierszy macierzy ® w definicji
Rs(xs) oraz Ry (X7).

Wyznaczenie rozkladu zmiennej A jest trudne, ze wzgledu na to, ze zmienne losowe,

ktorych maksimum obliczamy nie sg niezalezne. Zauwazmy jednak, ze kazda ze zmiennych
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Rs(xs) ma ten sam rozktad (I'(2m,2m)) i zmiennych tych bedzie doktadnie N := (Z)

Mozemy zatem zapisacé
AR 41 =max{X;: X; ~T(2m,2m), i € {1,...,N}},
a stad

PAE <) =Pmax X; <t +1)=P(X; <t+1,..., Xy <t+1).

S

Kazda ze zmiennych X; ma rozkltad gamma, z tymi samymi parametrami, autorzy sugeruja

wiec, nie podajac jednak dowodu, ze prawdziwe jest oszacowanie
N
P(X) <ty,..., Xy <ty) > [[PX; <), (4.5)
i=1

tzn. ze zmienne losowe o rozktadzie gamma sa dodatnio zalezne (ang. positively dependent).
Zgodnie z naszg wiedza, wlasnosé ta zostala udowodniona dla N = 2 przez Jensena [17]

w ogoblniejszej postaci, tzn.
P(X; € A, Xo€ A) >P(X; € A) - P(X, € A) (4.6)

dla dowolnego mierzalnego zbioru A C R, , oraz w ubieglym roku rozszerzona na przypadek
N-wymiarowy, N > 2, przez Royena [20] w postaci (4.5).
Zauwazmy, ze daje nam to oszacowanie
N
P(AR < t) > H1 Framam (t+ 1) = (Frmam (t + 1)), (4.7)

gdzie Fr(am,om) jest dystrybuanta rozktadu I'(2m, 2m). Stad otrzymujemy

P(AR > 1) =1 - P(AR < 1) < 1= (Frmam (t + 1)), (4.8)

s

Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla zmiennej 6%. Mozemy wyrazi¢ 6° jako

L . 2 : .
_ — . _
0, =1 min | ®x|); =1 Jmin min{Rs(x): suppx C S, ||x]|, = 1},

gdzie S C {1,...,n}. Wprowadzmy nowa zmienng losowa

Al =1- S.rg&igl_ {Rs(xs) dla pewnego xs takiego, ze suppxs =S, ||xs||, = 1},
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tzn. pomijajac maksimum po nieprzeliczalnym zbiorze wektorow x. Tak jak wczes$niej, mo-
zemy zapisac

1 - Al =min{X;: X; ~T(2m,2m), i € {1,...,N}},
gdzie N = (;L) Rozpiszmy

PALKH) =P1-AF>1—t)=PminX; > 1-t)=P(X; >1—t,..., Xy >1—1).

Chcieliby$my oszacowaé powyzsze prawdopodobienstwo, tak jak w rozwazaniach dotycza-
cych AR przez iloczyn prawdopodobienstw P(X; > 1 — t). Wiemy, ze wzoru (4.6), ze osza-

cowanie to zachodzi dla N = 2, jednak oszacowanie
N
P(Xy>t,..., Xy >ty) > [[P(X: > 1) (4.9)
i=1

dla N > 2 nie zostalo jak dotad wykazane. Jesli rzeczywiscie tak jest (co zostalo zalozone

przez autoréw artykutu), to prowadzi to do oszacowania

N
P(AL <t) > [I(1 = Fremam (1 — 1) = (1 — Framam (1 — )Y, (4.10)
i=1
a w konsekwencji
P(AL > 1) = 1—P(AL <) < 1= (1= Framam(1 — 1)) (4.11)

Autorzy artykuléow przeprowadzaja powyzsze rozumowanie dla macierzy ® o elementach
rzeczywistych i zespolonych, ale r6zni si¢ ono od rozumowania dla macierzy kwaternionowych
jedynie parametrami rozktadu gamma. Nie wplywa to na poprawnos¢ samego rozumowania.

Wedtug autorow [14, 15, 16], nieréwnosci (4.8) i (4.11) wystarcza, by uzyska¢ odpowiednie

oszacowania na prawdopodobienistwa P(6% > t) i P(6F > t). Zauwazmy jednak, ze
s> AR oraz 0l > AL
co prowadzi do
PR > 1) > P(AE > 1) oraz P(6F >t) > P(AL > t),

tzn. mamy oszacowania w niewlasciwg strone. Wnioski na temat tego, czy losowe macie-
rze gaussowskie maja wlasno$¢ ograniczonej izometrii, wyciggane na podstawie oszacowan

(4.8) 1 (4.11) sa wobec tego nieuzasadnione.
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4.2. Symulacje numeryczne

Aby potwierdzi¢ nasza teze, ze autorzy publikacji [14, 15, 16| wyciagneli niepoprawne wnioski,
przeprowadzili$my serie symulacji numerycznych. Zaréwno dla przypadku macierzy rzeczywi-
stych jak i kwaternionowych, wyznaczyliSmy dystrybuanty i gestosci empiryczne zmiennych
losowych 6% 6% A*i AL Eksperyment przeprowadziliémy w érodowisku MATLAB R2016a,
na komputerze PC z procesorem Intel(R) Core(TM) i7-4790 CPU (3.60GHz) i 16GB RAM,
pracujacym pod systemem operacyjnym Microsoft Windows 10 Pro.

Ze wrzgledu na mozliwosci obliczeniowe, symulacje wykonalismy dla macierzy ® € K"™*",
gdzie K = Ri1 K = H, m = 64, n = 8 oraz dla s-rzadkich wektorow x € K", gdzie
s = 5. Wyznaczajac dystrybuante empiryczna zmiennych losowych 6% i 6L dla kazdego
z (Z) = 56 roznych nosnikow Sy, C {1,...,n}, takich, ze #8S) = s, wylosowano 10® wektorow
o normie 1, ktorych nosniki sa rowne Sy. Dla danej realizacji zmiennej losowej ® maksimum
jest wiec brane po zbiorze (56 - 103)-elementowym. W przypadku zmiennych losowych Af
i AL dla kazdego noénika losowany jest jeden wektor o nosniku S i normie 1. Proba losowa
sktadala sie z 10° realizacji zmiennej losowej ®.

Wryniki symulacji dla macierzy i wektoréw o wspotrzednych rzeczywistych zamieszczono
na Rys. 4.2 1 4.3, a dla przypadku kwaternionowego na Rys. 4.4 i 4.5. Na wykresy dystry-
buant empirycznych naniesiono rowniez prawe strony oszacowat (4.7) i (4.10) (w przypadku
macierzy i wektoréw rzeczywistych w tych oszacowaniach wystepuja dystrybuanty rozkladu
(%, %)). Zauwazmy, ze otrzymane wyniki potwierdzaja oszacowania (4.7) i (4.10) uzyskane
przez autorow [14, 15, 16|, pokazuja jednak réwniez, ze nieuzasadnione jest wyciaganie na
tej podstawie wnioskow na temat zmiennych 6% i 6%,

Uzyskane wyniki sugeruja, ze z duzym prawdopodobienistwem kwaternionowe losowe ma-
cierze gaussowskie rowniez maja wtasno$é¢ ograniczonej izometrii. Co wiecej, mozna przypusz-
czaé, ze dla ustalonej pary (m,n) losowa macierz gaussowska ® € H™*"™ ma statystycznie
nizsza stata s-ograniczonej izometrii niz macierz ® € R™*". Podejrzewamy, ze wynika to
z tego, ze zmienna Rs(x) ma w przypadku kwaternionowym mniejsza wariancje niz w przy-
padku rzeczywistym. Na te chwile nie jesteSmy jeszcze w stanie podaé Scistego dowodu, ktory

potwierdzitby nasza teze. Aktualnie prowadzimy prace nad tym zagadnieniem.
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Rys. 4.2. Rozklady empiryczne zmiennych losowych 6% i AZ dla gaussowskich macierzy lo-

sowych ® € R™*", n =8, m =64, s =5.
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Rys. 4.3. Rozklady empiryczne zmiennych losowych 6% i AL dla gaussowskich macierzy loso-

wych ® € R™*", n =8, m =064, s = 5.
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Rys. 4.4. Rozklady empiryczne zmiennych losowych 6% i AZ dla gaussowskich macierzy lo-

sowych ® € H™ ", n =8, m = 64, s = 5.
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Rys. 4.5. Rozklady empiryczne zmiennych losowych §% i AL dla gaussowskich macierzy loso-

wych ® € H™", n =8, m =64, s =5.



Rozdziat 5

Zastosowania oszczednego probkowania

Wiemy juz, jakie warunki musza spelnia¢ macierze pomiarowe, by mozliwa byta rekonstruk-
cja rzadkich sygnaléow z niewielkiej ilosci pomiarow, zaréwno w przypadku kwaternionowym
jak i rzeczywistym. Wiemy roéwniez, ze rzeczywiste i zespolone losowe macierze gaussowskie
te warunki spelniaja (z duzym prawdopodobienistwem). Rozwazania przeprowadzone w po-
przednim rozdziale sugeruja, ze ma to miejsce réwniez w przypadku kwaternionowym.
Rozwazania teoretyczne z poprzednich rozdziatow zilustrujemy kilkoma przyktadami nu-
merycznymi. Inspiracja do przeprowadzenia tych eksperymentow byt artykut [27], w ktorym
autorzy przeprowadzili numeryczng symulacje odzyskiwania kwaternionowych sygnatow rzad-
kich w wyniku minimalizacji normy ¢;. Autorzy artykutu nie poparli jednak swoich rezultatow
zadnymi wynikami teoretycznymi. Majac juz pewne przestanki teoretyczne, powtérzymy to

doswiadczenie.

5.1. Kilka eksperymentéw numerycznych
Przypomnijmy, ze rozwazamy problem minimalizacji normy ¢;, tzn.

argmin ||z||, pod warunkiem &z =y, (5.1)
zeHn

gdziey = &x € H”, & ¢ H™*" i x € H". Wyrazimy ten problem w jezyku programowania

stozkowego drugiego stopnia (ang. second-order cone programming — SOCP).



46 Rozdzial 5: Zastosowania oszczednego probkowania

Zgodnie 7z rozwazaniami przytoczonymi w |27|, problem (5.1) jest rownowazny

argmint pod warunkiem y = ®z, ||z|, <t (5.2)
teR4

Zapiszmy t w postaci t = ]ﬁ:l i, gdzie t;, € R, oraz podobnie jak w poprzednich rozdziatach
y =y tyil +y;) + yik, z = z, + ;i + z;) + zk,
gdzie y.,yi,yj, Yk € R™, z,,2;, 25, 2. € R". Bedziemy oznaczac
Zy = (2p1, .- ,zm)T, zi = (i1, - - -, zim)T, zj = (251, .- . ,zjvn)T, zx = (21, .-, zk,n)T.
Ponadto, niech ¢, € H™ bedzie k-ta kolumna macierzy ®, k € {1,...,n}, i tak jak wczesniej
Ok = Qe + ikl + Oik] + Prik,

gdzie vk, Gik, Oik, Px € R™. Zauwazmy, ze drugie ograniczenie w (5.2) mozemy zapisa¢

jako
||(Zr,k:7Zi,k’zj,k:7zk,k)T||2 < tk dla & S {]-7 s 7n}7

a to pozwala nam zapisa¢ problem (5.2) w postaci problemu minimalizacji ¢; dla wektorow

rzeczywistych:
arge]llg}lin ¢’z pod warunkiem y = ®z (5.3)
oraz  ||(zeks Ziks Ziks 2k) o <t dlak e {1,...,n},
gdzie
Z = (t1, Ze1s Zi1s 215 Zkils - - - s bny Zrmy Zims Zjms zk,n)T e R, (5.4)
c=(1,0,0,0,0,...,1,0,0,0,0)" € R°", (5.5)
v =l vyl yp)" e R, (5.6)

0 &1 —0i1 —9i1 —Pxa
0 ¢i1 &1 —Px1 951
0 o1 Px1  Or1  —Pin
0 o1 —@51  din Pra

Grn —Pin —Ojm  —Pkn
Gin  Prn  —Pkn  Dim
Pin  Pkn  Prn —Pin
Pk —Pin  Pin  brm

c R4m>< 5n

©c o o ©o

(5.7)
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Powyzsze sformutowanie jest standardowa forma problemu SOCP i rozwigzemy je ko-
rzystajac z pakietu SeDuMi do $rodowiska MATLAB [23]. Rozwiazanie x# problemu (5.3)

mozna wowczas latwo zamieni¢ na wektor kwaternionowy x# korzystajac z (5.4).

Program zostal wykonany w $rodowisku MATLAB R2016a, z wykorzystaniem pakietu
SeDuMi 1.3, na komputerze PC z procesorem Intel(R) Core(TM) i7-4790 CPU (3.60GHz)
i 16GB RAM, pracujacym pod systemem operacyjnym Microsoft Windows 10 Pro.

Zaimplementowano nastepujacy algorytm:

1° ustal stale n = 128 (dlugos¢ wektora x) i m (liczba pomiaréw, tzn. dlugosé wekto-
ra y) i wygeneruj macierz pomiarowa ® € H™*" ktorej elementy sa kwaternionami
wygenerowanymi z niezaleznych rozktadéw normalnych N (0, L );
2° wybierz rzadko$¢ sygnatu s < § i no$nik S C {1,...,n} taki, ze #S = s (losowo), oraz
wygeneruj wektor x € H" taki, ze suppx = §, ktorego wspolrzedne sg kwaternionami
wygenerowanymi z niezaleznych rozktadéw normalnych Ny (0, 1);
3° wyznacz y = &x € H™;
4° wyznacz wektory y, ¢ i macierz ® jak w (5.4)—(5.7);
5° wywolaj program SeDuMi do rozwiazania problemu SOCP sformulowanego w (5.3)
i wyznacz rozwigzanie X7
6° wyznacz wektor x¥ i oblicz btad rekonstrukcji (w sensie normy f5), tzn. [|x% — x||o;
7° dla kazdej pary (m, s) wykonaj 100 eksperymentow i zapisz bledy kazdej rekonstrukeji
oraz liczbe doktadnych rekonstrukeji (uznajemy, ze rekonstrukcja jest dokladna, jesli
Ic# — x|l < 107).
Na Rys. 5.1(a) przedstawiono wyniki eksperymentu. Wykres przedstawia procent doktad-
nej rekonstrukeji w zaleznosci od liczby pomiaréw m oraz rzadkosci s wektora. Widacé, ze
odpowiedni dobor liczby pomiaru do rzadkosci wektora gwarantuje niemal doktadne odtwo-

rzenie wyjsciowego wektora — dla m = 32 i s < 2 = 8 odzyskujemy ponad 90% wektorow,

T
tak samo dla m = 64 i s < 18. Eksperyment ten przeprowadziliémy réwniez dla macierzy
® € R™" i wektorow x € R™. Na Rys. 5.1(b) zaprezentowano wyniki dla tego przypadku.
Warto zauwazy¢, ze procent doktadnej rekonstrukeji dla danej pary (m,s) jest nizszy niz

w przypadku kwaternionowym (co poréwnano na Rys. 5.2(a)) — dla m = 321 s = 8 od-

zyskujemy zaledwie 65% wektorow. Potwierdza to przypuszczenia z poprzedniego rozdziatu,
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tzn. ze dla danej pary (m,n) kwaternionowe losowe macierze gaussowskie maja z duzym

prawdopodobienstwem nizsza stata s-ograniczonej izometrii niz losowe macierze gaussowskie

100
80
60
40
20
20 40 60

(a) (b)

Rys. 5.1. Wyniki eksperymentu numerycznego dla n = 128 i réznych wartosci m i s. Poziom

o elementach rzeczywistych.

szarosci odpowiada procentowi doktadnych pomiarow. (a) ® € H™ ", (b) & € R™*",
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Rys. 5.2. (a) Por6wnanie wynikow eksperymentu numerycznego dla n = 128, m = 32 i r6z-
nych wartosci s. (b) Dolne oszacowanie stalej Cy w Twierdzeniu 3.1 uzyskane z nieréwno-

Sci (3.21) dlan =128 i m = 32.

Uzyskane wyniki pozwolilty nam réwniez na uzyskanie oszacowan jak we Wniosku 3.1 dla
wektorow, ktore niekoniecznie sa rzadkie. Z nieréwnosci (3.21) uzyskujemy

#_

1% = xslx
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przeprowadzajac zatem eksperyment, uzyskujemy empiryczne dolne oszacowanie na wartosc
statej Cy dla réznych wartosci m i s. Wynik tego eksperymentu dla m = 32 przedstawiono
na Rys. 5.2(b). Zgodnie z oczekiwaniami, zalezno$¢ od s dla ustalonego m jest monotoniczna

(co wynika z monotonicznosci statych s-ograniczonej izometrii).

5.2. Perspektywy zastosowan w praktyce

Teoria oszczednego probkowania znalazta liczne zastosowania w praktyce, zaréwno w przy-
padku rzeczywistym jak i zespolonym. Jednym z zastosowan budzacych najwieksze nadzieje,
i ktory jednoczes$nie byt pierwotna inspiracja do powstania tej teorii, jest tomografia rezonan-
su magnetycznego [24|. Macierza pomiarowa, ktora w naturalny sposob powstaje w wyniku
zachodzgcych w tym procesie zjawisk fizycznych, jest macierz wspolczynnikow dyskretne;j

transformacji Fouriera

0-0 0-1 0-(n—1

Wy, Wy, wn( )
1-0 1-1 1-(n—1)

w w W,
n n n

o= e Cnxn
n—1)-0 n—1)-1 n—1)-(n—1
LI RN S

2mi

}. Macierz powstata z macierzy ® poprzez losowe wybranie m wierszy
n

gdzie w, = exp{—
spelia wlasno$é ograniczonej izometrii [9]. Mozna wiec przypuszczaé, ze kwaternionowa
dyskretna transformacja Fouriera, w ktorej w,, = eXp{—Q’TT“} dla pewnego p € H takiego, ze
Rep =01 ||p]| = 1, rowniez bedzie miata dobre wlasnosci. Dotychczas nie powstaty jednak
zadne prace na ten temat.

Prace nad kwaternionows teoria oszczednego probkowania wydaja sie mieé¢ duze zna-
czenie praktyczne ze wzgledu na wspomniane w Rozdziale 1 zastosowania kwaternionow.
Dotychczasowe zastosowania w przetwarzaniu i akwizycji obrazéw dotyczyty jedynie obra-
z6w monochromatycznych, ktore daje sie przedstawi¢ w postaci wektorow o wspotezynnikach
rzeczywistych. Uzycie kwaternionéw pozwoli rozszerzenie zastosowan do przypadku obrazéow

kolorowych, zawierajacych trzy sktadowe kolorowe, ktére mozna reprezentowaé¢ za pomoca

wektoréw o wspolrzednych kwaternionowych.
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Rozdzial 6

Podsumowanie 1 wnioski

Definicje i twierdzenia, jakie zostaly przytoczone w niniejszej pracy, stanowia fundament
nowej galezi teorii oszczednego probkowania, tzn. dla przypadku kwaternionowego. Sa one
naturalnym uogolnieniem znanej teorii dla wektoréw i macierzy o wspotrzednych rzeczywi-
stych i zespolonych, ktora powstata okoto 10 lat temu (lata 2004-2006). Pojecia takie jak
rzadkosé sygnatu czy wlasno$é ograniczonej izometrii pozostaja takie same, jednak ich ana-
liza wymaga pewnych dodatkowych narzedzi algebraicznych, ktére pozwalaja na radzenie
sobie z trudno$ciami wynikajacymi z nieprzemiennosci mnozenia kwaternionow.

Teoria oszczednego probkowania wcigz budzi duze zainteresowanie naukowcoéw na calym
Swiecie zajmujacych sie roznymi dziedzinami, zaréwno matematyki jak i nauk inzynierskich.
Powstaja wciaz nowe publikacje z tej tematyki (wyszukiwarka bazy ScienceDirect zwraca
ok. 2400 publikacji, ktore sa lub zostaly przyjete do publikacji w tym roku), a na konfe-
rencjach naukowych organizowane sa oddzielne panele po$wiecone wytacznie oszczednemu
probkowaniu. Interesujacym przykladem jest konferencja International Matheon Conference
on Compressed Sensing and its Applications, ktéra odbywa sie w Berlinie, i ktora gromadzi
zaré6wno matematykow jak i inzynierow. Podczas drugiej edycji tej konferencji w grudniu
2015 roku zostala zaprezentowana cze$¢ materialu ujetego w tej pracy [3].

Inspiracja do zajecia sie ta galezia teorii oszczednego probkowania byly publikacje, w kto-
rych autorzy przeprowadzaja eksperymenty numeryczne w algebrze kwaternionow [27]. Bra-
kuje w nich jednak zaplecza teoretycznego, a wszelkie wnioski wyciagane sg na podstawie

symulacji. Wedlug naszej obecnej wiedzy, do tej pory nie powstaly publikacje, ktore uzasad-
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niaja te eksperymenty z punktu widzenia matematycznego, teoretycznego. Ta praca stanowi
pierwszy krok w kierunku uzupetnienia tych brakow.

Niniejsza praca stanowi punkt wyjscia do dalszych rozwazan, zaré6wno teoretycznych jak
i eksperymentalnych, na temat oszczednego probkowania w algebrze kwaternionéw. Weiaz
pozostaje otwarta kwestia istnienia macierzy kwaternionowych spetniajacych wlasnosé ogra-
niczonej izometrii, ale dalszej analizy wymagaja takze optymalne warunki na state ograni-
czonej izometrii gwarantujace doktadna (lub stabilng) rekonstrukcje wektorow. Oddzielng
kwestig pozostaje rowniez opracowanie algorytméw szybkiej rekonstrukeji wektoréw kwater-
nionowych w wyniku minimalizacji normy ¢; oraz wdrozenie praktycznych zastosowan tej
teorii. Wspolpraca zespolow z Wydzialu Matematyki i Nauk Informacyjnych PW oraz Wy-
dzialu Elektroniki i Technik Informacyjnych PW budzi nadzieje na osiagniecie ciekawych

rezultatow, ktore przyczynia sie do dalszego rozwoju tej dziedziny.
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