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Granica i ciągłość funkcji dwóch zmiennych

1. Wyznaczyć i narysować dziedziny naturalne funkcji

a) f(x, y) =

√
3− x2√
y2 − 2

b) f(x, y) =

√
9− x2 − y2√
x2 + y2 − 1

c) f(x, y) = ln(6− x)

d) f(x, y) =
√

y sinx e) f(x, y) = ln(4−
√
x+ y) f) f(x, y) = arcsin

√
y −
√
x.

2. Obliczyć granice lub wykazać, że nie istnieją

a) lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
b) lim

(x,y)→(0,0)

(xy)2

x2 + y2
c) lim

(x,y)→(−2,2)

x+ 2

xy2 + 2y2 − xy − 2y

d) lim
(x,y)→(0,0)

x2

x2 + y
e) lim

(x,y)→(2,0)

sin(x3y)

5y
f) lim

(x,y)→(0,0)
(2 + cos(x+ y))

y
x

g) lim
(x,y)→(1,1)

x+ y − 2

x2 + y2 − 2
h) lim

(x,y)→(0,0)

x2 + y2√
x2 + y2 + 4− 2

i) lim
(x,y)→(0,0)

(
1− x2y2

) 1
x2+y2

j) lim
(x,y)→(+∞,+∞)

x+ y

x2 + y2
k) lim

(x,y)→(0,0)

arcsin(xy)√
x2 + y2

. l) lim
(x,y)→(0,0)

x4 + y4

x2 + y2
sin

(
1

x

)
.

3. Zbadać ciągłość następujących funkcji na R2

a) f(x, y) =


xy3 − yx3

x4 + y4
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

b) f(x, y) =


x2

|x|+ |y|
dla (x, y) 6= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0).

4. Zbadać istnienie granic

lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y4
, lim

x→0

(
lim
y→0

xy2

x2 + y4

)
i lim

y→0

(
lim
x→0

xy2

x2 + y4

)
.
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