Zadania powtorzeniowe z AM1 Czesc 4

Zadania powtorzeniowe z Analizy 1 - czesé 4

Zadanie 1. Obliczyé granice lub wykazaé, zZe nie istniejq:

. 3ayP ' 2 . 22 — g2
T b) lm !
(=) ()= (0.0) 202 + 42 (&) () (0.0) T+ g (c) )00 @
: r+2y—1 . . x? . 3 — 8
d | —_ | 2 —_— f | ——.
(d) (o) (1,0) 22 + A% — 1 (e) <m,y>1§1<o,o>( = +y)sin Va2 +y? (®) ()5 (00) 72 1 42
Zadanie 2. Zbadaé ciggtosé funkcyji:
z3 722
— di 0,0 - dl
(a) f(z,y) = 22 + 2y a (z,y)#(0,0) (®) f(z,y) = B o TH#Yy
0 dla (z,y) = (0,0) 0 dla z=y

(22 +y?) cosz

(c) f(z,y) = . ] + Iyl dla (z,y) # (0,0)

dla (z,y) = (0,0).

Zadanie 3. Czy uda si¢ dobraé state a, b € R tak aby ponizsze funkcje byt ciggte w swoich dziedzinach? Jesli
tak, to wyznaczyé te state.

(a) f(x,y>{ ”tgfy) dla (z,y) € [(=3,000 (0, 5)] x (-1,1)
a+y dla x=0 i1 ye(-1,1)

x2y2 + 222 + 2y2
(b) f(z,y) = 22+ 2
b

dla (z,y) # (0,0)
dla (z,y) = (0,0)
Zadanie 4. Obliczyé pochodne czgstkowe funkcji.

(a) f(z,y,2) =sina? - arcsiny — %1% - cos® x + 3arctg(z?y) dla (z,y,2) € R x (=1,1) xR

(b) f(z,y) =7 —logig(ay?) dla x>0 y#0

(c) flz,y,2) =1— /2 + barctg(e® +sinz) dla (v,y,z) € R?

in(x2
(d) f(z,y) = sz(jf;z) dla (z,y) # (0,0)
0 dia (z,) = (0,0)
1‘2—3y2
) flay) =4 a=y U T #Fy
0 dla z=y
2 —y+1

dla  (z,y) # (0,1)
dla (z,y) = (0,1).
Zadanie 5. Obliczy¢ pochodne czgstkowe f,(0,0) oraz f,(0,0) jesli

(£) f(z,y) = 22 + (y — 1)2
0

. 1
flz,y) = (xz — 2y) sin W dla (z,y) # (0,0)
0 dla (z,y) = (0,0).
sin(ey?)
Zadanie 6. Dana jest funkcja f(z,y) = NS dla (z,y) # (0,0)

0 dla (z,y) = (0,0).
(a) Wyznaczyé pochodng kierunkowq w punkcie (1,0) w kierunku wektora [hy, hy).

(b) Zbadaé rézniczkowalnosé funkeji f(x,y).
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Zadanie 7. Zbadaé rézniczkowalnosé nastepujacych funkcji.

A e
(@) flz,y) = Jzy ) fay) =L T e dla (x,y) # (0,0)
0 dla (z,y) = (0,0).

Zadanie 8. Wvykazaé, Ze powierzchnia o réwnaniu z = xarcsinﬁ posiada ptaszczyzne styczng w punkcie
(1,1, 29). Napisaé réwnanie tej ptaszczyzny.

Zadanie 9. Wyznaczy¢ pochodne czgstkowe rzedu drugiego nastepujgcych funkcji.

2

(a) f(z,y) =+bx*+ 48 ®) flz,y) = arctg% dla x # 0.

Zadanie 10. Niech f : R? — R ma ciggte pochodne czastkowe f. oraz f,. Obliczyé
(a) g(t) jesli g = f(x,y) orazx = tIn(1 +12), y = e~ !
(b) pochodne czgstkowe funkcji h(s,w) jesli h = f(x,y), x = e®cosw, y = e*sinw
(c) pochodne czgstkowe funkcji z(r,p) = f(r — 3p, 2r + 5p).

Zadanie 11. Niech z = f(x,y). Przeksztalcié wyrazenie
0z 0z
r —+V1+y? —
or y
wprowadzajgc nowe zmienne niezalezne u i v, przy czym x = e* oraz y = shv.

Zadanie 12. Sprawdzié, czy zachodzi réuwnosé

0z 0z v—u

u o W
jezeli z = f(x,y) = arctg %, przy czym x =u+v oraz Yy = u — 0.
Zadanie 13. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji
(@) flz.y) =72 (32% —y?) (b) flz.y) =y + 3%y — 2%y
(c) f(z,y)=—82%+y>— 24y — 4 (d) z = 24zy — 22%y — day?
(e) f(z,y) =32+ 3y® + 823y>.
Zadanie 14. ZnaleZé najmniejszq i najwiekszq wartos$é funkcji
(@) f(z,y) =22 +y*—2y wkole 2% +9y> <4
) g(z,y) =2 +y?> —a2y —2x +y — 10 na zbiorze D = {(x,y) € R? : x| +|y| <2Az > 0}

ODPOWIEDZI:
1. (a) 0, WSKAZOWKA: 0 < ‘zm%aj&’jyz‘ < ‘3273‘5' = 3|ay3|
(b) nie istnieje: (25, yn) = (0, ) "Z37(0,0) i :r;«éyi =030
(in ):(%%)3"(0,0)1%:;#"1%0
(c) nie istnieje: (25, yn) = (2, %) (0 0) i % =050
i) = (. 1) 0.0 Bt = - 17% 1
(d) nie istnieje:  (zpn,yn) = (1, )nﬁoo (1,0) i % +in " 400
(e) 0, WSKAZOWKA: 0 < |(2z +7y) sin ﬁ' <2z+yl (£)0,0< 575 < 5|+ ] < Jz]+yl

2. (a) Funkcja jest ciagla na R?, WSKAZOWKA: 0 < |zer2 | < |5 2| = |z]
(b) Funkcja jest ciggla jedynie na R? — {(z,y) : = y}. Nie jest ciagta w punkcie (0,0), bo nie istnieje
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lirn(at,y)—>(0,0) f(x7y) poniewaz (xnayn) = (l 0) 7L—>00 (0 0) i f(xnayn) =0 *) 0 oraz

n’
(‘%nvgn) = (%7 nll) n_>oo (0 0) 1 f(xn;yn) = % ni;o l
+ 3n2+3n+ 3
Nie jest ciagta w zadnym punkcie (zo, z¢), gdzie o # O, bo nie istnieje skoriczona granica lim ;. y) — (zo,20) f (2, ¥) :
; +3z5+
(xnayn) = (330,320 + %) nio>o (xo,xo) 1 f(],‘nay’ﬂ) = % ni)f —00

o . 2 ~ . (224y?) cos x y?
(c) Funkcja jest ciagta na R*, WSKAZOWKA: 0 < | EES | < Iw\+|y\ = Iw\+|y\T\w|+\u\ \w|+|y| = |x|+|y|

3. (a) Tk, @ =, bo M.y (0.40) f(2,9) = 7T+hm(m y)—>(0 Yo) Mycos(acy) =m+1-yo-1=m+yo = f(0,90) =
=a+ yo. (b)Tak,b72,bo2§% +2=y2 42

2 .
sin z 2 sin z

2arcsiny—i—esmzsin2x—i—1fg3;74yyz, fylz,y, 2) = \/17—4—1_”4 5, [2(2,y,2) = — cos? w cos ze

4. (a) fo(z,y,2) =2z cosz
(b) fw(l‘,y) = %Jf%*l _ Wllo’ fy(x7y) — *21211131,% _ WSKAZOWEKA: f(l’ y) — v 2lng lnlglzlyoz)

Yy ylnlO’
xy

— —ye —ze
(C) fm (.’13, y) a [1+(e®¥+sin 2)?] {’/[2+5arctg(emy +sinz)]4’ fy( Y ) - [14(e®¥+sin z)?] \5/[2+5arctg(emy+sin )4’

_ —cosz
fz (3), y) - [14(e*¥+sin z)?] {/[2+5arctg(e$y+sin z)]4

2a[y(z®+y?) cos(e”y) —sin(z?y)]

(@) fo(w,y) = e dla (2,9) #(0,0)
0 dla (x,y) =(0,0)
22 (2% +y?) cos(x?y)—2y sin(z2y)

o) = e () # 0.0

0 dla (z,y) = (0,0)
% dla = #vy %ﬁ;ﬁzy dla z#y

(e) fao(w,y) = 1 dla z=y=0 s fy(@,y) =1 3 dla xr=y=0
nie istnieje dla z =y #0 nie istnieje dla z=y #0
2xt 4322 (y—1)24z(y—1) —z2—z3(y—1)

() folz,y) = w24 (y—1)23/2 dla  (z,y) #(0,1) oz y) = 2+ (y—1)23/2 dla  (z,y) #(0,1)
0 dla (z,y) =(0,1) nie istnieje dla (z,y) =(0,1)

5. f2(0,0) =0, f,(0,0) nie istnieje

6. (a) f(hm,hy)(luo) =0
(b) Funkcja f jest rézniczkowalna na R2. Jej rézniczkowalno$é poza punktem (0,0) wynika stad, Ze poza
punktem (0, 0) ma ciaggle pochodne czastkowe. Natomiast w punkcie (0, O) jest rozniczkowalna, poniewaz

. F(ha,hy)—£(0,0)— £ (0,0)he — £, (0,0)hy, sin(hgh3) sin(hgh3) hehd
lim(n, h,) (0,0 \/hzw = lmn, k)= 0,0) Fzaz” = iMn,,n,) 00 —7m8 " RZTHz =
sin(hgh3
=0, bo D) 11 || < M| = [y | oraz [hahy| 5 0.
1% dla 2y #0 3% dla 2y #0
7. (a) fu(z,y) = 0. S dla  (z,y) = (z,0) . fy(@y) =19 o dla (z,y) = (0,y)
nie istnieje  dla (z,y) = (0,y) iy #0 nie istnieje dla (z,y) = (2,0) iz # 0

Funkcja ta jest rozniczkowalna w kazdym punkcie postaci (z,y), gdzie zy # 0, bo pochodne czastkowe sa ciagle
w takim punkcie. Funkcja nie jest rozniczkowalna w punktach postaci (2,0) 1 (0,y), gdzie x # 01y # 0, bo
w tych punktach nie istnieje jedna z pochodnych czastkowych. Funkcja nie jest rozniczkowalna w punkeie (0, 0),

s o1 (P hy) = £(0,0)= £ (0,0)he— £y (0,0 by _ 1 Y/ hahy .
bo nie istnieje granica lim, n,)—(0,0) S = limp, n,)-(0,0) S Aby pokazag,

Ze powyzsza granica nie istnieje mozna rozpatrzy¢é ciagi (%, 0) oraz (%, %)
(b) Funkcja ta jest rozniczkowalna na R?. Wyjasnienie:
4 2, 2 3 4 2,2 3
flay) = { L 2R da @y £0.0) b { WSS dla (2,y) # (0,0)
1 dla (z,y) = (0,0) 0 dla (z,y) =(0,0)
Funkcja ta jest rézniczkowalna poza punktem (0,0), bo ma tam ciagle pochodne czastkowe. Funkcja jest roz-
niczkowalna w punkcie (0,0), poniewaz

. F(ha,hy)—F(0,0)— £z (0,0)he— f, (0,0)h RS +h . h h

hm(hgg.,hy)a(o,o) ( w)=S( \)/hiihi) 20D hm(h ,hy)—(0,0) h2+h2 = hm(hz,h )— (0, 0)[h2+h2 + h2+h2] =0,
3 hd 3 s

bo ‘hz-:h? + h?-ﬁhz‘ < |h2fh2 |+ |h2+yh2| < |ﬁ‘ + |%Tg| = [ha| +[hy| = 0.

8. Funkcja f(z,y) = xarcsin - Jest rozniczkowalna w punkeie (1,1), bo ma w tym punkcie ciagte pochodne

2

czastkowe: f.(z,y) = arcsin - +y W, fylz,y) = W—l(ﬁ Rézniczkowalnosé funkcji f
Tty
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w punkcie (1,1) oznacza, ze istnieje plaszczyzna styczna do wykresu tej funkcji w punkcie (1,1, §). Réwnanie
szukanej plaszczyzny stycznej: (v/3 — m)z — /3y + 62 = 0.

502°4302°9"  la (x,y) # (0,0)

502" 430z~ y~ 140z%y®+12¢14
9. (a) fmz(fﬂay) = { (5zt+y8)3/2 dla (‘T7y) f (0 O)

s Jyy(@,y) = { 0(5””4“’8)3/2

2v/5 dla (x,y) =(0,0) dla  (x,y)
=40ty gy (x
3/2 7y) # (07 0)
fay(@,y) = fyal(,y) = ¢ G4
! ! 0 dla (z,y) = (0,0)
xr —oxry 5_ T
( ) f:c:r = x2+y4)2’ fyy (x2+24)2 5 fry fyr = ﬁa
10. (a) flig = gafc (cilqtp gi (fig = fo - [In(1+¢%) + 1+t2] fy e
(b) % = %gi + gigg = fz-€*cosw + f, - e’sinw, % = ng——i—a—fg—y = —fy-e’sinw+ f, - e’ cosw

(C) &:foFQfJa op *Sfx+5fy
82 9z

11. -+ 5.

12. Tak

. (a) (0,0) - brak ekstremum, f,,,;n(2,4) = 542’
b) (3,0) - brak ekstremum, fmm( —2) = —4,
0,0) - brak ekstremum, bo f(0,1) = 4 > £(0,0) =0 i f(ﬁ, Hy==(2- ﬁ) < f(0,0) =0
¢) (0,0) - brak ekstremum, fyq(2,—4) =60 (d) (0,0),(12,0),(0,6) - brak ekstremow, z,q4(4,2) = 64
e) fmin (1, ) fmin(—1 ) = -2,
0,0) - brak ekstremum, bo F0,4)=23>F(0,00=0i f(+,=1) = Z(% —4) < f(0,0)=0

)

n’ n nb
14. (a) wartos¢ najwieksza: f(0,—2) = 8, wartos¢ najmniejszaf(0,1) = —1  (b) warto$¢ najwieksza: ¢(0,2) =
—4, warto$¢ najmniejsza: g(3,—3) = —102.



