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1 Wprowadzenie

1.1 Wybrane rozklady prawdopodobienstwa

W programie R dostepne sa funkcje zwiazane z podstawowymi rozktadami prawdopodo-

bienstwa, tj.

Rozktad Nazwa Parametry Identyfikator
Bin(n, p) dwumianowy (ang. binomial) neN,pe(0,1) *binom
Geom(p) geometryczny pe(0,1) *geom
Hyp(m,n, k) hipergeometryczny m,n, k€ N, k<m  *hyper
NegBin(n, p) ujemny dwumianowy (ang. ne- n €N, p € (0,1) *nbinom
gative binomial)
Poi()) Poissona A>0 *pois
B(a,b) beta a>0,0>0 *beta
Cl=0,s=1) Cauchy’ego leR,s>0 *cauchy
24 chi-kwadrat (ang. chi-square) d €N *chisq
Exp(A=1) wyktadniczy (ang. exponential) X\ > 0 *exp
Fldi,de] F-Snedecora dy,dy €N *f
['(a,s) gamma a>0,5s>0 *gamma
Logis(u =0,s =1) logistyczny pweR, s>0 *xlogis
LogN(u =0,0 =1) logarytmiczno-normalny pweER >0 *1lnorm
N(p=0,0=1) normalny pweR, o>0 *norm
U(la=0,b=1] jednostajny (ang. uniform) a<b *unif
£ t-Studenta deN *t
Wei(a,s = 1) Weibulla a>0,5>0 *weibull

Nazewnictwo tych funkcji jest ujednolicone. By uzyskaé¢ odpowiednia warto$¢, nalezy za-
stapi¢ znak * przed identyfikatorem rozktadu odpowiednia litera, wg wzoru:

Przedrostek Znaczenie

d

gestosé (ang. density) f(x) lub rozklad praw-
dopodobienstwa P(X = z)
dystrybuanta (ang. distribution function)

F(z) = P(X < )

funkcja kwantylowa (ang. quantile function)

~ F~(p)

generowanie liczb pseudolosowych (ang. ran-
dom deviates generation)

Uwaga

Zwroémy uwage, ze w przypadku kilku rozkladow niektore parametry posiadaja, dla
wygody, wartosci domy$lne. Zostaly one przedstawione w kolumnie Rozktad.

1.1.1

Dystrybuanta

Jesli dla wybranego rozktadu prawdopodobienstwa chcemy obliczy¢ wartosé dystrybuanty
w danym punkcie x, to wystarczy przed identyfikatorem rozktadu postawié¢ przedrostek

p, np.

> pnorm(0) # wartosS¢ dystrybuanty rozk*adu standardowego normalnego w punkcie 0
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[1] 0.5

Zgodnie 7z R-owa zasada dzialania na wektorach, pierwszym argumentem tej funkcji moze
by¢ tez wektor liczb, dla ktorych chcemy obliczyé wartosé dystrybuanty:

> pnorm(c(1,2,3)) # a teraz wartos$é dystrybuanty w punktach 1,2 oraz 3

[1] 0.8413447 0.9772499 0.9986501

Pozostate argumenty tej funkcji okreslaja parametry rozktadu, dla ktorego chcemy znalezé¢
wartos$¢ dystrybuanty, np.

> pnorm(0, 2, 1) # wartos$é dystrybuanty rozkladu N(2,1) w punkcie 0

[1] 0.02275013

Jedli, zamiast wartoSci dystrybuanty w danym punkcie x, chcemy wyznaczyé¢ warto$é
funkcji przezycia w punkcie x (czyli wartos¢ G(z) =1 — F(z) = P(X > z)), to podajemy
dodatkowy argument: lower.tail=F, np.

> pnorm(0, lower.tail=F) # wartoS¢ funkcji przezycia rozktadu N(0,1) w punkcie 0
[1] 0.5

Oczywiscie to samo mogliSmy obliczyé¢, piszac:

> 1-pnorm(0)

[1]1 0.5

1.1.2 Gesto$é¢ i prawdopodobienstwo

Przedrostek d przed identyfikatorem rozkladu prawdopodobienistwa okresla funkcje liczaca
warto$¢ gestosci (w przypadku rozktadow absolutnie ciaglych) lub prawdopodobienstwa
(w przypadku rozkladow dyskretnych) w danym punkcie x (lub w punktach zadanych
przez elementy wektora wejsciowego), np.

> dexp(0) # wartosé f(0), gdzie f jest gestoScig rozktadu Exp(1)

(11 1

> dexp(c(0,0.5,1), 0.5) # wartosci £(0), £(0.5), f(1) dla rozk?adu Exp(0.5)

[11 0.5000000 0.3894004 0.3032653
> pr <- dbinom(0:8, 8, 0.25); # wartosci Pr(X=i) dla X"Bin(8, 1/4), i=0,1,...,8

> round(pr, 3); # wysSwietl zaokraglone do 3 miejsc po przecinku

[1] 0.100 0.267 0.311 0.208 0.087 0.023 0.004 0.000 0.000

SM-IIL, s. 3.



1.1.3 Funkcja kwantylowa

Wartoéci teoretycznych kwantyli wyznaczamy, piszac przed nazwa rozkladu przedrostek
q, przy czym pierwszym argumentem tej funkcji jest rzad kwantyla, np.

> qt(0.95, 5) # kwantyl rzedu 0.95 rozkladu t o 5 stopniach swobody

[1] 2.015048

> qt(0.95, ¢(1,5,10,15)) # rézne stopnie swobody

[1] 6.313752 2.015048 1.812461 1.753050

> qt(0.95, Inf) # to jest rozktad normalny standardowy

[1] 1.644854

> gnorm(0.95)

[1] 1.644854

> qt(0.95, 1) # rozklad Cauchy'ego standardowy

[1] 6.313752

> gcauchy(0.95)

[1] 6.313752

> qt(c(0.95, 0.975, 0.99, 0.995), 5) # rézne rzedy kwantyla

[1] 2.015048 2.570582 3.364930 4.032143

> qt(c(0.95, 0.975, 0.99, 0.995), c(1,5,10,15)) # a to co?
[1] 6.313752 2.570582 2.763769 2.946713

W przypadku rozkltadéw dyskretnych funkcja kwantylowa zmiennej X w punkcie ¢
zwraca najmniejszg warto$¢ x € supp(X), dla ktorej P(X < z) > q, gdzie supp(X)
oznacza nosnik rozktadu zmiennej X.

> pbinom(0:5, 5, 0.5) # dla poréwnania

[1] 0.03125 0.18750 0.50000 0.81250 0.96875 1.00000

> gbinom(c(0.4, 0.5, 0.6), 5, 0.5)

[11 223
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1.1.4 Generowanie liczb pseudolosowych

Generowanie liczb pseudolosovvyc z danego rozktadu prawdopodobienstwa uruchamiamy;,
piszac przed nazwa rozktadu przedrostek r, przy czym pierwszym argumentem tej funkcji
jest liczba wartosci, ktore chcemy wygenerowac, np.

> runif (5) # wygenerowanie 5 obserwacji z rozkladu jednostajnego na [0,1]

[1] 0.3364676 0.2858941 0.8558148 0.3210381 0.7831911

> runif(10,0,5) # wygenerowanie realizacji 5-elementowej préby z rozktadu U([0,5])

[1] 1.3949899 1.6287845 4.7443366 0.3689878 3.5892525 2.8202595 2.8934075
[8] 1.8794554 4.0163759 1.9004927

> rpois (20, 4) # wygenerowanie 20 obserwacji z rozktadu Poi(4)

[116241631454435635845¢6

1.2 Losowanie bez i1 ze zwracaniem

Do generowania probek bedacych wynikiem n-krotnego losowania elementé6w danego zbioru
S mozna uzy¢ funkcji sample () (S jest pierwszym argumentem tej funkcji, n — drugim).
Domyélnie otrzymujemy wynik losowania bez zwracania. Gdy chcemy losowaé ze zwraca-
niem, to jako kolejny argument funkcji sample () piszemy replace=TRUE.

Na przyktad wynik n = 15 rzutéw moneta mozna otrzymac nastepujaco:

> sample (c("0","R"), 15, replace=TRUE);

[1] IIRII HRH HRH HRH IIRII IIRII IIRII HOH HOH HOH HRH IIOII IIRII IIOII HRH

Parametr n mozna takze pomina¢ — ponizszy kod wygeneruje nam losowa permutacje
zbioru {1,2,...,10}.

> sample(1:10); # losowanie bez zwracania 10 elementéw z 10-elementowego zbioru

(1] 9 5 8 4 7 1 610 2 3

1Czyli bedacych rezultatem wykonania pewnego ciggu éciSle deterministycznych operacji arytmetycz-
nych. Operacje te daja w wyniku liczby przypominajgce liczby losowe z zadanego rozktadu, tzn. spelniajace
pewne statystyczne kryteria, ktorych spelniania spodziewaliby$my sie po liczbach ,prawdziwie” losowych
(np. powstalych w wyniku pomiaru fizycznego, rzutu moneta itp.). Dla wygody dalej czesto pomijaé
bedziemy przedrostek ,,pseudo” i méwié¢ po prostu o liczbach losowych.
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2 Zadania rozwigzane

Zadanie 3.1. Utworz wykresy gestosci, dystrybuanty i funkcji przezycia dla zmiennych
losowych z rozktadéw normalnych o parametrach N(0,1), N(1,1), N(2,1).

Rozwigzanie.

Do rysowania wykreséow uzyjemy funkcji curve (f(x), from=x1, to=x2). Probkuje ona
w wielu punktach x z przedziatu [x1,x2| wartosci funkcjiﬁ f i przedstawia je na rysunku
(podobnie jak funkcja plot (..., type="1")).

Gestosci rozktadéw normalnych o réznych parametrach potozenia:

> curve(dnorm(x), from=-5, to=5, col=1, main="GestoS¢ rozk?adu normalnego")
> curve(dnorm(x, 1, 1), col=2, add=T) # dodanie kolejnej krzywej

> curve(dnorm(x, 2, 1), col=4, add=T) # i jeszcze jednej

c("N(0,1)", "N(1,1)", "N(2,1)"), col=c(1,2,4), 1lty=1);

> legend("topleft",

0.4

0.3

Gestos¢ rozktadu normalnego

| — N@©,1)

— N(@,1)
— N@2.1)

0.2

0.1

W podobny spos6b mozemy sporzadzi¢ wykresy dystrybuant rozktadéw normalnych

o roznych parametrach potozenia:

curve (pnorm(x), from=-5, to=5, col=1, main="Dystrybuanta rozk*adu normalnego")
curve(pnorm(x, 1, 1), col=2, add=T)

curve (pnorm(x, 2, 1), col=4, add=T)

legend("topleft", c("N(0,1)", "N(1,1)", "N(2,1)"), col=c(1,2,4), 1ty=1);

Dystrybuanta rozktadu normalnego

1.0

T — N©.2)

— N(@,1)
— N@21)

0.6

0.4

0.2

-4

Wykresy funkcji przezycia rozkltadéw normalnych o réznych parametrach potozenia:

?Badz wyrazenia, w ktorym pojawia sie x.
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> curve(pnorm(x, lower.tail=F), from=-5, to=5, col=1,
main="Funkcja przezycia rozkladu normalnego")
> curve(pnorm(x, 1, 1, lower.tail=F), col=2, add=T)
curve(pnorm(x, 2, 1, lower.tail=F), col=4, add=T)
> legend("topright", c("N(0,1)", "N(1,1)", "N(2,1)"), col=c(1,2,4), 1lty=1);

2

Funkcja przezycia rozktadu normalnego

1.0

— N(0,1)
— N(L,1)
— N@2.1)

0.8
|

0.6
|

0.4

0.2

0.0

]

Zadanie 3.2. Sprawdz tzw. regule 3-sigmowg dla rozkladu normalnego. Utworz graficzng
ilustracje tej reguty.

Rozwigzanie.
Reguta trzech sigm dla X ~ N(u,0) :

P(p—30 <X < p+30)~0,99730. (1)

Intuicyjnie, glosi ona, ze prawie cata masa prawdopodobieristwa zmiennej losowej X za-
wiera sie w przedziale [u — 30, 1 + 30].

Obliczmy to prawdopodobienstwo (czyli np. P (X € [-3,3]), gdzie X ~ N(0,1)) za
pomoca R-a:

> pnorm(3)-pnorm(-3)

[1] 0.9973002

Reguta 3-sigmowa dla rozktadu N(u, o) moze by¢ przyktadowo zilustrowana (np. w pod-
reczniku do rachunku prawdopodobieristwa) w sposob nastepujacy.

1. Narysujemy funkcje gestosci.

2. Pokolorujemy odpowiedni fragment pola pod krzywa (za pomoca funkcji polygon(),
stuzacej do rysowania wielokatow).

3. Umiescimy odpowiednie etykietki tekstowe (funkcje arrows(), text()).

Dokonywaé¢ bedziemy obliczen dla rozktadu standaryzowanego. Zachecamy Czytelnika
do samodzielnego przestudiowania stron systemu pomocy dotyczacych uzywanych funkcji
graficznych.
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x <- seq(-5, 5, by=0.01) # wektor argumentéw, dla ktérych obliczymy wartosSci
# gestosci rozktadu N(0,1)
y <- dnorm(x)
plot(x, y, type="1", main="Regula 3-sigmowa", xlab=NA, ylab=NA, axes=F,
ylim=c(-max(y)*0.2, max(y))) # wykres gestosci (p. 1.)

Definiujemy wspotrzedne punktow, ktore beda wierzchotkami wielokata, ktory nastepnie
wypelnimy kolorem zottym (p. 2.):

wx <- c(-3, x[x>=-3 & x<=3], 3);
wy <- c( 0, y[x>=-3 & x<=3], 0);
polygon(wx, wy, col="yellow");

Dodajemy oznaczenie punktu x = pu, rysujemy podpisang strzatke wskazujaca interesujacy
nas przedzial na osi poziomej i dodajemy informacje o wartosci pola pod fragmentem
krzywej (p. 3.):

points(0, 0, pch=3) # Oznaczenie punktu x=mi
text (0, 0, expression(paste(mu)), pos=1)
# Generujemy strzatke dla przedziaiu:
arrows (-3, -max(y)*0.1,3,-max(y)*0.1,angle=60, length=0.1,code=3,1wd=2)
text (0, -max(y)*0.15, # Etykietka pod strzalka
expression(paste (mu, "+/- 3",sigma))) # expression() generuje litery greckie
text (0, max(y)*0.3, paste(round(100*(pnorm(3)-pnorm(-3)), 2), "%", sep=""))

Reguta 3-sigmowa

99.73%
u
L \
\ /
p+/-30
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Zadanie 3.3. Wzrost pewnej grupy osob opisany jest rozktadem normalnym o wartosci
oczekiwanej 173 cm i odchyleniu standardowym 6 cm.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana osoba ma nie wiecej niz 179 cm
wzrostu?

b) Jaka jest frakcja os6b majacych wzrost pomiedzy 167 i 180 ¢cm?

c¢) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze losowo wybrana osoba ma wiecej niz 181 c¢m
wzrostu?

d) Wyznacz warto$¢ wzrostu, ktorej nie przekracza 60% badanej populacji osob.

Rozwigzanie.
Zalozmy, ze mamy do czynienia ze zmienng losowa X ~ N (173,6), opisujaca wzrost
losowo napotkanej osoby 7z danej grupy. W pierwszym przypadku obliczamy P (X < 179):

> pnorm(179, 173, 6);

[1] 0.8413447

Dalej obliczamy P (167 < X < 180):

> pnorm(180, 173, 6)-pnorm(167, 173, 6);
[1] 0.7196722

Trzecie pytanie dotyczy P (X > 181):

> 1-pnorm(181, 173, 6); # lub réwnowaznie:

[1] 0.09121122

> pnorm(181, 173, 6, lower.tail=F);
[11 0.09121122

W ostatnim zagadnieniu szukamy kwantyla gy ¢ rozktadu N (173, 6):
> gqnorm(0.6,173,6)

[1] 174.5201

]
Zadanie 3.4. Utworz tablice wartosci dystrybuanty rozktadu standardowego normalnego.

Rozwigzanie.
Stworzymy tablice z wartosciami dystrybuanty & (z) rozktadu N (0,1) dla =z € {0,0,2,. ..
3,8}

> x <- seq(0, 3.8, 0.2);
> y <- pnorm(x);
> length(x)

Y
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[1] 20

Nastepnie przekonwertujemy wektor y na macierz. Mozna to zrobi¢ w nastepujacy sposob:

> dim(y)=c(5,4)
>y

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.5000000 0.8413447 0.9772499 0.9986501
[2,] 0.5792597 0.8849303 0.9860966 0.9993129
[3,] 0.6554217 0.9192433 0.9918025 0.9996631
[4,] 0.7257469 0.9452007 0.9953388 0.9998409
[5,]1 0.7881446 0.9640697 0.9974449 0.9999277

Zauwazmy, ze w naszej tablicy w pierwszym wierszu mamy wartosci @ (z) dla x €
{0,0,2,0,4,0,6,0,8}, w drugim — dla =z € {1,1,2,1,4,1,8} itd. Jesli chcemy mie¢ tablice
do czytania ,wierszami” mozemy zrobi¢ np. tak:

> matrix(y, 4, 5, byrow=T)

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]

] 0.5000000 0.5792597 0.6554217 0.7257469 0.7881446
2,] 0.8413447 0.8849303 0.9192433 0.9452007 0.9640697
3,1 0.9772499 0.9860966 0.9918025 0.9953388 0.9974449
4,] 0.9986501 0.9993129 0.9996631 0.9998409 0.9999277

[1,
L
L
L

>

Dodatkowo, dobrze bedzie nada¢ nazwy poszczegdlnym wierszom i kolumnom naszej ta-
blicy:

> matrix(y, 4, 5, byrow=T, dimnames=1list(c(0,1,2,3),c(0.0,0.2,0.4,0.6,0.8)));

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0 0.5000000 0.5792597 0.6554217 0.7257469 0.7881446
1 0.8413447 0.8849303 0.9192433 0.9452007 0.9640697
2 0.9772499 0.9860966 0.9918025 0.9953388 0.9974449
3 0.9986501 0.9993129 0.9996631 0.9998409 0.9999277
L]

Zadanie 3.5. Wygeneruj n-elementowa (n = 100) probe losowa z rozktadu normalnego
standardowego. Utworz histogram oraz estymator jadrowy dla tej proby. Natéz na uzy-
skany obraz wykres gestosci teoretycznej rozktadu normalnego.

Rozwigzanie.
Rozwiazanie tego zadania jest bardzo proste:

>n <- 100;

> x <- rnorm(n); # préba losowa z rozktadu N(0,1)
> hist(x, prob=T)

> lines(density(x), col="blue")

> curve(dnorm(x), from=-3, to=3, col="red", add=T)
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Histogram of x

|

1

L
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Oczywiscie, kolejna wygenerowana proba bedzie (z prawdopodobieristwem 1) sktadata
sie z innych obserwacji. Warto wiec przyjrze¢ sie wykresom dla kilku realizacji tego eks-
perymentu, wywotujac powyzszy kod kilkakrotnie.

Histogram of x

0.4

— /“

0.3
|

0.2

0.1

I
/

]

Zadanie 3.6. Sporzadz wykres funkcji masy prawdopodobienistwa rozktadow dwumiano-
wych: Bin(10,0,5), Bin(10, 0,25), Bin(50, 0,25).

Rozwigzanie.
Obliczamy najpierw P (X = k) dla k=0,1,...,10 dla X ~ Bin(10,0,5):

> x <- dbinom(0:10, 10, 0.5)
Podobnie czynimy dla pozostalych rozktadow:

> y <- dbinom(0:10, 10, 0.5)
> z <- dbinom(0:50, 50, 0.25)

Rysujemy funkcje masy prawdopodobienstwa tych rozktadow jako wykresy stupkowe.
> barplot(x, names.arg=0:10)

> barplot(y, names.arg=0:10)
> barplot(z, names.arg=0:50)

Sporzadzenie wynikowych wykresow i wyciggniecie wnioskow pozostawiamy Czytelnikowi.
]
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Zadanie 3.7. Korzystajac z generatora liczb losowych o rozkladzie jednostajnym na
przedziale [0, 1], wygeneruj probke losowa z rozkladu Pareto z parametrem a = 2.

Rozwigzanie.
Korzystamy tu z nastepujacego faktu. Niech F' oznacza dystrybuante zmiennej losowej
X. Definiujemy funkcje kwantylowa F~! (lub uogélniona funkcje odwrotna):

F~'(z) =inf {t: F(t) > z}. 2)

Wtedy zmienna losowa X ma taki sam rozktad jak F~1 (U), gdzie U jest zmienna losowa
o rozktadzie jednostajnym U ([0, 1]). Jesli F jest dystrybuanta ciagta, to F'(X) ma taki
sam rozktad jak U. Zauwazmy przy tym, ze gdy F jest ciggla i rosngca, to F'~! jest funkcja
odwrotna do F' w zwyklym sensie.

Powyzszy sposob konstruowania generatoréw liczb losowych 7z zadanego rozktadu na
podstawie generatora dla rozktadu U([0, 1]) nazywamy metodq odwracania dystrybuanty.

Zmienna losowa X o rozkladzie Pareto z parametrem a ma rozktad o gestosci:

a
flx) = P (3)
dla x > 1. Dystrybuanta ma postac:
Fz) = (1=1/z%), (4)
stad
Fl(z) = (1—a) ", (5)

czyli zmienna losowa F~1(U) = (1 — U) " dla a = 2, gdzie U ~ U ([0, 1]), bedzie miala
interesujacy nas rozktad Pareto o dystrybuancie F.
Probke losowa generujemy zatem w sposob nastepujacy:

> n <- 1000;
> u <- runif(n);
> x <- u~(-0.5); # rozklad 1-u jest taki sam jak rozk?ad u

Narysujmy teraz histogram dla naszej probki, wykres estymatora jadrowego gestosci
oraz gestosci teoretyczne;j:

> hist(x, prob=T, main=NA, ylim=c(0.0, 1.2), breaks=100);
> lines(density(x), col="blue");
> curve(2/x~3, add=T, col="red", from=1);

SM-III, s. 12.

Metoda
odwracania
dystrybuanty



1.2

1.0

0.4

0.2

0.0
h

]

Zadanie 3.8. Postugujac sie metoda Monte Carlo, oblicz pole powierzchni obszaru A =
{(z,y) eR?: 0<z < 1;0 <y <z}

Poréwnaj uzyskane w ten sposoéb wyniki z dokladnymi rezultatami otrzymanymi na
drodze analitycznej.

Rozwigzanie.

Skorzystamy tu z nastepujacego faktu. Niech X;,Y], X5, Y5, ... beda niezaleznymi zmien- Metoda
nymi losowymi o rozkladzie jednostajnym U ([0, 1]). Dla funkcji borelowskiej f : [0, 1] — K;‘;';‘z‘gac":b
0, 1] definiujemy

gdzie 1(+) jest funkcja indykatorowa. Wowcezas, z mocnego prawa wielkich liczb (MPWL),
mamy z prawdopodobienstwem réwnym 1:

1 n

lim —S 7 = /0 ' f () da. (7)

n—oo
ni4

Uwaga

Uogolnienie tej metody na funkcje zdefiniowane dla innych dziedzin i przeciwdziedzin
(przedziatowych) pozostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika.

Pole obszaru A to

1 z? 1 1
/d:pdy:/ (/ dy) dx:/dex:—.
A 0o \Jo 0 3

Wyznaczymy zatem pole obszaru A, obliczajac w sposéb przyblizony catke fol 2% dx
powyzsza metoda, zwana catkowaniem Monte Carlofl.
Generujemy najpierw probke losowa (U, Vi, ..., U,, V,) 7z rozkladu jednostajnego:

3Metoda catkowania Monte Carlo zostala zaproponowana przez polskiego matematyka Stanistawa,
Ulama, bioracego udzial w tzw. projekcie Manhattan.
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> n <- 10000;
> u <- runif(n);
> v <- runif(n);

Zaznaczmy te punkty na obrazku i nal6zmy na niego wykres funkcji y = 22 dla x € [0, 1].

> plot(u, v, x1im=c(0,1), ylim=c(0,1), pch='.') # punkty oznaczamy "kropka"
> curve(x*x, col="red", type="1", lwd=3, add=T)

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Zliczmy teraz punkty z naszej probki, ktore znalazly sie pod wykresem funkeji y = 22:

> z <- (v <= u*u);
> sum(z); # przypominamy, TRUE ma warto$é 1, FALSE - 0

[1] 3397

Pole interesujacego nas obszaru wynosi wiec w przyblizeniu:

> mean(z);

[1] 0.3397

Uwaga

W programie R dostepna jest takze funkcja do catkowania numerycznego o nazwie
integrate().

> integrate(dnorm, -1.96, 1.96)

0.9500042 with absolute error < 1.0e-11

> pnorm(1.96)-pnorm(-1.96)

[1] 0.9500042

> integrate(dnorm, -Inf, Inf)
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1 with absolute error < 9.4e-05

integrate() jako pierwszy argument przyjmuje funkcje do scatkowania. Chcac poli-
czy¢ catki wystepujace w naszym zadaniu, nalezy stworzy¢ witasna funkcje. Czyni sie to

w R wg nastepujacej sktadni: Wrhasne
funkcje

> nazwaFunkcji <- function(argumentl, argument2, (...))

{
(...) rézne operacje (...)
return (wynik) ;
}
Sprobujmy wiec:
> funkcjald <- function(x) { return(x~2); } # stworzenie wlasnej funkcji

> integrate(funkcjaA, 0, 1);

0.3333333 with absolute error < 3.7e-15

3 Zadania do rozwiazania

Zadanie 3.9. Utworz wykresy gestosci, dystrybuanty i funkcji przezycia dla zmiennych
losowych z rozktadow normalnych o parametrach N(0, 1), N(0,0,5), N(0,2).

Zadanie 3.10. Utworz tablice podstawowych kwantyli (tzn. rzedu 0,9,0,95,0,975,0,99,
0,995) rozktadu standardowego normalnego.

Zadanie 3.11. Utworz wykresy gestosci zmiennych losowych o rozkladzie chi-kwadrat
0 5, 10 oraz 40 stopniach swobody. Przeanalizuj, jak zmienia sie gestoé¢ rozktadu y* wraz
ze wzrostem liczby stopni swobody.

Zadanie 3.12. Utworz tablice podstawowych kwantyli rozktadu chi-kwadrat o réznych
stopniach swobody (tzn. kwantyli rzedu 0,005, 0,01, 0,025, 0,05,0,1,0,9,0,95,0,975, 0,99,
0,995).

* Zadanie 3.13. Przeprowadz eksperyment symulacyjny pokazujacy, ze rozklad chi-
kwadrat, wraz ze wzrostem liczby stopni swobody, zbiega do rozktadu normalnego.

Zadanie 3.14. Utworz tablice podstawowych kwantyli (tzn. rzedu 0,9,0,95,0,975,0,99,
0,995) rozktadu ¢-Studenta o réznych stopniach swobody.

Zadanie 3.15. Utworz wykresy gestosci zmiennych losowych o rozktadzie ¢-Studenta z 1,
51 30 stopniami swobody. Poréwnaj otrzymane wykresy z wykresem gestos$ci zmiennej
losowej o rozktadzie normalnym.
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* Zadanie 3.16. W wielu tablicach statystycznych sugeruje sie, ze rozktad t-Studenta juz
od 30 stopni swobody mozna dobrze przybliza¢ rozktadem normalnym standardowym.

Niech ® oznacza dystrybuante rozktadu N(0,1), a F; — dystrybuante rozktadu t!@.
Dla réznych liczb stopni swobody d zbadaj wartosci funkcji btedu:

e(d) = sup [Fy(z) — @(z)],

z€R

ktora mozna aproksymowacé za pomoca wyrazenia

e(d) ~ max |Fy(z) — @(z)],

==X\, —A+9,...,A
gdzie np. A = 5 oraz § = 0,001.

Zadanie 3.17. Utworz wykresy gestosci zmiennych losowych o rozktadzie gamma z pa-
rametrami:

a) I'(1,1),1(0,5,1),1(2,1),T(3,1),
b) T(2,1),T(2,2),1(2,3).

Sformutuj wnioski dotyczace wptywu obu parametrow rozktadu na ksztatt wykresu ge-
stosci.

Zadanie 3.18. Utworz wykresy gestosci zmiennych losowych o rozkladzie beta: B(1,1),
B(2,2),B(5,2) i B(2,5). Sformutuj wnioski dotyczace wptywu obu parametrow rozkladu
na ksztalt wykresu gestosci.

Zadanie 3.19. Utworz wykresy gestosci zmiennych losowych o rozktadzie F-Snedecora:
Fl105] R[10,10] 1(10,20]

Zadanie 3.20. Srednio jedna na dziesie¢ oso6b mijajacych pewien sklep wchodzi do tego
sklepu. Niech X oznacza numer pierwszej osoby, ktora weszta do sklepu, podczas gdy X —1
0s6b, ktore wezesniej mijaty 6w sklep, nie weszto do $rodka. Oblicz prawdopodobienstwa
P(X=1),P(X=2),P(X =3),P(X =4) oraz P(X > 11).

Zadanie 3.21. W partii towaru liczacej 200 sztuk znajduje sie 5 sztuk niespetniajacych
wymagan jakosciowych. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w losowej probie 10 sztuk
pobranych z tej partii nie znajdzie sie ani jedna sztuka wadliwa?

Zadanie 3.22. Crzas poprawnej pracy aparatu telefonicznego ma rozktad wyktadniczy
o intensywnosci awarii 0,0001 [1/h].

a) Oblicz prawdopodobieristwo, 7e aparat ten nie uszkodzi sie w ciagu: 1000, 10000,
30000 godzin pracy.

b) Tle co najmniej godzin powinien przepracowaé bezawaryjnie ten aparat z prawdopo-
dobienstwem 0,97

Zadanie 3.23. 7 dotychczasowych obserwacji wynika, ze liczba klientow przybywajacych
w ciagu godziny do oddziatu banku ma rozktad Poissona o sredniej 4 [klientow /h|.

a) Jaki jest rozktad prawdopodobienstwa czasu miedzy przyjsciem kolejnych klientow?
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b) Jaki jest sredni czas oraz odchylenie standardowe czasu pomiedzy chwilami przyby-
cia kolejnych klientow?

c¢) Jezeli w danej chwili do oddziatu wszedl klient, to jakie jest prawdopodobieristwo,
ze kolejny klient przybedzie do oddzialu w ciggu najblizszych 30 minut?

d) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w ciagu godziny do oddziatu banku nie przyjdzie
ani jeden klient?

Zadanie 3.24. Wygeneruj n = 100 liczb z rozktadu U ([0, 10]). ZnajdZz maksimum i mi-
nimum otrzymanej probki.

Zadanie 3.25. Wygeneruj n = 100 liczb z rozkladu N (3, 3). Ile z nich jest ujemnych?

Zadanie 3.26. Wygeneruj n = 1000 liczb z rozktadu N (1,2). Ile z nich rézni sie od
sredniej o wiecej niz 2 odchylenia standardowe?

Zadanie 3.27. Za pomoca R-a wykonaj n = 20 rzutéw symetryczng moneta. Ile razy
wypadta reszka?

Zadanie 3.28. W urnie jest n = 60 kul, ponumerowanych od 1 do n. Wylosuj (bez
zwracania) m = 30 z nich. Jaki jest najwiekszy i najmniejszy numer wylosowanej kuli?
Powtorz eksperyment losujac ze zwracaniem.

Zadanie 3.29. Za pomoca R-a wykonaj n = 100 rzutéw symetryczna kostka do gry. Ile
razy wypadla ,szostka” lub ,pigtka”?

Zadanie 3.30. Za pomoca R-a wylosuj (ze zwracaniem) n = 1000 kart do gry. Ile otrzy-
malismy asow?

Zadanie 3.31. Rzucamy n = 1000 razy dwiema symetrycznymi monetami. Wygeneruj
odpowiednig probke za pomoca R-a. Ile razy otrzymaliSmy dwa orty?

Zadanie 3.32. Korzystajac z generatora liczb losowych o rozktadzie jednostajnym na
przedziale [0, 1], wygeneruj probke losows z rozktadu wykltadniczego z parametrem \ = 5.
Narysuj histogram dla uzyskanych danych.

Zadanie 3.33. Korzystajac z generatora liczb losowych o rozktadzie jednostajnym na
przedziale [0, 1], wygeneruj probke losowa z rozkladu logistycznego. Narysuj histogram
dla uzyskanych danych.

* Zadanie 3.34. Postugujac sie metoda Monte Carlo, oblicz pole powierzchni obszaru
B = {(x,y) € R?: 22 <y < 1 — 2?}. Poroéwnaj uzyskane w ten sposéb wyniki z doktad-
nymi rezultatami otrzymanymi na drodze analityczne;j.

* Zadanie 3.35. Postugujac sie metoda Monte Carlo, wyznacz aproksymacje liczby .

Zadanie 3.36. Niech X oznacza zmienng losowg o rozktadzie normalnym standardowym.
Oblicz wartosci nastepujacych prawdopodobienstw:

a) P(-1< X <1),
b) P(-2< X <2),
c) P(-3 <X <3).
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Wygeneruj n = 10000 elementowa probe (X, ..., X,) z rozkladu normalnego stan-
dardowego. Porownaj czestosci wystapienia zdarzen: A : X; € (—1,1), B : X; € (—2,2),
C: X; € (-3, 3) z wartosciami odpowiednich prawdopodobienstw wyznaczonych powyze;j.

Zadanie 3.37. Wygeneruj m = 100 probek n = 200 elementowych (Uy,...,U,) 7 roz- Empiryczna
ktadu jednostajnego na przedziale [0, 1]. Utworz histogramy dla zmiennych (Z,. .., Z,,), "C".erréf'kaqa
gdzie

k
U —k/2
Zk — i=1 /
\VKk/12
dla £ = 1,...,m. Naléz na histogram wykres gestosci rozktadu normalnego standar-

dowego. Sformutuj wnioski odnosnie zmiany ksztattu histogramu zmiennej 7, wraz ze
wzrostem k.

* Zadanie 3.38. Niech X oznacza zmienng losowa o rozktadzie dwumianowym Bin(n, p). Empiryczne
Wyznacz tablice prawdopodobienstw P(X < k) dla kilku wybranych wartoéci k. Porow- badanie

jakosci
naj te prawdopodobienistwa z warto$ciami prawdopodobienstw otrzymanymi za pomoca —aproksymacii
aproksymacji

a) rozktadem Poissona,

b) rozktadem normalnym (tw. Moivre'a-Laplace’a),

¢) rozktadem normalnym z korekta ciaglosci.

Poréwnaj rowniez wykres dystrybuanty zmiennej losowej X z wykresami dystrybuant
rozktadow uzytych do aproksymacji X. Sformutuj wnioski dotyczace jakosci aproksy-
macji, biorac pod uwage rozne wartosci parametréow n oraz p np. n = 20,30,50 oraz
p=0,1,0,2,0,3,0,5.

4 Wskazowki i odpowiedzi

Wskazéwka do zadania X ma rozktad geometryczny.
Wskazéwka do zadania B.2TL X ma rozktad hipergeometryczny.
Wskazéwka do zadania X ~ Exp(}), gdzie EX = 1.

Wskazowka do zadania[B.33l  Dystrybuanta rozktadu logistycznego ma postaé: F' (x) =
1/ (14 exp(—x)).

Wskazéwka do zadania B30l Pole kola o promieniu r wynosi 772
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