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1 Wprowadzenie1.1 Wybrane rozkªady prawdopodobie«stwaW programie R dost�pne s¡ funkje zwi¡zane z podstawowymi rozkªadami prawdopodo-bie«stwa, tj.Rozkªad Nazwa Parametry Identy�kator
Bin(n, p) dwumianowy (ang. binomial) n ∈ N, p ∈ (0, 1) *binom
Geom(p) geometryzny p ∈ (0, 1) *geom
Hyp(m,n, k) hipergeometryzny m,n, k ∈ N, k ¬ m *hyper
NegBin(n, p) ujemny dwumianowy (ang. ne-gative binomial) n ∈ N, p ∈ (0, 1) *nbinom
Poi(λ) Poissona λ > 0 *pois
B(a, b) beta a > 0, b > 0 *beta
C(l = 0, s = 1) Cauhy'ego l ∈ R, s > 0 *auhy
χ2d hi-kwadrat (ang. hi-square) d ∈ N *hisq
Exp(λ = 1) wykªadnizy (ang. exponential) λ > 0 *exp
F[d1,d2] F-Snedeora d1, d2 ∈ N *f
Γ(a, s) gamma a > 0, s > 0 *gamma
Logis(µ = 0, s = 1) logistyzny µ ∈ R, s > 0 *logis
LogN(µ = 0, σ = 1) logarytmizno-normalny µ ∈ R, σ > 0 *lnorm
N(µ = 0, σ = 1) normalny µ ∈ R, σ > 0 *norm
U([a = 0, b = 1]) jednostajny (ang. uniform) a < b *unif
t[d] t-Studenta d ∈ N *t
Wei(a, s = 1) Weibulla a > 0, s > 0 *weibullNazewnitwo tyh funkji jest ujednolione. By uzyska¢ odpowiedni¡ warto±¢, nale»y za-st¡pi¢ znak * przed identy�katorem rozkªadu odpowiedni¡ liter¡, wg wzoru:Przedrostek Znazenied g�sto±¢ (ang. density) f(x) lub rozkªad praw-dopodobie«stwa P (X = x)p dystrybuanta (ang. distribution funtion)

F (x) = P (X ¬ x)q funkja kwantylowa (ang. quantile funtion)
≃ F−1(p)r generowanie lizb pseudolosowyh (ang. ran-dom deviates generation)UwagaZwró¢my uwag�, »e w przypadku kilku rozkªadów niektóre parametry posiadaj¡, dlawygody, warto±i domy±lne. Zostaªy one przedstawione w kolumnie Rozkªad.1.1.1 DystrybuantaJe±li dla wybranego rozkªadu prawdopodobie«stwa hemy oblizy¢ warto±¢ dystrybuantyw danym punkie x, to wystarzy przed identy�katorem rozkªadu postawi¢ przedrostekp, np.> pnorm(0) # warto±¢ dystrybuanty rozkªadu standardowego normalnego w punkie 0SM-III, s. 2.



[1℄ 0.5Zgodnie z R-ow¡ zasad¡ dziaªania na wektorah, pierwszym argumentem tej funkji mo»eby¢ te» wektor lizb, dla któryh hemy oblizy¢ warto±¢ dystrybuanty:> pnorm((1,2,3)) # a teraz warto±¢ dystrybuanty w punktah 1,2 oraz 3[1℄ 0.8413447 0.9772499 0.9986501Pozostaªe argumenty tej funkji okre±laj¡ parametry rozkªadu, dla którego hemy znale¹¢warto±¢ dystrybuanty, np.> pnorm(0, 2, 1) # warto±¢ dystrybuanty rozkªadu N(2,1) w punkie 0[1℄ 0.02275013Je±li, zamiast warto±i dystrybuanty w danym punkie x, hemy wyznazy¢ warto±¢funkji prze»yia w punkie x (zyli warto±¢ G(x) = 1−F (x) = P (X > x)), to podajemydodatkowy argument: lower.tail=F, np.> pnorm(0, lower.tail=F) # warto±¢ funkji prze»yia rozkªadu N(0,1) w punkie 0[1℄ 0.5Ozywi±ie to samo mogli±my oblizy¢, pisz¡:> 1-pnorm(0)[1℄ 0.51.1.2 G�sto±¢ i prawdopodobie«stwoPrzedrostek d przed identy�katorem rozkªadu prawdopodobie«stwa okre±la funkj� liz¡¡warto±¢ g�sto±i (w przypadku rozkªadów absolutnie i¡gªyh) lub prawdopodobie«stwa(w przypadku rozkªadów dyskretnyh) w danym punkie x (lub w punktah zadanyhprzez elementy wektora wej±iowego), np.> dexp(0) # warto±¢ f(0), gdzie f jest g�sto±i¡ rozkªadu Exp(1)[1℄ 1> dexp((0,0.5,1), 0.5) # warto±i f(0), f(0.5), f(1) dla rozkªadu Exp(0.5)[1℄ 0.5000000 0.3894004 0.3032653> pr <- dbinom(0:8, 8, 0.25); # warto±i Pr(X=i) dla X~Bin(8, 1/4), i=0,1,...,8> round(pr, 3); # wy±wietl zaokr¡glone do 3 miejs po przeinku[1℄ 0.100 0.267 0.311 0.208 0.087 0.023 0.004 0.000 0.000
SM-III, s. 3.



1.1.3 Funkja kwantylowaWarto±i teoretyznyh kwantyli wyznazamy, pisz¡ przed nazw¡ rozkªadu przedrostekq, przy zym pierwszym argumentem tej funkji jest rz¡d kwantyla, np.> qt(0.95, 5) # kwantyl rz�du 0.95 rozkªadu t o 5 stopniah swobody[1℄ 2.015048> qt(0.95, (1,5,10,15)) # ró»ne stopnie swobody[1℄ 6.313752 2.015048 1.812461 1.753050> qt(0.95, Inf) # to jest rozkªad normalny standardowy[1℄ 1.644854> qnorm(0.95)[1℄ 1.644854> qt(0.95, 1) # rozkªad Cauhy'ego standardowy[1℄ 6.313752> qauhy(0.95)[1℄ 6.313752> qt((0.95, 0.975, 0.99, 0.995), 5) # ró»ne rz�dy kwantyla[1℄ 2.015048 2.570582 3.364930 4.032143> qt((0.95, 0.975, 0.99, 0.995), (1,5,10,15)) # a to o?[1℄ 6.313752 2.570582 2.763769 2.946713W przypadku rozkªadów dyskretnyh funkja kwantylowa zmiennej X w punkie qzwraa najmniejsz¡ warto±¢ x ∈ supp(X), dla której P (X ¬ x)  q, gdzie supp(X)oznaza no±nik rozkªadu zmiennej X.> pbinom(0:5, 5, 0.5) # dla porównania[1℄ 0.03125 0.18750 0.50000 0.81250 0.96875 1.00000> qbinom((0.4, 0.5, 0.6), 5, 0.5)[1℄ 2 2 3 SM-III, s. 4.



1.1.4 Generowanie lizb pseudolosowyhGenerowanie lizb pseudolosowyh1 z danego rozkªadu prawdopodobie«stwa uruhamiamy,pisz¡ przed nazw¡ rozkªadu przedrostek r, przy zym pierwszym argumentem tej funkjijest lizba warto±i, które hemy wygenerowa¢, np.> runif(5) # wygenerowanie 5 obserwaji z rozkªadu jednostajnego na [0,1℄[1℄ 0.3364676 0.2858941 0.8558148 0.3210381 0.7831911> runif(10,0,5) # wygenerowanie realizaji 5-elementowej próby z rozkªadu U([0,5℄)[1℄ 1.3949899 1.6287845 4.7443366 0.3689878 3.5892525 2.8202595 2.8934075[8℄ 1.8794554 4.0163759 1.9004927> rpois(20, 4) # wygenerowanie 20 obserwaji z rozkªadu Poi(4)[1℄ 6 2 4 1 6 3 1 4 5 4 4 3 5 6 3 5 8 4 5 61.2 Losowanie bez i ze zwraaniemDo generowania próbek b�d¡yh wynikiem n-krotnego losowania elementów danego zbioru
S mo»na u»y¢ funkji sample() (S jest pierwszym argumentem tej funkji, n� drugim).Domy±lnie otrzymujemy wynik losowania bez zwraania. Gdy hemy losowa¢ ze zwraa-niem, to jako kolejny argument funkji sample() piszemy replae=TRUE.Na przykªad wynik n = 15 rzutów monet¡ mo»na otrzyma¢ nast�puj¡o:> sample (("O","R"), 15, replae=TRUE);[1℄ "R" "R" "R" "R" "R" "R" "R" "O" "O" "O" "R" "O" "R" "O" "R"Parametr n mo»na tak»e pomin¡¢ � poni»szy kod wygeneruje nam losow¡ permutaj�zbioru {1, 2, . . . , 10}.> sample(1:10); # losowanie bez zwraania 10 elementów z 10-elementowego zbioru[1℄ 9 5 8 4 7 1 6 10 2 31Czyli b�d¡yh rezultatem wykonania pewnego i¡gu ±i±le deterministyznyh operaji arytmetyz-nyh. Operaje te daj¡ w wyniku lizby przypominaj¡e lizby losowe z zadanego rozkªadu, tzn. speªniaj¡epewne statystyzne kryteria, któryh speªniania spodziewaliby±my si� po lizbah �prawdziwie� losowyh(np. powstaªyh w wyniku pomiaru �zyznego, rzutu monet¡ itp.). Dla wygody dalej z�sto pomija¢b�dziemy przedrostek �pseudo� i mówi¢ po prostu o lizbah losowyh.
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2 Zadania rozwi¡zaneZadanie 3.1. Utwórz wykresy g�sto±i, dystrybuanty i funkji prze»yia dla zmiennyhlosowyh z rozkªadów normalnyh o parametrah N(0, 1), N(1, 1), N(2, 1).Rozwi¡zanie.Do rysowania wykresów u»yjemy funkji urve(f(x), from=x1, to=x2). Próbkuje onaw wielu punktah x z przedziaªu [x1, x2] warto±i funkji2 f i przedstawia je na rysunku(podobnie jak funkja plot(..., type="l")).G�sto±i rozkªadów normalnyh o ró»nyh parametrah poªo»enia:> urve(dnorm(x), from=-5, to=5, ol=1, main="G�sto±¢ rozkªadu normalnego")> urve(dnorm(x, 1, 1), ol=2, add=T) # dodanie kolejnej krzywej> urve(dnorm(x, 2, 1), ol=4, add=T) # i jeszze jednej> legend("topleft", ("N(0,1)", "N(1,1)", "N(2,1)"), ol=(1,2,4), lty=1);
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W podobny sposób mo»emy sporz¡dzi¢ wykresy dystrybuant rozkªadów normalnyho ró»nyh parametrah poªo»enia:> urve(pnorm(x), from=-5, to=5, ol=1, main="Dystrybuanta rozkªadu normalnego")> urve(pnorm(x, 1, 1), ol=2, add=T)> urve(pnorm(x, 2, 1), ol=4, add=T)> legend("topleft", ("N(0,1)", "N(1,1)", "N(2,1)"), ol=(1,2,4), lty=1);
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Wykresy funkji prze»yia rozkªadów normalnyh o ró»nyh parametrah poªo»enia:2B¡d¹ wyra»enia, w którym pojawia si� x. SM-III, s. 6.



> urve(pnorm(x, lower.tail=F), from=-5, to=5, ol=1,main="Funkja prze»yia rozkªadu normalnego")> urve(pnorm(x, 1, 1, lower.tail=F), ol=2, add=T)> urve(pnorm(x, 2, 1, lower.tail=F), ol=4, add=T)> legend("topright", ("N(0,1)", "N(1,1)", "N(2,1)"), ol=(1,2,4), lty=1);
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⊡Zadanie 3.2. Sprawd¹ tzw. reguª� 3-sigmow¡ dla rozkªadu normalnego. Utwórz gra�zn¡ilustraj� tej reguªy.Rozwi¡zanie.Reguªa trzeh sigm dla X ∼ N(µ, σ) :
P (µ− 3σ ¬ X ¬ µ+ 3σ) ≃ 0,99730. (1)Intuiyjnie, gªosi ona, »e prawie aªa masa prawdopodobie«stwa zmiennej losowej X za-wiera si� w przedziale [µ− 3σ, µ+ 3σ].Oblizmy to prawdopodobie«stwo (zyli np. P (X ∈ [−3, 3]), gdzie X ∼ N(0, 1)) zapomo¡ R-a:> pnorm(3)-pnorm(-3)[1℄ 0.9973002Reguªa 3-sigmowa dla rozkªadu N(µ, σ)mo»e by¢ przykªadowo zilustrowana (np. w pod-r�zniku do rahunku prawdopodobie«stwa) w sposób nast�puj¡y.1. Narysujemy funkj� g�sto±i.2. Pokolorujemy odpowiedni fragment pola pod krzyw¡ (za pomo¡ funkji polygon(),sªu»¡ej do rysowania wielok¡tów).3. Umie±imy odpowiednie etykietki tekstowe (funkje arrows(), text()).Dokonywa¢ b�dziemy oblize« dla rozkªadu standaryzowanego. Zah�amy Czytelnikado samodzielnego przestudiowania stron systemu pomoy dotyz¡yh u»ywanyh funkjigra�znyh. SM-III, s. 7.



x <- seq(-5, 5, by=0.01) # wektor argumentów, dla któryh oblizymy warto±i# g�sto±i rozkªadu N(0,1)y <- dnorm(x)plot(x, y, type="l", main="Reguªa 3-sigmowa", xlab=NA, ylab=NA, axes=F,ylim=(-max(y)*0.2, max(y))) # wykres g�sto±i (p. 1.)De�niujemy wspóªrz�dne punktów, które b�d¡ wierzhoªkami wielok¡ta, który nast�pniewypeªnimy kolorem »óªtym (p. 2.):wx <- (-3, x[x>=-3 & x<=3℄, 3);wy <- ( 0, y[x>=-3 & x<=3℄, 0);polygon(wx, wy, ol="yellow");Dodajemy oznazenie punktu x = µ, rysujemy podpisan¡ strzaªk� wskazuj¡¡ interesuj¡ynas przedziaª na osi poziomej i dodajemy informaj� o warto±i pola pod fragmentemkrzywej (p. 3.):points(0, 0, ph=3) # Oznazenie punktu x=mitext(0, 0, expression(paste(mu)), pos=1)# Generujemy strzaªk� dla przedziaªu:arrows(-3,-max(y)*0.1,3,-max(y)*0.1,angle=60, length=0.1,ode=3,lwd=2)text(0, -max(y)*0.15, # Etykietka pod strzaªk¡expression(paste(mu,"+/- 3",sigma))) # expression() generuje litery grekietext(0, max(y)*0.3, paste(round(100*(pnorm(3)-pnorm(-3)), 2), "%", sep=""))
Reguła 3−sigmowa

µ
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⊡ SM-III, s. 8.



Zadanie 3.3. Wzrost pewnej grupy osób opisany jest rozkªadem normalnym o warto±iozekiwanej 173 m i odhyleniu standardowym 6 m.a) Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e losowo wybrana osoba ma nie wi�ej ni» 179 mwzrostu?b) Jaka jest frakja osób maj¡yh wzrost pomi�dzy 167 i 180 m?) Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e losowo wybrana osoba ma wi�ej ni» 181 mwzrostu?d) Wyznaz warto±¢ wzrostu, której nie przekraza 60% badanej populaji osób.Rozwi¡zanie.Zaªó»my, »e mamy do zynienia ze zmienn¡ losow¡ X ∼ N (173, 6), opisuj¡¡ wzrostlosowo napotkanej osoby z danej grupy. W pierwszym przypadku oblizamy P (X ¬ 179):> pnorm(179, 173, 6);[1℄ 0.8413447Dalej oblizamy P (167 < X ¬ 180):> pnorm(180, 173, 6)-pnorm(167, 173, 6);[1℄ 0.7196722Trzeie pytanie dotyzy P (X > 181):> 1-pnorm(181, 173, 6); # lub równowa»nie:[1℄ 0.09121122> pnorm(181, 173, 6, lower.tail=F);[1℄ 0.09121122W ostatnim zagadnieniu szukamy kwantyla q0.6 rozkªadu N (173, 6):> qnorm(0.6,173,6)[1℄ 174.5201
⊡Zadanie 3.4. Utwórz tabli� warto±i dystrybuanty rozkªadu standardowego normalnego.Rozwi¡zanie.Stworzymy tabli� z warto±iami dystrybuanty Φ (x) rozkªadu N (0, 1) dla x ∈ {0, 0,2, . . . ,
3,8}.> x <- seq(0, 3.8, 0.2);> y <- pnorm(x);> length(x) SM-III, s. 9.



[1℄ 20Nast�pnie przekonwertujemy wektor y na maierz. Mo»na to zrobi¢ w nast�puj¡y sposób:> dim(y)=(5,4)> y [,1℄ [,2℄ [,3℄ [,4℄[1,℄ 0.5000000 0.8413447 0.9772499 0.9986501[2,℄ 0.5792597 0.8849303 0.9860966 0.9993129[3,℄ 0.6554217 0.9192433 0.9918025 0.9996631[4,℄ 0.7257469 0.9452007 0.9953388 0.9998409[5,℄ 0.7881446 0.9640697 0.9974449 0.9999277Zauwa»my, »e w naszej tabliy w pierwszym wierszu mamy warto±i Φ (x) dla x ∈
{0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8}, w drugim � dla x ∈ {1, 1,2, 1,4, 1,8} itd. Je±li hemy mie¢ tabli�do zytania �wierszami� mo»emy zrobi¢ np. tak:> matrix(y, 4, 5, byrow=T)[,1℄ [,2℄ [,3℄ [,4℄ [,5℄[1,℄ 0.5000000 0.5792597 0.6554217 0.7257469 0.7881446[2,℄ 0.8413447 0.8849303 0.9192433 0.9452007 0.9640697[3,℄ 0.9772499 0.9860966 0.9918025 0.9953388 0.9974449[4,℄ 0.9986501 0.9993129 0.9996631 0.9998409 0.9999277Dodatkowo, dobrze b�dzie nada¢ nazwy poszzególnym wierszom i kolumnom naszej ta-bliy:> matrix(y, 4, 5, byrow=T, dimnames=list((0,1,2,3),(0.0,0.2,0.4,0.6,0.8)));0 0.2 0.4 0.6 0.80 0.5000000 0.5792597 0.6554217 0.7257469 0.78814461 0.8413447 0.8849303 0.9192433 0.9452007 0.96406972 0.9772499 0.9860966 0.9918025 0.9953388 0.99744493 0.9986501 0.9993129 0.9996631 0.9998409 0.9999277
⊡Zadanie 3.5. Wygeneruj n-elementow¡ (n = 100) prób� losow¡ z rozkªadu normalnegostandardowego. Utwórz histogram oraz estymator j¡drowy dla tej próby. Naªó» na uzy-skany obraz wykres g�sto±i teoretyznej rozkªadu normalnego.Rozwi¡zanie.Rozwi¡zanie tego zadania jest bardzo proste:> n <- 100;> x <- rnorm(n); # próba losowa z rozkªadu N(0,1)> hist(x, prob=T)> lines(density(x), ol="blue")> urve(dnorm(x), from=-3, to=3, ol="red", add=T)

SM-III, s. 10.



Histogram of x
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Ozywi±ie, kolejna wygenerowana próba b�dzie (z prawdopodobie«stwem 1) skªadaªasi� z innyh obserwaji. Warto wi� przyjrze¢ si� wykresom dla kilku realizaji tego eks-perymentu, wywoªuj¡ powy»szy kod kilkakrotnie.
Histogram of x
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⊡Zadanie 3.6. Sporz¡d¹ wykres funkji masy prawdopodobie«stwa rozkªadów dwumiano-wyh: Bin(10, 0,5),Bin(10, 0,25),Bin(50, 0,25).Rozwi¡zanie.Oblizamy najpierw P (X = k) dla k = 0, 1, . . . , 10 dla X ∼ Bin(10, 0,5):> x <- dbinom(0:10, 10, 0.5)Podobnie zynimy dla pozostaªyh rozkªadów:> y <- dbinom(0:10, 10, 0.5)> z <- dbinom(0:50, 50, 0.25)Rysujemy funkje masy prawdopodobie«stwa tyh rozkªadów jako wykresy sªupkowe.> barplot(x, names.arg=0:10)> barplot(y, names.arg=0:10)> barplot(z, names.arg=0:50)Sporz¡dzenie wynikowyh wykresów i wyi¡gni�ie wniosków pozostawiamy Czytelnikowi.
⊡ SM-III, s. 11.



Zadanie 3.7. Korzystaj¡ z generatora lizb losowyh o rozkªadzie jednostajnym naprzedziale [0, 1], wygeneruj próbk� losow¡ z rozkªadu Pareto z parametrem a = 2.Rozwi¡zanie.Korzystamy tu z nast�puj¡ego faktu. Nieh F oznaza dystrybuant� zmiennej losowej MetodaodwraaniadystrybuantyX. De�niujemy funkj� kwantylow¡ F−1 (lub uogólnion¡ funkj� odwrotn¡):
F−1 (x) = inf {t : F (t)  x} . (2)Wtedy zmienna losowa X ma taki sam rozkªad jak F−1 (U), gdzie U jest zmienn¡ losow¡o rozkªadzie jednostajnym U ([0, 1]). Je±li F jest dystrybuant¡ i¡gª¡, to F (X) ma takisam rozkªad jak U . Zauwa»my przy tym, »e gdy F jest i¡gªa i rosn¡a, to F−1 jest funkj¡odwrotn¡ do F w zwykªym sensie.Powy»szy sposób konstruowania generatorów lizb losowyh z zadanego rozkªadu napodstawie generatora dla rozkªadu U([0, 1]) nazywamy metod¡ odwraania dystrybuanty.Zmienna losowa X o rozkªadzie Pareto z parametrem a ma rozkªad o g�sto±i:

f(x) =
a

xa+1
, (3)dla x > 1. Dystrybuanta ma posta¢:

F (x) = (1− 1/xa) , (4)st¡d
F−1 (x) = (1− x)−1/a , (5)zyli zmienna losowa F−1 (U) = (1− U)−1/a dla a = 2, gdzie U ∼ U ([0, 1]), b�dzie miaªainteresuj¡y nas rozkªad Pareto o dystrybuanie F .Próbk� losow¡ generujemy zatem w sposób nast�puj¡y:> n <- 1000;> u <- runif(n);> x <- u^(-0.5); # rozkªad 1-u jest taki sam jak rozkªad uNarysujmy teraz histogram dla naszej próbki, wykres estymatora j¡drowego g�sto±ioraz g�sto±i teoretyznej:> hist(x, prob=T, main=NA, ylim=(0.0, 1.2), breaks=100);> lines(density(x), ol="blue");> urve(2/x^3, add=T, ol="red", from=1);
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⊡Zadanie 3.8. Posªuguj¡ si� metod¡ Monte Carlo, obliz pole powierzhni obszaru A =
{(x, y) ∈ R

2 : 0 < x < 1; 0 < y < x2}.Porównaj uzyskane w ten sposób wyniki z dokªadnymi rezultatami otrzymanymi nadrodze analityznej.Rozwi¡zanie.Skorzystamy tu z nast�puj¡ego faktu. Nieh X1, Y1, X2, Y2, . . . b�d¡ niezale»nymi zmien- MetodaaªkowaniaMonte Carlonymi losowymi o rozkªadzie jednostajnym U ([0, 1]). Dla funkji borelowskiej f : [0, 1]→
[0, 1] de�niujemy

Zi = 1 (Yi ¬ f(Xi)) , (6)gdzie 1(·) jest funkj¡ indykatorow¡. Wówzas, z monego prawa wielkih lizb (MPWL),mamy z prawdopodobie«stwem równym 1:
lim
n→∞

1

n

n
∑

i=1

Zi =
∫ 1

0
f(x) dx. (7)UwagaUogólnienie tej metody na funkje zde�niowane dla innyh dziedzin i przeiwdziedzin(przedziaªowyh) pozostawiamy jako ¢wizenie dla Czytelnika.Pole obszaru A to

∫

A
dx dy =

∫ 1

0

(

∫ x2

0
dy

)

dx =
∫ 1

0
x2 dx =

1

3
.Wyznazymy zatem pole obszaru A, oblizaj¡ w sposób przybli»ony aªk� ∫ 10 x2 dxpowy»sz¡ metod¡, zwan¡ aªkowaniem Monte Carlo3.Generujemy najpierw próbk� losow¡ (U1, V1, . . . , Un, Vn) z rozkªadu jednostajnego:3Metoda aªkowania Monte Carlo zostaªa zaproponowana przez polskiego matematyka StanisªawaUlama, bior¡ego udziaª w tzw. projekie Manhattan. SM-III, s. 13.



> n <- 10000;> u <- runif(n);> v <- runif(n);Zaznazmy te punkty na obrazku i naªó»my na niego wykres funkji y = x2 dla x ∈ [0, 1].> plot(u, v, xlim=(0,1), ylim=(0,1), ph='.') # punkty oznazamy "kropk¡"> urve(x*x, ol="red", type="l", lwd=3, add=T)
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Zlizmy teraz punkty z naszej próbki, które znalazªy si� pod wykresem funkji y = x2:> z <- (v <= u*u);> sum(z); # przypominamy, TRUE ma warto±¢ 1, FALSE - 0[1℄ 3397Pole interesuj¡ego nas obszaru wynosi wi� w przybli»eniu:> mean(z);[1℄ 0.3397UwagaW programie R dost�pna jest tak»e funkja do aªkowania numeryznego o nazwieintegrate().> integrate(dnorm, -1.96, 1.96)0.9500042 with absolute error < 1.0e-11> pnorm(1.96)-pnorm(-1.96)[1℄ 0.9500042> integrate(dnorm, -Inf, Inf) SM-III, s. 14.



1 with absolute error < 9.4e-05integrate() jako pierwszy argument przyjmuje funkj� do saªkowania. Ch¡ poli-zy¢ aªki wyst�puj¡e w naszym zadaniu, nale»y stworzy¢ wªasn¡ funkj�. Czyni si� tow R wg nast�puj¡ej skªadni: Wªasnefunkje> nazwaFunkji <- funtion(argument1, argument2, (...)){ (...) ró»ne operaje (...)return(wynik);} Spróbujmy wi�:> funkjaA <- funtion(x) { return(x^2); } # stworzenie wªasnej funkji> integrate(funkjaA, 0, 1);0.3333333 with absolute error < 3.7e-15
⊡3 Zadania do rozwi¡zaniaZadanie 3.9. Utwórz wykresy g�sto±i, dystrybuanty i funkji prze»yia dla zmiennyhlosowyh z rozkªadów normalnyh o parametrah N(0, 1), N(0, 0,5), N(0, 2).Zadanie 3.10. Utwórz tabli� podstawowyh kwantyli (tzn. rz�du 0,9, 0,95, 0,975, 0,99,
0,995) rozkªadu standardowego normalnego.Zadanie 3.11. Utwórz wykresy g�sto±i zmiennyh losowyh o rozkªadzie hi-kwadrato 5, 10 oraz 40 stopniah swobody. Przeanalizuj, jak zmienia si� g�sto±¢ rozkªadu χ2 wrazze wzrostem lizby stopni swobody.Zadanie 3.12. Utwórz tabli� podstawowyh kwantyli rozkªadu hi-kwadrat o ró»nyhstopniah swobody (tzn. kwantyli rz�du 0,005, 0,01, 0,025, 0,05, 0,1, 0,9, 0,95, 0,975, 0,99,
0,995).
⋆ Zadanie 3.13. Przeprowad¹ eksperyment symulayjny pokazuj¡y, »e rozkªad hi-kwadrat, wraz ze wzrostem lizby stopni swobody, zbiega do rozkªadu normalnego.Zadanie 3.14. Utwórz tabli� podstawowyh kwantyli (tzn. rz�du 0,9, 0,95, 0,975, 0,99,
0,995) rozkªadu t-Studenta o ró»nyh stopniah swobody.Zadanie 3.15. Utwórz wykresy g�sto±i zmiennyh losowyh o rozkªadzie t-Studenta z 1,5 i 30 stopniami swobody. Porównaj otrzymane wykresy z wykresem g�sto±i zmiennejlosowej o rozkªadzie normalnym.
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⋆ Zadanie 3.16. W wielu tabliah statystyznyh sugeruje si�, »e rozkªad t-Studenta ju»od 30 stopni swobody mo»na dobrze przybli»a¢ rozkªadem normalnym standardowym.Nieh Φ oznaza dystrybuant� rozkªadu N(0, 1), a Fd � dystrybuant� rozkªadu t[d].Dla ró»nyh lizb stopni swobody d zbadaj warto±i funkji bª�du:
e(d) = sup

x∈R

|Fd(x)− Φ(x)|,któr¡ mo»na aproksymowa¢ za pomo¡ wyra»enia
e(d) ≃ max

x=−λ,−λ+δ,...,λ
|Fd(x)− Φ(x)|,gdzie np. λ = 5 oraz δ = 0,001.Zadanie 3.17. Utwórz wykresy g�sto±i zmiennyh losowyh o rozkªadzie gamma z pa-rametrami:a) Γ(1, 1),Γ(0,5, 1),Γ(2, 1),Γ(3, 1),b) Γ(2, 1),Γ(2, 2),Γ(2, 3).Sformuªuj wnioski dotyz¡e wpªywu obu parametrów rozkªadu na ksztaªt wykresu g�-sto±i.Zadanie 3.18. Utwórz wykresy g�sto±i zmiennyh losowyh o rozkªadzie beta: B(1, 1),

B(2, 2), B(5, 2) i B(2, 5). Sformuªuj wnioski dotyz¡e wpªywu obu parametrów rozkªaduna ksztaªt wykresu g�sto±i.Zadanie 3.19. Utwórz wykresy g�sto±i zmiennyh losowyh o rozkªadzie F-Snedeora:
F[10,5],F[10,10],F[10,20].Zadanie 3.20. �rednio jedna na dziesi�¢ osób mijaj¡yh pewien sklep whodzi do tegosklepu. NiehX oznaza numer pierwszej osoby, która weszªa do sklepu, podzas gdyX−1osób, które wze±niej mijaªy ów sklep, nie weszªo do ±rodka. Obliz prawdopodobie«stwa
P (X = 1), P (X = 2), P (X = 3), P (X = 4) oraz P (X > 11).Zadanie 3.21. W partii towaru liz¡ej 200 sztuk znajduje si� 5 sztuk niespeªniaj¡yhwymaga« jako±iowyh. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w losowej próbie 10 sztukpobranyh z tej partii nie znajdzie si� ani jedna sztuka wadliwa?Zadanie 3.22. Czas poprawnej pray aparatu telefoniznego ma rozkªad wykªadnizyo intensywno±i awarii 0,0001 [1/h℄.a) Obliz prawdopodobie«stwo, »e aparat ten nie uszkodzi si� w i¡gu: 1000, 10000,30000 godzin pray.b) Ile o najmniej godzin powinien przepraowa¢ bezawaryjnie ten aparat z prawdopo-dobie«stwem 0,9?Zadanie 3.23. Z dotyhzasowyh obserwaji wynika, »e lizba klientów przybywaj¡yhw i¡gu godziny do oddziaªu banku ma rozkªad Poissona o ±redniej 4 [klientów/h℄.a) Jaki jest rozkªad prawdopodobie«stwa zasu mi�dzy przyj±iem kolejnyh klientów?SM-III, s. 16.



b) Jaki jest ±redni zas oraz odhylenie standardowe zasu pomi�dzy hwilami przyby-ia kolejnyh klientów?) Je»eli w danej hwili do oddziaªu wszedª klient, to jakie jest prawdopodobie«stwo,»e kolejny klient przyb�dzie do oddziaªu w i¡gu najbli»szyh 30 minut?d) Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w i¡gu godziny do oddziaªu banku nie przyjdzieani jeden klient?Zadanie 3.24. Wygeneruj n = 100 lizb z rozkªadu U ([0, 10]). Znajd¹ maksimum i mi-nimum otrzymanej próbki.Zadanie 3.25. Wygeneruj n = 100 lizb z rozkªadu N (3, 3). Ile z nih jest ujemnyh?Zadanie 3.26. Wygeneruj n = 1000 lizb z rozkªadu N (1, 2). Ile z nih ró»ni si� od±redniej o wi�ej ni» 2 odhylenia standardowe?Zadanie 3.27. Za pomo¡ R-a wykonaj n = 20 rzutów symetryzn¡ monet¡. Ile razywypadªa reszka?Zadanie 3.28. W urnie jest n = 60 kul, ponumerowanyh od 1 do n. Wylosuj (bezzwraania) m = 30 z nih. Jaki jest najwi�kszy i najmniejszy numer wylosowanej kuli?Powtórz eksperyment losuj¡ ze zwraaniem.Zadanie 3.29. Za pomo¡ R-a wykonaj n = 100 rzutów symetryzn¡ kostk¡ do gry. Ilerazy wypadªa �szóstka� lub �pi¡tka�?Zadanie 3.30. Za pomo¡ R-a wylosuj (ze zwraaniem) n = 1000 kart do gry. Ile otrzy-mali±my asów?Zadanie 3.31. Rzuamy n = 1000 razy dwiema symetryznymi monetami. Wygenerujodpowiedni¡ próbk� za pomo¡ R-a. Ile razy otrzymali±my dwa orªy?Zadanie 3.32. Korzystaj¡ z generatora lizb losowyh o rozkªadzie jednostajnym naprzedziale [0, 1], wygeneruj próbk� losow¡ z rozkªadu wykªadnizego z parametrem λ = 5.Narysuj histogram dla uzyskanyh danyh.Zadanie 3.33. Korzystaj¡ z generatora lizb losowyh o rozkªadzie jednostajnym naprzedziale [0, 1], wygeneruj próbk� losow¡ z rozkªadu logistyznego. Narysuj histogramdla uzyskanyh danyh.
⋆ Zadanie 3.34. Posªuguj¡ si� metod¡ Monte Carlo, obliz pole powierzhni obszaru
B = {(x, y) ∈ R

2 : x2 < y < 1− x2}. Porównaj uzyskane w ten sposób wyniki z dokªad-nymi rezultatami otrzymanymi na drodze analityznej.
⋆ Zadanie 3.35. Posªuguj¡ si� metod¡ Monte Carlo, wyznaz aproksymaj� lizby π.Zadanie 3.36. NiehX oznaza zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie normalnym standardowym. Empiryznawery�kajareguªy3-sigmowejObliz warto±i nast�puj¡yh prawdopodobie«stw:a) P (−1 < X < 1),b) P (−2 < X < 2),) P (−3 < X < 3). SM-III, s. 17.



Wygeneruj n = 10000 elementow¡ prób� (X1, . . . , Xn) z rozkªadu normalnego stan-dardowego. Porównaj z�sto±i wyst¡pienia zdarze«: A : Xi ∈ (−1, 1), B : Xi ∈ (−2, 2),
C : Xi ∈ (−3, 3) z warto±iami odpowiednih prawdopodobie«stw wyznazonyh powy»ej.Zadanie 3.37. Wygeneruj m = 100 próbek n = 200 elementowyh (U1, . . . , Un) z roz- Empiryznawery�kajaCTGkªadu jednostajnego na przedziale [0, 1]. Utwórz histogramy dla zmiennyh (Z1, . . . , Zm),gdzie

Zk =

∑k
i=1Ui − k/2
√

k/12
,dla k = 1, . . . , m. Naªó» na histogram wykres g�sto±i rozkªadu normalnego standar-dowego. Sformuªuj wnioski odno±nie zmiany ksztaªtu histogramu zmiennej Zk wraz zewzrostem k.

⋆ Zadanie 3.38. NiehX oznaza zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie dwumianowym Bin(n, p). Empiryznebadaniejako±iaproksymajiWyznaz tablie prawdopodobie«stw P (X ¬ k) dla kilku wybranyh warto±i k. Porów-naj te prawdopodobie«stwa z warto±iami prawdopodobie«stw otrzymanymi za pomo¡aproksymajia) rozkªadem Poissona,b) rozkªadem normalnym (tw. Moivre'a-Laplae'a),) rozkªadem normalnym z korekt¡ i¡gªo±i.Porównaj równie» wykres dystrybuanty zmiennej losowej X z wykresami dystrybuantrozkªadów u»ytyh do aproksymaji X. Sformuªuj wnioski dotyz¡e jako±i aproksy-maji, bior¡ pod uwag� ró»ne warto±i parametrów n oraz p np. n = 20, 30, 50 oraz
p = 0,1, 0,2, 0,3, 0,5.4 Wskazówki i odpowiedziWskazówka do zadania 3.20. X ma rozkªad geometryzny.Wskazówka do zadania 3.21. X ma rozkªad hipergeometryzny.Wskazówka do zadania 3.23. X ∼ Exp(λ), gdzie EX = 1

4
.Wskazówka do zadania 3.33. Dystrybuanta rozkªadu logistyznego ma posta¢: F (x) =

1/ (1 + exp(−x)).Wskazówka do zadania 3.35. Pole koªa o promieniu r wynosi πr2.
SM-III, s. 18.
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