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1 Wprowadzenie1.1 Dystrybuanta empiryznaDe�nija 1. Dystrybuant¡ empiryzn¡ z próby (X1, . . . , Xn) nazywamy funkj�
Fn (t;X1, . . . , Xn) =

1

n

n
∑

i=1

1(−∞,t] (Xi) , t ∈ R. (1)Dla ustalonej warto±i próby (x1, . . . , xn) funkja Fn (·; x1, . . . , xn) jest dystrybuant¡shodkow¡, maj¡¡ skoki wielko±i 1/n w punktah x1, . . . , xn. Do narysowania wykresudystrybuanty empiryznej mo»na u»y¢ w programie R funkji edf(). Wektor x, zawiera-j¡y warto±i próbki x1, . . . , xn, podajemy jako argument tej funkji: edf(x).1.2 Przedziaªy ufno±iW pakieie Rmamy do dyspozyji funkje pozwalaj¡e wyznaza¢ przedziaªy ufno±i (ang.on�dene intervals) dla warto±i ozekiwanej w modelu normalnym z nieznanym odhyle-niem standardowym oraz dla wska¹nika struktury (proporji) w modelu dwupunktowym.Nieh (X1, . . . , Xn) b�dzie prób¡ z rozkªadu normalnego N (µ, σ) o nieznanyh para-metrah µ i σ. Do wyznazenia przedziaªu ufno±i dla warto±i ozekwianej µ mo»na u»y¢funkji t.test(). Pierwszym argumentem tej funkji jest wektor zawieraj¡y warto±ipróbki, na podstawie któryh szaujemy µ. Poziom ufno±i (ang. on�dene level) po-dajemy jako drugi argument tej funkji, np. onf.level=0.9 (domy±lnie wybierany jest
0,95).Nieh (X1, . . . , Xn) b�dzie prób¡ z rozkªadu dwupunktowego Bern (p). Do wyznazeniaprzedziaªu ufno±i dla wska¹nika struktury (proporji) pmo»na u»y¢ funkji binom.test()lub prop.test(), przy zym w drugim przypadku dostajemy asymptotyzny przedziaªufno±i. Pierwszym argumentem obu tyh funkji jest lizba jedynek w naszej próbie(odpowiadaj¡a lizbie elementów posiadaj¡yh interesuj¡¡ nas eh�), a drugim �lizno±¢ próby n. Poziom ufno±i podajemy jako kolejny argument, np. onf.level=0.9(domy±lnie wybierany jest 0,95).Inne przedziaªy ufno±i wyznazamy sami, pisz¡ odpowiedni program.2 Zadania rozwi¡zaneZadanie 4.1. Wygeneruj dwie próby losowe z rozkªadu standardowego normalnego: 20i 100 elementow¡. Narysuj dla obu prób dystrybuanty empiryzne i porównaj je z odpo-wiedni¡ dystrybuant¡ teoretyzn¡.Rozwi¡zanie.Generujemy próby losowe: 20 i 100 elementow¡ z rozkªadu N(0, 1).> y20 <- rnorm(20)> y100 <- rnorm(100)Dla ka»dej z próbek rysujemy wykres dystrybuanty rozkªadu N(0, 1) i nakªadamy naniego wykres dystrybuanty empiryznej: SM-IV, s. 2.



> par(mfrow=(2,1))# tworzymy miejse do narysowania 2 wykresów na jednym rysunku> urve(pnorm(x),from=-4,to=4,ol="red",main="n=20"); plot(edf(y20), add=T)> urve(pnorm(x),from=-4,to=4,ol="red",main="n=100"); plot(edf(y100), add=T)
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⊡Zadanie 4.2. Wygeneruj n = 500-elementow¡ prób� (Y1, . . . , Yn) z rozkªadu standardo-wego Cauhy'ego (z parametrem poªo»enia a = 0 i parametrem rozproszenia b = 1).a) Dla ka»dej podpróbki zawieraj¡ej i poz¡tkowyh elementów próbki wyj±iowej,tzn. dla Xi = (Y1, . . . , Yi), gdzie i = 1, . . . , n, obliz ±redni¡ X̄i oraz median�
Medi Nast�pnie przedstaw na wspólnym wykresie zbiory {X̄i : i = 1, . . . , n} oraz
{Medi : i = 1, . . . , n}. Przeanalizuj wpªyw lizno±i próby na zahowanie si� ±redniejoraz mediany z próby. Czy statystyki te wydaj¡ si� by¢ sensownymi estymatoramiparametru poªo»enia a w tym modelu?b) Dla ka»dej podpróbki zawieraj¡ej i = 2, . . . , n poz¡tkowyh elementów próbki wyj-±iowej obliz odhylenie standardowe si oraz odhylenie ¢wiartkowe ri = IQR(Xi)/2(zyli rozst�p mi�dzykwartylowy podzielony przez 2). Nast�pnie przedstaw na wspól-nym wykresie zbiory {si : i = 2, . . . , n} oraz {ri : i = 2, . . . , n}. Przeanalizuj wpªywlizno±i próby na zahowanie si� si oraz ri. Czy statystyki te wydaj¡ si� by¢ sen-sownymi estymatorami parametru rozproszenia b w tym modelu?

SM-IV, s. 3.



Rozwi¡zanie.Porównanie estymatorów parametru poªo»enia a = 0 w rozkªadzie Cauhy'ego C(0, 1).Do rozwi¡zania tego przykªadu koniezne b�dzie u»yie jakiego± mehanizmu, którypozwoli nam na rozpatrzenie dla ró»nyh i próbek Xi i polizenie dla ka»dej z nih odpo-wiednih statystyk.Sposób post�powania powinien by¢ nast�puj¡y. Dla ka»dego i ze zbioru 1, 2, . . . , nhemy polizy¢ ±redni¡ i median� dla i¡gu Xi zªo»onego z elementów (Y1, . . . , Yi). In-formaje te winny by¢ przehowywane jako elementy i¡gów wyj±iowyh X̄i oraz Medi.Do zapisania powy»szego algorytmu u»yjemy p�tli for.UwagaP�tla for w j�zyku R sªu»y do ykliznego wykonywania i¡gu instrukji. Jej skªadnia P�tla forjest nast�puj¡a:for (Zmienna in WektorWartosi){ ... InstrukjeDoWykonania ...}InsktrukjeDoWykonania wykonaj¡ si� length(WektorWartosi) razy, z tym »e w ka»-dej kolejnym powtórzeniu Zmienna b�dzie przyjmowa¢ kolejn¡ warto±¢ z i¡gu Wektor-Wartosi, zyli w porz¡dku: WektorWartosi[1℄, WektorWartosi[2℄, . . .Najpro±iej jest pokaza¢ t� zasad� na przykªadzie:> for (i in 1:5) # dla ka»dego i=1,2,3,4,5{ # wykonaj:print(i); # wypisz i} # konie[1℄ 1[1℄ 2[1℄ 3[1℄ 4[1℄ 5Je»eli jest tylko jedna instrukja do wykonania, mo»na pomin¡¢ nawiasy klamrowe {·}� grupuj¡ one wiele polee«.> for (i in 1:5) print(2^i);[1℄ 2[1℄ 4[1℄ 8[1℄ 16[1℄ 32W wielu (naprawd� wielu!) zastosowaniah u»yie p�tli w j�zyku R jest nieuzasad-nione. Nale»y, gdzie si� da (i gdzie si� potra�), stara¢ si� u»ywa¢ innyh mehanizmów �zastosowanie for jest z�sto niewydajne. Trzeba zatem porzui¢ nawyki z j�zyka C. Np.powy»szy przykªad lepiej jest zaimplementowa¢ tak:> print(2^(1:5)) # tylko dziaªania na wektorah[1℄ 2 4 8 16 32 SM-IV, s. 4.



Dla porównania, spróbujmy wyznazy¢ wektor lizb a1, . . . , an, gdzie ai = (

1 + 1
i

)i(kolejne przybli»enie lizby e) � za pomo¡ zarówno p�tli for, jak i operaji na wektorah.Interesowa¢ nas b�d¡ zasy wykonania tyh operaji: zwraa je funkja system.time().> n <- 1000000;> a1 <- numeri(n); # pusty wektor o rozmiarze n;> system.time( { for (i in 1:n) a1[i℄ <- (1+1/i)^i; } ); # sposób I> system.time( { a2 <- (1+1/(1:n))^(1:n); } ); # sposób IIWyniki pomiarów wynosz¡ na naszym komputerze odpowiednio (kolumna user) [s℄:# sposób I:user system elapsed5.045 0.007 5.081# sposób II:user system elapsed0.232 0.013 0.248Wnioski pozostawiamy Czytelnikowi.Rozwi¡zanie sformuªowanego problemu mo»na wi� przedstawi¢ w sposób nast�puj¡y.> n <- 500;> X <- rauhy(n); # n-elementowa próba ze standaryzowanego rozkªadu Cauhy'ego> mn <- numeri(n); # tu b�dziemy przehowywa¢ ±rednie z podpróbek> md <- numeri(n); # tu b�dziemy przehowywa¢ mediany z podpróbek> for (i in 1:n){ mn[i℄ <- mean(X[1:i℄)md[i℄ <- median(X[1:i℄)}> plot (1:i, mn, type="l", ol="blue", xlab="", ylab="", lty=1);> lines(1:i, md, ol="red", lty=1);> abline(h=0, ol="yellow", lty=2);> # lines((1,i), (0,0), ol="yellow"); # mo»na i tak> legend("bottomleft", ("�rednia_i", "Mediana_i", "a=0"),ol=("blue", "red", "yellow"), lty=(1,1,2));
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Rzez jasna, rozpatrywanie kolejnej próby losowej daje za ka»dym razem w wynikuaªkiem inny wykres. Warto wi� samemu przyjrze¢ si� kilku ró»nym przykªadom.Porównanie estymatorów parametru skali b = 1 w rozkªadzie standaryzowanym Cau-hy'ego.> n <- 500;> X <- rauhy(n);> s <- numeri(n-1);> r <- numeri(n-1);> for (i in 2:n){ s[i-1℄ <- sd(X[1:i℄);r[i-1℄ <- IQR(X[1:i℄)/2;}> plot (2:i, s, type="l", ol="blue", xlab="", ylab="", log="y");> lines(2:i, r, ol="red");> abline(h=1, ol="yellow", lty=2);> legend("right", ("s_i", "r_i", "b=1"),ol=("blue", "red", "yellow"), lty=(1,1,2));
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UwagaZwró¢my uwag� na zastosowanie skali logarytmiznej na osi pionowej powy»szegowykresu.
⊡Zadanie 4.3. Wygeneruj m = 10000 n-elementowyh próbek (n = 20) z rozkªadu jed-nostajnego na odinku jednostkowym. Porównaj empiryznie obi¡»enie i bª¡d ±rednio-kwadratowy estymatora momentów i estymatora najwi�kszej wiarogodno±i parametru θw rozkªadzie jednostajnym U ([0, θ]). SM-IV, s. 6.



Rozwi¡zanie.Nieh X = (X1, . . . , Xn) b�dzie prób¡ z rozkªadu jednostajnego U ([0, θ]). Mo»na pokaza¢,»e estymatory parametru θ maj¡ posta¢:� Estymator otrzymany metod¡ momentów (EMM):
θ̂1 = 2X̄, (2)� Estymator najwi�kszej wiarogodno±i (ENW):
θ̂2 = Xn:n, (3)� Estymator nieobi¡»ony o minimalnej warianji (ENMW):

θ̂3 =
n + 1

n
Xn:n =

n+ 1

n
θ̂2. (4)Obi¡»enia

b
(

θ̂
)

= E

(

θ̂ − θ
)

= E

(

θ̂
)

− θ (5)oraz bª�dy ±redniokwadratowe
MSE

(

θ̂
)

= E

(

θ̂ − θ
)2
= Var

(

θ̂
)

+
[

b
(

θ̂
)]2 (6)tyh estymatorów wynosz¡:

i b
(

θ̂i
)

MSE
(

θ̂i
)

1 0
θ2

3n

2 − θ

n + 1

2θ2

(n + 1) (n+ 2)

3 0
θ2

n (n + 2)Nieh θ = 1. Generujemy 10000 20-elementowyh próbek z rozkªadu U ([0, 1]) i po-równujemy estymatory parametru θ. Wyniki zapiszemy w maierzy o rozmiarze m × 3,w której ka»dy wiersz b�dzie odpowiadaª innemu estymatorowi.> m <- 10000;> n <- 20;> theta <- 1> wyniki <- matrix(nrow=3, nol=m, # tu b�d¡ przehowywane wynikidimnames=list(("emm", "enw", "enmw"))) # nadajemy nazwy wierszom maierzy> for (k in 1:m) # :-({ X <- runif(n, 0, theta); # w ka»dej iteraji p�tli nowa próbkawyniki[1, k℄ <- 2*mean(X);wyniki[2, k℄ <- max(X);wyniki[3, k℄ <- max(X)*(n+1)/n;} SM-IV, s. 7.



Rozwi¡zanie tego problemu za pomo¡ p�tli for nie jest najszz�±liwsze. Zobazmy, »eprzebiega ono wedªug shematu:k razy{ wykonaj eksperyment losowyzapisz wynik}UwagaWydajna implementaja powy»szej metody mo»e by¢ stworzona za pomo¡ funk- Funkjarepliate()ji repliate(). Sªu»y ona do wielokrotnego przeprowadzania pewnego eksperymentulosowego i zapisywania wyników w wektorze b¡d¹ maierzy wyj±iowej. Skªadnia:repliate(IleRazy,{ ... ró»ne operaje, np. losowanie próby, dziaªania arytmetyzne itp. ...wyznaz wynik eksperymentu jako wektor (te»: pojedynza lizba)} Lepiej jest wi� zastosowa¢ konstrukj�:> wyniki <- repliate(m,{ X <- runif(n, 0, theta);(2*mean(X), max(X), max(X)*(n+1)/n); # wynik pojedynzego eksperymentu});> wyniki[,1:5℄ # zobazmy wyniki 5 pierwszyh eksperymentów[,1℄ [,2℄ [,3℄ [,4℄ [,5℄[1,℄ 0.9433351 0.9599519 0.8277112 0.8667324 1.1048221[2,℄ 0.9692459 0.8932497 0.9134830 0.8910931 0.9813953[3,℄ 1.0177082 0.9379122 0.9591571 0.9356477 1.0304651Dzi�ki temu rozwi¡zanie lizy si� nieo szybiej (dla m = 100000, n = 20 otrzymali±myzas 3,5 miast 4,3 s). Ponadto, o hyba wa»niejsze, kod jest bardziej zwi�zªy i zrozumiaªy.Szaujemy obi¡»enia:> mean(wyniki[1, ℄) - theta[1℄ 0.000892507> mean(wyniki[2, ℄) - theta[1℄ -0.0482485> mean(wyniki[3, ℄) - theta[1℄ -0.0006609281Szaujemy bª�dy ±redniokwadratowe:> var(wyniki[1, ℄) + (mean(wyniki[1, ℄) - theta)^2 SM-IV, s. 8.



[1℄ 0.01640478> var(wyniki[2, ℄) + (mean(wyniki[2, ℄) - theta)^2[1℄ 0.004486981> var(wyniki[3, ℄) + (mean(wyniki[3, ℄) - theta)^2[1℄ 0.002380804Teoretyzne warto±i obi¡»e« i bª�dów ±redniokwadratowyh:� Obi¡»enie b (θ̂2):> -theta/(n+1)[1℄ -0.04761905� MSE (θ̂1):> (theta^2)/(3*n)[1℄ 0.01666667� MSE (θ̂2):> 2*(theta^2)/(n+1)/(n+2)[1℄ 0.004329004� MSE (θ̂3):> (theta^2)/n/(n+2)[1℄ 0.002272727
⊡Zadanie 4.4. Wygeneruj m = 50 n-elementowyh próbek (n = 10) z rozkªadu normal-nego N (1, 2). Przedstaw na jednym wykresie przedziaªy ufno±i dla warto±i ozekiwanej
µ na poziomie ufno±i 0,95. Ile z nih powinno zawiera¢ warto±¢ µ = 1?Rozwi¡zanie.Dla próby: X = (X1, . . . , Xn) z rozkªadu normalnego N (µ, σ), o nieznanyh parametrah
µ, σ, przedziaª ufno±i dla µ na poziomie ufno±i 1− α ma posta¢

(

X̄− t[n−1]1−α/2

s√
n
, X̄+ t

[n−1]
1−α/2

s√
n

)

, (7)gdzie t[n−1]1−α/2 oznaza kwantyl rz�du 1−α/2 rozkªadu t-Studenta z n−1 stopniami swobody.Generujemy m próbek o lizno±i n z rozkªadu normalnego N (1, 2) i tworzymy dlanih wektor mn zawieraj¡y ±rednie X̄ oraz wektor d zawieraj¡y warto±i s/√n:SM-IV, s. 9.



> m <- 50;> n <- 10;> mi <- 1;> sigma <- 2;> wyniki <- repliate(m,{ X <- rnorm(n, mi, sigma);(mean(X), sd(X)/sqrt(n));});> mn <- wyniki[1,℄;> d <- wyniki[2,℄;Teraz konstruujemy przedziaªy ufno±i i zaznazamy je na jednym wykresie:> alfa <- 0.05;> q <- qt(1-alfa/2,n-1);> matplot(rbind(mn-q*d,mn+q*d), rbind(1:m,1:m), type="l", lty=1,ol=("gray20", "gray50")); # wydaj poleenie: ?matplot> abline(v=mi);
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⊡ SM-IV, s. 10.



Zadanie 4.5. Wygenerujm = 10000 próbek n-elementowyh (n = 10) z rozkªadu normal-nego. Nast�pnie zakªadaj¡, i» o próbkah wiemy tylko tyle, »e pohodz¡ one z rozkªadunormalnego o nieznanyh parametrah, wyznaz dla ka»dej próbki przedziaª ufno±i dlawarto±i ozekiwanej na poziomie ufno±i 0,95. Porównaj frakj� pokry¢ przez przedziaªufno±i faktyznej warto±i ozekiwanej z zaªo»onym poziomem ufno±i.Rozwi¡zanie.> m <- 10000;> n <- 10;> alpha <- 0.05;> q <- qt(0.975,9)Generujemy próbki i �sprawdzamy� poziom ufno±i:> ileWpada <- repliate(m,{ X <- rnorm(n);mn <- mean(X);s <- sd(X);(mn-q*s/sqrt(n) < 0) & (mn+q*s/sqrt(n) > 0) # to jest wynik eksperymentu -# albo TRUE (mi wpada do przedziaªu ufno±i) albo FALSE});> ileWpada[1:10℄ # pierwsze 10 wyników[1℄ TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUESprawd¹my frakj� pokry¢ lizby µ = 0 przez wygenerowane przedziaªy ufno±i:> sum(ileWpada)/m[1℄ 0.9516
⊡Zadanie 4.6. �rednia ena 50 losowo wybranyh podr�zników akademikih wyniosªa
28,40 zª. Wiadomo, »e odhylenie standardowe en podr�zników wynosi 4,75 zª. Wyznaz
95% przedziaª ufno±i dla ±redniej eny podr�znika akademikiego zakªadaj¡, »e rozkªaden jest rozkªadem normalnym.Rozwi¡zanie.Dla próby: X = (X1, . . . , Xn) z rozkªadu normalnego N (µ, σ) , o znanym parametrze σ,przedziaª ufno±i dla µ na poziomie ufno±i 1− α ma posta¢:

(

X̄− z1−α/2
σ√
n
, X̄+ z1−α/2

σ√
n

)

, (8)gdzie z1−α/2 oznaza kwantyl rz�du 1− α/2 rozkªadu N (0, 1).W naszym zadaniu: σ = 4.75, n = 50, X̄ = 28,4, 1−α = 0,95. Zatem kra«e szukanegoprzedziaªu ufno±i wynosz¡:> 28.4-qnorm(0.975)*4.75/sqrt(50) SM-IV, s. 11.



[1℄ 27.08339> 28.4+qnorm(0.975)*4.75/sqrt(50)[1℄ 29.71661
⊡Zadanie 4.7. Przeprowadzono 18 niezale»nyh pomiarów temperatury topnienia oªowiui otrzymano nast�puj¡e wyniki (w stopniah Celsjusza):

330.0, 322.0, 345.0, 328.6, 331.0, 342.0,
342.4, 340.4, 329.7, 334.0, 326.5, 325.8,
337.5, 327.3, 322.6, 341.0, 340.0, 333.0.Zakªadamy, »e temperatura topnienia oªowiu ma rozkªad normalny. Wyznaz dwustronnyprzedziaª ufno±i dla warto±i ozekiwanej i odhylenia standardowego temperatury top-nienia oªowiu na poziomie ufno±i 0,95.Rozwi¡zanie.Nasza próba (X1, . . . , Xn) pohodzi z rozkªadu normalnego N (µ, σ) o nieznanyh parame-trah µ i σ, zatem do wyznazenia przedziaªu ufno±i dla warto±i ozekwianej µ mo»nau»y¢ funkji t.test.> x <- (330.0, 322.0, 345.0, 328.6, 331.0, 342.0,342.4, 340.4, 329.7, 334.0, 326.5, 325.8,337.5, 327.3, 322.6, 341.0, 340.0, 333.0);> mean(x);[1℄ 333.2667> t.test(x, onf.level=0.95)$onf.int[1℄ 329.6482 336.8851attr(,"onf.level")[1℄ 0.95UwagaSzzegóªy dotyz¡e funkji t.test poznamy w z�±i dotyz¡ej wery�kaji hipotez.Porównajmy wynik z warto±i¡ wyznazon¡ wg wzoru (7):> mean(x)-qt(0.975, length(x)-1)*sd(x)/sqrt(length(x));[1℄ 329.6482> mean(x)+qt(0.975, length(x)-1)*sd(x)/sqrt(length(x));[1℄ 336.8851 SM-IV, s. 12.



Przedziaª ufno±i dla odhylenia standardowego σ na poziomie ufno±i 1− α lizymyze wzoru:




√

√

√

√

(n− 1) s2
χ21−α/2,n−1

,

√

√

√

√

(n− 1) s2
χ2α/2,n−1



 , (9)Zatem dolny kranie szukanego przedziaªu ufno±i to:> sqrt((length(x)-1)*var(x) / qhisq(0.975, (length(x)-1)))[1℄ 5.460114a górny to:> sqrt((length(x)-1)*var(x) / qhisq(0.025, (length(x)-1)))[1℄ 10.90836
⊡Zadanie 4.8. Wygeneruj m = 10 n = 100-elementowyh próbek z rozkªadu dwupunkto-wego Bern (p). Przedstaw na jednym wykresie przedziaªy ufno±i dla parametru p = 0,5na poziomie ufno±i 0,9. Ile z nih powinno zawiera¢ warto±¢ p = 0,5?Rozwi¡zanie.Dla próby o du»ej lizno±i: (X1, . . . , Xn) z rozkªadu dwupunktowego Bern(p) o nieznanymparametrze p, przedziaª ufno±i dla p na poziomie ufno±i 1− α ma posta¢



p̂− z1−α/2
√

p̂ (1− p̂)
n
, p̂+ z1−α/2

√

p̂ (1− p̂)
n



 , (10)gdzie z1−α/2 oznaza kwantyl rz�du 1− α/2 rozkªadu N(0, 1).Tworzymy wektor pp, zawieraj¡y warto±i p̂ wylizone dla m próbek, oraz wektor d,zawieraj¡y warto±i √ p̂(1−p̂)
n

wylizone dla m próbek z rozkªadu Bern(p) o lizno±iah
n.> m <- 10;> n <- 100;> p <- 0.5;> alfa <- 0.1> z <- qnorm(1-alfa/2)> pp <- rbinom(m, n, p)/n> d <- sqrt(pp*(1-pp)/n)Zaznazamy otrzymane przedziaªy na jednym wykresie:> matplot(rbind(pp-z*d,pp+z*d), rbind(1:m,1:m), type="l", lty=1)> abline(v=p)

SM-IV, s. 13.
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⊡Zadanie 4.9. W sonda»u przeprowadzonym przez magazyn �Time� (�Time�, 22 zerwa1987) 578 spo±ród 1014 dorosªyh respondentów stwierdziªo, »e dla dobra dziei lepiej jest,gdy matka nie prauje poza domem. Wyznaz 95% przedziaª ufno±i dla odsetka dorosªyhpodzielaj¡yh t� opini�.Rozwi¡zanie.Dla próby o du»ej lizno±i: (X1, . . . , Xn) z rozkªadu dwupunktowego Bern(p) o nieznanymparametrze p, przedziaª ufno±i dla p na poziomie ufno±i 1− α ma posta¢:


p̂− z1−α/2
√

p̂ (1− p̂)
n
, p̂+ z1−α/2

√

p̂ (1− p̂)
n



 , (11)gdzie z1−α/2 oznaza kwantyl rz�du 1− α/2 rozkªadu N(0, 1).Zastosujmy powy»szy wzór do stosownyh oblize«:> p <- 578/1014> n <- 1014;> p + (-1,1)*qnorm(0.975)*sqrt(p*(1-p)/n)[1℄ 0.5395479 0.6004915Wyznazmy przedziaª ufno±i dla p, u»ywaj¡ funkji prop.test:> prop.test(578, 1014, onf.level=0.95)$onf.int[1℄ 0.5388446 0.6006578attr(,"onf.level")[1℄ 0.95Wyniki ró»ni¡ si�. Spowodowane jest to stosowaniem przez R-a korekty na i¡gªo±¢. Mo»naj¡ ozywi±ie wyª¡zy¢ z oblize«:> prop.test(578, 1014, onf.level=0.95, orret=F)$onf.int SM-IV, s. 14.



[1℄ 0.5393401 0.6001709attr(,"onf.level")[1℄ 0.95Wygl¡da wi� na to, »e w naszym programie zaimplementowany jest estymator prze-dziaªu ufno±i dla proporji niebazuj¡y na przybli»eniu rozkªadem normalnym wg tzw.entralnego twierdzenia graniznego. Rzezywi±ie, stosowana jest tutaj poprawka zapro-ponowana przez Wilsona (1927). Zainteresowanego Czytelnika odsyªamy do literatury.
⊡Zadanie 4.10. Na 12 oddanyh niezale»nie rzutów kostk¡ otrzymano 3 �szóstki�. Wyznaz95% przedziaª ufno±i dla prawdopodobie«stwa otrzymania �szóstki� w pojedynzym rzu-ie kostk¡.Rozwi¡zanie.Mamy prób� (X1, . . . , Xn) z rozkªadu dwupunktowego Bern (p), o nieznanym parametrze
p i maªej lizno±i. Nie mo»emy wi� skorzysta¢ z przybli»enia tego modelu rozkªademnormalnym. Do wyznazenia przedziaªu ufno±i dla p u»yjemy funkji binom.test:> # prop.test(3, 12, onf.level=0.95)$onf.int # ... ???> binom.test(3, 12, onf.level=0.95)$onf.int[1℄ 0.05486064 0.57185846attr(,"onf.level")[1℄ 0.95
⊡3 Zadania do rozwi¡zaniaZadanie 4.11. Wygeneruj n = 500-elementow¡ prób� (Y1, . . . , Yn) z rozkªadu normalnegostandardowego.a) Dla ka»dej podpróbki zawieraj¡ej i poz¡tkowyh elementów próbki wyj±iowej,tzn. dla Xi = (Y1, . . . , Yi), gdzie i = 1, . . . , n, obliz ±redni¡ X̄i oraz median�

Medi Nast�pnie przedstaw na wspólnym wykresie zbiory {X̄i : i = 1, . . . , n} oraz
{Medi : i = 1, . . . , n}. Przeanalizuj wpªyw lizno±i próby na zahowanie si� ±redniejoraz mediany z próby. Czy statystyki te wydaj¡ si� by¢ sensownymi estymatoramiparametru warto±i ozekiwanej w tym modelu?b) Dla ka»dej podpróbki zawieraj¡ej i = 2, . . . , n poz¡tkowyh elementów próbkiwyj±iowej obliz odhylenie standardowe si oraz di = IQR(Xi)/1,35 (zyli rozst�pmi�dzykwartylowy podzielony przez 1,35). Nast�pnie przedstaw na wspólnym wy-kresie zbiory {si : i = 2, . . . , n} oraz {di : i = 2, . . . , n}. Przeanalizuj wpªyw lizno±ipróby na zahowanie si� si oraz di. Czy statystyki te wydaj¡ si� by¢ sensownymiestymatorami odhylenia standardowego w tym modelu? SM-IV, s. 15.



Zadanie 4.12. Na podstawie danyh zawartyh w pliku samohody.sv oszauj przedzia-ªowo ±rednie zu»yie paliwa i odhylenie standardowe zu»yia paliwa samohów o przy-spieszeniu mniejszym ni» 20 m/s2 (wykorzystaj zmienne mpg i przysp). Zaªó», »e badanaeha ma rozkªad normalny. Przyjmij poziom ufno±i 0,95.Zadanie 4.13. Biolog, badaj¡y pewien gatunek ryb, pobraª losow¡ prób� 15 ryb i zmie-rzyª ih dªugo±¢. Otrzymaª nast�puj¡e wyniki (w mm):
92, 88, 85, 82, 89, 86, 81, 66, 75, 61, 78, 76, 91, 82, 82.Zakªadaj¡, »e rozkªad dªugo±i ryb badanego gatunku jest normalny, oszauj przedzia-ªowo ±redni¡ dªugo±¢ ryb badanego gatunku na poziomie ufno±i 0,95.Zadanie 4.14. Przeprowadzono sonda» opinii publiznej i okazaªo si�, »e 57% spo±ród1000 ankietowanyh Polaków uwa»a, »e Polska skorzystaªa na wej±iu do UE. Wyznaz90% przedziaª ufno±i dla odsetka Polaków podzielaj¡yh ten pogl¡d.

⋆ Zadanie 4.15. Nieh (X1, . . . , Xn) oznaza i¡g obserwaji zasów poprawnego dzia-ªania n urz¡dze« prauj¡yh niezale»nie. Zakªadamy, »e zas poprawnej pray ka»degourz¡dzenia ma rozkªad wykªadnizy z nieznanym parametrem θ. Urz¡dzenia te nie s¡obserwowane w sposób i¡gªy, lez kontrola dokonywana jest w dyskretnyh hwilah
1, 2, . . . , k. St¡d te», de fato, obserwujemy jedynie Y1, . . . , Yn, gdzie

Yj =

{

i gdy i− 1 < Xj ¬ i, dla pewnego i = 1, . . . , k,
k + 1 gdy Xj > k,przy zym j = 1, . . . , n. Nieh Ni = # {j : Yj = i}, i = 1, . . . , k + 1. Wyznaz estymatornajwi�kszej wiarogodno±i parametru θ. Dokonaj oblize« dla przypadku, gdy n = 10,

k = 2 oraz N1 = 5, N2 = 2 i N3 = 3.4 Wskazówki i odpowiedziOdpowied¹ do zadania 4.12. µ ∈ (27,30534, 29,69748), σ ∈ (6,45733, 8,16175).Odpowied¹ do zadania 4.13. µ ∈ (76,08535, 85,78131).Odpowied¹ do zadania 4.14. p ∈ (0,54359, 0,59602).
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