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1 Wprowadzenie

1.1 Dystrybuanta empiryczna
Definicja 1. Dystrybuantq empiryczng z proby (X, ..., X,) nazywamy funkcje

Fn (t,Xl,,Xn) = Zl(_ooﬂ (Xz)a t eR. (].)

Dla ustalonej wartosci proby (xi,...,x,) funkcja F, (-;x1,...,x,) jest dystrybuanta
schodkowa, majaca skoki wielkosci 1/n w punktach zy,...,z,. Do narysowania wykresu
dystrybuanty empirycznej mozna uzy¢ w programie R funkcji ecdf (). Wektor x, zawiera-
jacy wartosci probki xq, ..., x,, podajemy jako argument tej funkcji: ecdf (x).

1.2 Przedzialy ufnosci

W pakiecie R mamy do dyspozycji funkcje pozwalajace wyznaczaé przedziaty ufnosci (ang.
confidence intervals) dla wartosci oczekiwanej w modelu normalnym 7z nieznanym odchyle-
niem standardowym oraz dla wskaznika struktury (proporcji) w modelu dwupunktowym.

Niech (Xj,...,X,) bedzie proba z rozkladu normalnego N (4, o) o nieznanych para-
metrach p i 0. Do wyznaczenia przedziatu ufnosci dla wartosci oczekwianej p mozna uzy¢é
funkcji t.test (). Pierwszym argumentem tej funkcji jest wektor zawierajacy wartosci
probki, na podstawie ktorych szacujemy p. Poziom ufnosci (ang. confidence level) po-
dajemy jako drugi argument tej funkcji, np. conf.level=0.9 (domys$lnie wybierany jest
0,95).

Niech (X1, ..., X,,) bedzie proba z rozktadu dwupunktowego Bern (p). Do wyznaczenia
przedziatu ufnosci dla wskaznika struktury (proporcji) p mozna uzy¢ funkeji binom. test ()
lub prop.test(), przy czym w drugim przypadku dostajemy asymptotyczny przedziat
ufnosci. Pierwszym argumentem obu tych funkcji jest liczba jedynek w naszej probie
(odpowiadajaca liczbie elementow posiadajacych interesujaca nas ceche), a drugim —
liczno$é proby n. Poziom ufnosci podajemy jako kolejny argument, np. conf.level=0.9
(domyslnie wybierany jest 0,95).

Inne przedziaty ufnosci wyznaczamy sami, piszac odpowiedni program.

2 Zadania rozwigzane

Zadanie 4.1. Wygeneruj dwie proby losowe z rozktadu standardowego normalnego: 20
i 100 elementowa. Narysuj dla obu prob dystrybuanty empiryczne i poréwnaj je z odpo-
wiednig dystrybuanta teoretyczng.

Rozwigzanie.
Generujemy proby losowe: 20 i 100 elementowa z rozktadu N(0, 1).

> y20 <- rnorm(20)
> y100 <- rnorm(100)

Dla kazdej z probek rysujemy wykres dystrybuanty rozktadu N(0,1) i nakladamy na
niego wykres dystrybuanty empiryczne;j:
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> par(mfrow=c(2,1))# tworzymy miejsce do narysowania 2 wykreséw na jednym rysunku
> curve(pnorm(x),from=-4,to=4,col="red",main="n=20"); plot(ecdf(y20), add=T)
> curve(pnorm(x) ,from=-4,to=4,col="red",main="n=100"); plot(ecdf(y100), add=T)
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Zadanie 4.2. Wygeneruj n = 500-elementowa probe (Y3,...,Y,,) z rozkladu standardo-
wego Cauchy’ego (z parametrem polozenia a = 0 i parametrem rozproszenia b = 1).

a) Dla kazdej podprobki zawierajacej ¢ poczatkowych elementow probki wyjsciowej,
tzn. dla X; = (Y3,...,Y;), gdzie i = 1,...,n, oblicz srednia X; oraz mediane
Med; Nastepnie przedstaw na wspolnym wykresie zbiory {XZ- i=1,... ,n} oraz
{Med; : i =1,...,n}. Przeanalizuj wptyw licznosci proby na zachowanie sie $redniej
oraz mediany z proby. Czy statystyki te wydaja sie by¢ sensownymi estymatorami
parametru potozenia a w tym modelu?

b) Dla kazdej podprobki zawierajacej i = 2, ..., n poczatkowych elementéw probki wyj-
$ciowej oblicz odchylenie standardowe s; oraz odchylenie ¢wiartkowe r; = IQR(X;)/2
(czyli rozstep miedzykwartylowy podzielony przez 2). Nastepnie przedstaw na wspol-
nym wykresie zbiory {s; : i =2,...,n} oraz {r; : i = 2,...,n}. Przeanalizuj wplyw
licznosci proby na zachowanie sie s; oraz r;. Czy statystyki te wydaja sie by¢ sen-
sownymi estymatorami parametru rozproszenia b w tym modelu?
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Rozwigzanie.
Porownanie estymatorow parametru polozenia a = 0 w rozktadzie Cauchy’ego C(0, 1).

Do rozwigzania tego przyktadu konieczne bedzie uzycie jakiego§ mechanizmu, ktory
pozwoli nam na rozpatrzenie dla réznych ¢ probek X, i policzenie dla kazdej z nich odpo-
wiednich statystyk.

Sposdb postepowania powinien by¢ nastepujacy. Dla kazdego ¢ ze zbioru 1,2,....n
chcemy policzy¢ Srednia i mediane dla ciagu X; zlozonego z elementow (Y7,...,Y;). In-
formacje te winny byé przechowywane jako elementy ciagéw wyjsciowych X; oraz Med,.

Do zapisania powyzszego algorytmu uzyjemy petli for.

Uwaga

Petla for w jezyku R stuzy do cyklicznego wykonywania ciaggu instrukeji. Jej sktadnia
jest nastepujaca:

for (Zmienna in WektorWartosci)
{
. InstrukcjeDollykonania ...

}

InsktrukcjeDoWykonania wykonaja sie length(WektorWartosci) razy, z tym ze w kaz-
dej kolejnym powtoérzeniu Zmienna bedzie przyjmowaé kolejng wartos¢ z ciagu Wektor-
Wartosci, czyli w porzadku: WektorWartosci[1], WektorWartoscil[2], ...

Najproéciej jest pokazac te zasade na przyktladzie:

> for (i in 1:5) # dla kazdego i=1,2,3,4,5
{ # wykonaj:
print(i); # wypisz i
¥ # koniec
[1] 1
[1] 2
[11 3
(11 4
(11 5

Jezeli jest tylko jedna instrukcja do wykonania, mozna pominaé¢ nawiasy klamrowe {-}
— grupuja one wiele polecen.

> for (i in 1:5) print(27i);

[11 2
[1] 4
(1] 8
[1] 16
[1] 32

W wielu (naprawde wielu!) zastosowaniach uzycie petli w jezyku R jest nieuzasad-
nione. Nalezy, gdzie sie da (i gdzie sie potrafi), stara¢ sie uzywac innych mechanizmow —
zastosowanie for jest czesto niewydajne. Trzeba zatem porzuci¢ nawyki z jezyka C. Np.
powyzszy przyktad lepiej jest zaimplementowaé tak:

> print(2~(1:5)) # tylko dzia%tania na wektorach

[11] 2 4 8 16 32
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Dla poréwnania, sprobujmy wyznaczy¢ wektor liczb aq,...,a,, gdzie a; = (1 + %)Z
(kolejne przyblizenie liczby e) — za pomoca zar6wno petli for, jak i operacji na wektorach.
Interesowa¢ nas beda czasy wykonania tych operacji: zwraca je funkcja system.time().

> n <- 1000000;

> al <- numeric(n); # pusty wektor o rozmiarze n;

> system.time( { for (i in 1:n) alf[i] <- (1+1/i)"i; } ); # sposéb I
> system.time( { a2 <- (1+1/(1:n))~(1:n); } ); # sposéb II

Wyniki pomiaréw wynosza na naszym komputerze odpowiednio (kolumna user) [s]:
# sposob I:

user system elapsed

5.045 0.007 5.081
# sposob II:

user system elapsed

0.232 0.013 0.248

Whioski pozostawiamy Czytelnikowi.

Rozwigzanie sformutowanego problemu mozna wiec przedstawi¢ w sposéb nastepujacy.

> n <- 500;

> X <- rcauchy(n); # n-elementowa préba ze standaryzowanego rozkladu Cauchy'ego
> mn <- numeric(n); # tu bedziemy przechowywaé Srednie z podprébek

md <- numeric(n); # tu bedziemy przechowywaé mediany z podprébek

for (i in 1:n)

{

>
>

mn[i] <- mean(X[1:1])
md[i] <- median(X[1:i])
}

> plot (1:i, mn, type='"1l", col="blue'", xlab="", ylab="" 6 1ty=1);

> lines(1:i, md, col="red", lty=1);

> abline (h=0, col="yellow", lty=2);

> # lines(c(1,i), c(0,0), col="yellow"); # mozna i tak

> legend("bottomleft", c("Srednia_i", "Mediana_i", "a=0"),
col=c("blue", '"red", "yellow'"), 1lty=c(1,1,2));
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Rzecz jasna, rozpatrywanie kolejnej proby losowej daje za kazdym razem w wyniku
calkiem inny wykres. Warto wiec samemu przyjrzeé sie kilku r6znym przyktadom.

Poréwnanie estymatorow parametru skali b = 1 w rozkladzie standaryzowanym Cau-
chy’ego.

> n <- 500;
> X <- rcauchy(n);
> s <- numeric(n-1);
> r <- numeric(n-1);
> for (i in 2:n)
{
s[i-1] <- sd(X[1:i]);
r[i-1] <- IQR(X[1:i])/2;
}
> plot (2:i, s, type="1", col="blue", xlab="", ylab="", log="y");
> lines(2:i, r, col="red");
> abline(h=1, col="yellow", 1lty=2);
> legend("right", c("s_i", "r_i", "b=1"),
col=c("blue", '"red", "yellow'"), 1lty=c(1,1,2));
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Uwaga

Zwroémy uwage na zastosowanie skali logarytmicznej na osi pionowej powyzszego
wykresu.

]

Zadanie 4.3. Wygeneruj m = 10000 n-elementowych probek (n = 20) z rozkladu jed-
nostajnego na odcinku jednostkowym. Poréwnaj empirycznie obciagzenie i btad $rednio-
kwadratowy estymatora momentéw i estymatora najwiekszej wiarogodnosci parametru 6
w rozkladzie jednostajnym U (]0, 6]).
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Rozwigzanie.
Niech X = (X3,...,X,) bedzie proba z rozktadu jednostajnego U ([0, §]). Mozna pokazac,
ze estymatory parametru 6 maja postac:

— Estymator otrzymany metoda momentoéw (EMM):

6, = 2X, (2)
— Estymator najwiekszej wiarogodnosci (ENW):

0> = Xpom, (3)

— Estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji (ENMW):

~ 1 1 A
93 - nr Xn:n - n 92- (4)
n n

Obciazenia

oraz btedy sredniokwadratowe
MSE (6) = E (6 - 6)" = Var (8) + [b ()] (6)

tych estymatoréw wynosza:

i b(6:) MSE (6;)

92
1 .
. an
6 26>
n+l (n+1)(n+2)
92
k 0 n(n+ 2)

Niech # = 1. Generujemy 10000 20-elementowych probek z rozktadu U ([0, 1]) i po-
rownujemy estymatory parametru . Wyniki zapiszemy w macierzy o rozmiarze m X 3,
w ktorej kazdy wiersz bedzie odpowiadatl innemu estymatorowi.

> m <- 10000;
> n <- 20;
> theta <- 1

> wyniki <- matrix(nrow=3, ncol=m, # tu bedg przechowywane wyniki
dimnames=1ist (c("emm", "enw", "enmw'"))) # nadajemy nazwy wierszom macierzy

> for (k in 1:m) # :-(
{
X <- runif(n, 0, theta); # w kazdej iteracji petli nowa prébka
wyniki[1, k] <- 2*mean(X);
wyniki[2, k] <- max(X);
wyniki[3, k] <- max(X)*(n+1)/n;
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Rozwiazanie tego problemu za pomoca petli for nie jest najszczesliwsze. Zobaczmy, ze
przebiega ono wedlug schematu:

k razy

{
wykonaj eksperyment losowy
zapisz wynik

}

Uwaga

Wydajna implementacja powyzszej metody moze by¢ stworzona za pomoca funk-
cji replicate(). Stuzy ona do wielokrotnego przeprowadzania pewnego eksperymentu
losowego i zapisywania wynikow w wektorze badz macierzy wyjéciowej. Sktadnia:

replicate(IleRazy,
{
. rézne operacje, np. losowanie proby, dziatania arytmetyczne itp.
wyznacz wynik eksperymentu jako wektor (tez: pojedyncza liczba)

}

Lepiej jest wiec zastosowaé konstrukcje:

> wyniki <- replicate (m,
{
X <- runif(n, 0, theta);
c(2*mean (X), max(X), max(X)*(n+1)/n); # wynik pojedynczego eksperymentu
1

> wyniki[,1:5] # zobaczmy wyniki 5 pierwszych eksperymentéw
[,1] [.2] [,3] [.4] [.5]
[1,] 0.9433351 0.9599519 0.8277112 0.8667324 1.1048221

[2,] 0.9692459 0.8932497 0.9134830 0.8910931 0.9813953
[3,]1 1.0177082 0.9379122 0.9591571 0.9356477 1.0304651

Dzieki temu rozwiazanie liczy sie nieco szybciej (dla m = 100000, n = 20 otrzymali$my
czas 3,5 miast 4,3 s). Ponadto, co chyba wazniejsze, kod jest bardziej zwiezty i zrozumialy.
Szacujemy obcigzenia:

> mean(wyniki[1, ]) - theta

[1] 0.000892507

> mean(wyniki[2, ]) - theta

[1] -0.0482485

> mean(wyniki[3, ]) - theta
[1] -0.0006609281

Szacujemy btedy sredniokwadratowe:

> var(wyniki[1, ]) + (mean(wyniki[1, ]) - theta)~2
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[1] 0.01640478

> var(wyniki[2, 1) + (mean(wyniki[2, ]) - theta)~2

[1] 0.004486981

> var(wyniki[3, 1) + (mean(wyniki[3, ]) - theta)~2

[1] 0.002380804

Teoretyczne wartosci obciazen i bltedow sredniokwadratowych:

Obciazenie b (éQ) :

> -theta/(n+1)
[1] -0.04761905
~ MSE (6y):
> (theta~2)/(3*n)
[1] 0.01666667
~ MSE (6,):
> 2« (theta~2)/(n+1)/(n+2)
[11 0.004329004
- hdSE](ég)Z

> (theta~2)/n/(n+2)
[11 0.002272727

B

Zadanie 4.4. Wygeneruj m = 50 n-elementowych probek (n = 10) z rozkltadu normal-
nego N (1, 2). Przedstaw na jednym wykresie przedzialy ufnosci dla wartosci oczekiwanej
it na poziomie ufnosci 0,95. Ile z nich powinno zawiera¢ wartosé¢ u = 17

Rozwigzanie.
Dla proby: X = (Xy, ..., X,) z rozkladu normalnego N (u, o), o nieznanych parametrach
i, o, przedziatl ufnosci dla 1 na poziomie ufnoéci 1 — o ma postac

S -1 5 -1 S
(X B tlfa/2%7 X+ tlfa/2 ﬁ) ) (7)
gdzie t[f:yl/]2 oznacza kwantyl rzedu 1—a/2 rozktadu ¢-Studenta z n—1 stopniami swobody.

Generujemy m probek o licznosci n z rozktadu normalnego N (1,2) i tworzymy dla
nich wektor mn zawierajacy Srednie X oraz wektor d zawierajacy wartosci s//n:
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m <- 50;

n <- 10;

mi <- 1;

sigma <- 2;

wyniki <- replicate(m,

{
X <- rnorm(n, mi, sigma);
c(mean(X), sd(X)/sqrt(n));

»;

mn <- wyniki[1,];

d <- wyniki[2,];

Teraz konstruujemy przedzialy ufnosci i zaznaczamy je na jednym wykresie:

alfa <- 0.05;

q <- qt(1-alfa/2,n-1);

matplot (rbind (mn-q*d,mn+q*d), rbind(1:m,1:m), type="1", lty=1,
col=c("gray20", "gray50")); # wydaj polecenie: ?7matplot

abline(v=mi);
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Zadanie 4.5. Wygeneruj m = 10000 probek n-elementowych (n = 10) z rozktadu normal-
nego. Nastepnie zaktadajac, iz o probkach wiemy tylko tyle, ze pochodza one z rozkladu
normalnego o nieznanych parametrach, wyznacz dla kazdej probki przedzial ufnosci dla
wartosci oczekiwanej na poziomie ufnosci 0,95. Porownaj frakcje pokryé¢ przez przedziat
ufnosci faktycznej wartosci oczekiwanej z zalozonym poziomem ufnodci.

Rozwigzanie.

> m <- 10000;

>n <- 10;

> alpha <- 0.05;

> q <- gt(0.975,9)

Generujemy probki i ,sprawdzamy” poziom ufnosci:

> ilelWlpada <- replicate(m,

{
X <- rnorm(n);
mn <- mean(X);
s <- sd(X);
(mn-gq*s/sqrt(n) < 0) & (mn+q*s/sqrt(n) > 0) # to jest wynik eksperymentu -
# albo TRUE (mi wpada do przedziatu ufnosci) albo FALSE
1

> ileWpada[1:10] # pierwsze 10 wynikéw

[1] TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE

Sprawdzmy frakcje pokry¢ liczby p = 0 przez wygenerowane przedziaty ufnosci:
> sum(ilelWpada)/m

[1] 0.9516

B

Zadanie 4.6. Srednia cena 50 losowo wybranych podrecznikow akademickich wyniosta
28,40 zt. Wiadomo, ze odchylenie standardowe cen podrecznikoéw wynosi 4,75 zt. Wyznacz
95% przedzial ufnosci dla sredniej ceny podrecznika akademickiego zakladajac, ze rozktad
cen jest rozkladem normalnym.

Rozwigzanie.
Dla proby: X = (X3,...,X,,) z rozkladu normalnego N (i, o), o znanym parametrze o,
przedzial ufnosci dla g na poziomie ufnosci 1 — o ma postac:

_ o - o
<X — Zl—a/Q%a X+ 21-a/2 ﬁ) ; (8)

gdzie z1_q/s oznacza kwantyl rzedu 1 — o/2 rozktadu N (0, 1).
W naszym zadaniu: 0 = 4.75, n = 50, X = 28,4, 1 —a = 0,95. Zatem krance szukanego
przedziatu ufnoéci wynosza:

> 28.4-qnorm(0.975)*4.75/sqrt (50)
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[1] 27.08339

> 28.4+qnorm(0.975)*4.75/sqrt (50)

[1] 29.71661

B

Zadanie 4.7. Przeprowadzono 18 niezaleznych pomiaréw temperatury topnienia otowiu
i otrzymano nastepujace wyniki (w stopniach Celsjusza):

330.0, 322.0, 345.0, 328.6, 331.0, 342.0,
342.4,340.4,329.7,334.0, 326.5, 325.8,
337.5,327.3,322.6, 341.0, 340.0, 333.0.

Zaktadamy, ze temperatura topnienia otowiu ma rozktad normalny. Wyznacz dwustronny
przedzial ufnosci dla wartosci oczekiwanej i odchylenia standardowego temperatury top-
nienia olowiu na poziomie ufnosci 0,95.

Rozwigzanie.

Nasza proba (X7, ..., X,,) pochodzi z rozktadu normalnego N (u, o) o nieznanych parame-
trach p i o, zatem do wyznaczenia przedzialu ufnosci dla wartosci oczekwianej p mozna
uzy¢ funkeji t.test.

> x <- ¢(330.0, 322.0, 345.0, 328.6, 331.0, 342.0,
342.4, 340.4, 329.7, 334.0, 326.5, 325.8,
337.5, 327.3, 322.6, 341.0, 340.0, 333.0);

> mean(x);

[1] 333.2667

> t.test(x, conf.level=0.95)$conf.int
[1] 329.6482 336.8851

attr(,"conf.level")
[1] 0.95

Uwaga

Szczegoly dotyczace funkceji t.test poznamy w czesci dotyczacej weryfikacji hipotez.

Poréwnajmy wynik z warto$cia wyznaczona wg wzoru ([):
> mean(x)-qt(0.975, length(x)-1)*sd(x)/sqrt(length(x));

[1] 329.6482

> mean (x)+qt (0.975, length(x)-1)#*sd(x)/sqrt(length(x));

[1] 336.8851
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Przedzial ufnosci dla odchylenia standardowego ¢ na poziomie ufnosci 1 — « liczymy

ze WZOru:
n—1)s?2 |(n—1)s?
U D) o)
X1-a/2,n—1 Xa/2,n—1

Zatem dolny kraniec szukanego przedziatu ufnodci to:

> sqrt((length(x)-1)*var(x) / qchisq(0.975, (length(x)-1)))

[1] 5.460114

a gorny to:
> sqrt((length(x)-1)*var(x) / qchisq(0.025, (length(x)-1)))

[1] 10.90836

]

Zadanie 4.8. Wygeneruj m = 10 n = 100-elementowych probek z rozktadu dwupunkto-
wego Bern (p). Przedstaw na jednym wykresie przedziaty ufnosci dla parametru p = 0,5
na poziomie ufnosci 0,9. Ile z nich powinno zawiera¢ warto$¢ p = 0,57

Rozwigzanie.
Dla proby o duzej licznosei: (X1, ..., X,,) z rozktadu dwupunktowego Bern(p) o nieznanym
parametrze p, przedzial ufnosci dla p na poziomie ufnosci 1 — o ma postac

) [p(1—p) [p(1—p
(p—Zl—a/z ¥>p+21—a/2 1%), (10)

gdzie z_,/o oznacza kwantyl rzedu 1 — /2 rozktadu N(0, 1).
Tworzymy wektor pp, zawierajacy wartosci p wyliczone dla m probek, oraz wektor d,

zawierajacy wartosci \/’@ wyliczone dla m probek z rozktadu Bern(p) o licznosciach
n.

>m <- 10;
>n <- 100;
>p <-0.5;
> alfa <- 0.1
> z <- qnorm(1-alfa/2)
> pp <- rbinom(m, n, p)/n
> d <- sqrt(pp*(1-pp)/n)

Zaznaczamy otrzymane przedzialy na jednym wykresie:

Vv

matplot (rbind (pp-z*d,pp+z*d), rbind(1:m,1:m), type="1", 1lty=1)
abline(v=p)

Vv
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]

Zadanie 4.9. W sondazu przeprowadzonym przez magazyn , Time” (,Time”, 22 czerwca
1987) 578 sposrod 1014 dorostych respondentow stwierdzito, ze dla dobra dzieci lepiej jest,
gdy matka nie pracuje poza domem. Wyznacz 95% przedzial ufnosci dla odsetka dorostych
podzielajacych te opinie.

Rozwigzanie.
Dla proby o duzej licznosei: (X, ..., X,,) z rozktadu dwupunktowego Bern(p) o nieznanym
parametrze p, przedzial ufnosci dla p na poziomie ufnosci 1 — o ma postac:

R [p(L—p) . [p(1—p
(p—Zla/2 %7]7_'_2104/2 %>7 (11)

gdzie z1_,/2 oznacza kwantyl rzedu 1 — o/2 rozktadu N(0,1).
Zastosujmy powyzszy wzor do stosownych obliczen:

> p <- 578/1014
> n <- 1014;
> p + c(-1,1)*qnorm(0.975) *sqrt (p*(1-p) /n)

[1] 0.5395479 0.6004915

Wyznaczmy przedziat ufnosci dla p, uzywajac funkcji prop.test:

> prop.test (578, 1014, conf.level=0.95)$%conf.int

[1] 0.5388446 0.6006578
attr(,"conf.level")
[1] 0.95

Wyniki réznig sie. Spowodowane jest to stosowaniem przez R-a korekty na ciaggtosé. Mozna
ja oczywiscie wylaczy¢ z obliczen:

> prop.test (578, 1014, conf.level=0.95, correct=F)$conf.int
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[1] 0.5393401 0.6001709
attr(,"conf.level")
[1] 0.95

Wyglada wiec na to, ze w naszym programie zaimplementowany jest estymator prze-
dziatu ufnosci dla proporcji niebazujacy na przyblizeniu rozktadem normalnym wg tzw.
centralnego twierdzenia granicznego. Rzeczywiscie, stosowana jest tutaj poprawka zapro-
ponowana przez Wilsona (1927). Zainteresowanego Czytelnika odsytamy do literatury.

]

Zadanie 4.10. Na 12 oddanych niezaleznie rzutow kostka otrzymano 3 ,sz6stki”. Wyznacz
95% przedzial ufnosci dla prawdopodobiernistwa otrzymania ,szostki” w pojedynczym rzu-
cie kostka.

Rozwigzanie.

Mamy probe (X, ..., X,) z rozktadu dwupunktowego Bern (p), o nieznanym parametrze
p 1 malej licznosci. Nie mozemy wiec skorzysta¢ z przyblizenia tego modelu rozkladem
normalnym. Do wyznaczenia przedziatu ufnosci dla p uzyjemy funkcji binom.test:

> # prop.test(3, 12, conf.level=0.95)$conf.int # ... 7?77
> binom.test (3, 12, conf.level=0.95)$conf.int

[1] 0.05486064 0.57185846
attr(,"conf.level")
[1] 0.95

]

3 Zadania do rozwiazania

Zadanie 4.11. Wygeneruj n = 500-elementowa probe (Y7, ..., Y,) z rozktadu normalnego
standardowego.

a) Dla kazdej podprobki zawierajacej ¢ poczatkowych elementow probki wyjsciowej,
tzn. dla X; = (Y3,...,Y;), gdzie i« = 1,...,n, oblicz $rednia X; oraz mediane
Med; Nastepnie przedstaw na wspolnym wykresie zbiory {Xi e=1,... ,n} oraz
{Med; : i = 1,...,n}. Przeanalizuj wptyw licznosci proby na zachowanie sie $redniej
oraz mediany z proby. Czy statystyki te wydaja sie by¢ sensownymi estymatorami
parametru wartosci oczekiwanej w tym modelu?

b) Dla kazdej podprobki zawierajacej i = 2,...,n poczatkowych elementoéw probki
wyjsciowej oblicz odchylenie standardowe s; oraz d; = IQR(X;)/1,35 (czyli rozstep
miedzykwartylowy podzielony przez 1,35). Nastepnie przedstaw na wspolnym wy-
kresie zbiory {s; : i = 2,...,n} oraz {d; : i = 2,...,n}. Przeanalizuj wplyw licznosci
proby na zachowanie sie s; oraz d;. Czy statystyki te wydaja sie by¢ sensownymi
estymatorami odchylenia standardowego w tym modelu?
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Zadanie 4.12. Na podstawie danych zawartych w pliku samochody . csv oszacuj przedzia-
lowo Srednie zuzycie paliwa i odchylenie standardowe zuzycia paliwa samochoéw o przy-
spieszeniu mniejszym niz 20 m/s* (wykorzystaj zmienne mpg i przysp). Zaloz, ze badana
cecha ma rozktad normalny. Przyjmij poziom ufnosci 0,95.

Zadanie 4.13. Biolog, badajacy pewien gatunek ryb, pobrat losowa probe 15 ryb i zmie-
rzyl ich dtugosé. Otrzymal nastepujace wyniki (w mm):

92, 88, 85,82, 89, 86, 81, 66, 75,61, 78, 76,91, 82, 82.

Zaktadajac, ze rozktad dtugosci ryb badanego gatunku jest normalny, oszacuj przedzia-
towo $rednig dhugosé ryb badanego gatunku na poziomie ufnosci 0,95.

Zadanie 4.14. Przeprowadzono sondaz opinii publicznej i okazalo sie, ze 57% sposrod
1000 ankietowanych Polakow uwaza, ze Polska skorzystala na wejsciu do UE. Wyznacz
90% przedziat ufnosci dla odsetka Polakow podzielajacych ten poglad.

x Zadanie 4.15. Niech (X,...,X,,) oznacza ciag obserwacji czasow poprawnego dzia-
tania n urzadzen pracujacych niezaleznie. Zaktadamy, ze czas poprawnej pracy kazdego
urzadzenia ma rozktad wykladniczy z nieznanym parametrem 6. Urzadzenia te nie sg
obserwowane w sposob ciagly, lecz kontrola dokonywana jest w dyskretnych chwilach
1,2,...,k. Stad tez, de facto, obserwujemy jedynie Yi,...,Y,, gdzie

Y =

{i gdy i—1<X; <14, dlapewnegoi=1,... k,
J

kf+1 gdy Xj>k’,

przy czym j = 1,...,n. Niech N; = #{j : Y; =i}, i = 1,...,k + 1. Wyznacz estymator
najwiekszej wiarogodnosci parametru 6. Dokonaj obliczenn dla przypadku, gdy n = 10,
k:2orazN1:5,N2:2iN3:3.

4 Wskazowki i odpowiedzi

Odpowiedz do zadania T2 1 € (27,30534,29,69748), o € (6,45733,8,16175).
Odpowiedz do zadania ILT3. € (76,08535, 85,78131).

Odpowiedz do zadania T4  p € (0,54359, 0,59602).
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