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1 Wprowadzenie1.1 Testy normalno±iDo wery�kaji hipotezy o normalno±i rozkªadu badanej ehy mo»na u»y¢ w progra-mie R np. funkji shapiro.test(), za pomo¡ której przeprowadzany jest test Shapiro-Wilka. Wektor wej±iowy x, zawieraj¡y warto±i próbki, dla której hemy przepro-wadzi¢ test zgodno±i z rozkªadem normalnym, podajemy jako argument tej funkji:shapiro.test(x). Dopuszzalna lizno±¢ próby wynosi mi�dzy 3 a 5000 elementów. Testten jest narz�dziem z wyboru w wielu zastosowaniah.Inne dost�pne w R testy normalno±i s¡ zamieszzone w pakieie nortest1. S¡ to:test Cramera-von Misesa (vm.test()), test Andersona-Darlinga (ad.test()), test Lil-lieforsa (lillie.test()), test hi-kwadrat Pearsona (pearson.test()), test Shapiro-Franii (sf.test()).Nadto, przydatn¡, pogl¡dow¡ metod¡ jest wykres kwantylowy dla rozkªadu normal-nego (ang. normal Q-Q plot b¡d¹ quantile-quantile plot), zaimplementowany jako funkjaqqnorm().Wi�ej informaji na temat testów zgodno±i poznamy przy okazji omawiania testównieparametryznyh w VI z�±i materiaªów.1.2 Testy parametryzne dla jednej i dwóh próbW R mamy do dyspozyji funkje pozwalaj¡e przeprowadza¢ testy dla warto±i ozeki-wanej (dla jednej i dwóh prób) w modelu normalnym, test równo±i dwóh warianjiw modelu normalnym oraz testy dla wska¹nika struktury (proporji) w modelu dwupunk-towym (dla jednej i dwóh prób).1.2.1 Test dla warto±i ozekiwanej dla jednej próbyNieh (X1, . . . , Xn) b�dzie prób¡ z rozkªadu normalnego N (µ, σ) o nieznanyh parame-trah µ i σ. Do wery�kaji hipotez dotyz¡yh warto±i ozekiwanej µ postai:
H : µ = µ0

K : µ 6= µ0; K ′ : µ < µ0; K ′′ : µ > µ0mo»na u»y¢ funkji t.test(). Pierwszym argumentem tej funkji jest wektor zawiera-j¡y warto±i próbki, na podstawie któryh szaujemy µ. Warto±¢ µ0 podajemy jakodrugi argument pisz¡: mu = µ0, za± posta¢ hipotezy alernatywnej jako trzei, pisz¡:alternative="two.sided" (dla K), "less" (dla K ′) lub "greater" (dla K ′′). Domy±l-nie przeprowadzany jest test dwustronny.Np. dla wektora x zawieraj¡ego warto±i próbki:t.test(x, mu=1) � testujemy hipotez� H : µ = 1 przeiwko K : µ 6= 1.t.test(x, mu=1, alternative="less") � testujemy hipotez� H : µ = 1 przeiwko
K : µ < 1.1Który mo»e nie by¢ automatyznie ªadowany przy starie R-a. Je»eli odpowiednie funkje nie s¡dost�pne, nale»y wykona¢ poleenie: library(nortest);.
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1.2.2 Test dla warto±i ozekiwanej dla dwóh prób niezale»nyh i obserwajiparami zale¹nyhDla dwóh prób niezale»nyh: (X1, . . . , Xn1) z rozkªadu N (µ1, σ1) oraz (Y1, . . . , Yn2) z roz-kªadu N (µ2, σ2) mo»emy za pomo¡ funkji t.test() wery�kowa¢ hipotezy o równo±idwóh warto±i ±rednih:
H : µ1 = µ2

K : µ1 6= µ2; K ′ : µ1 < µ2; K ′′ : µ1 > µ2Jako pierwszy i drugi argument funkji t.test() nale»y poda¢ w tym przypadkuwektory x i y zawieraj¡e warto±i próbek. Jako trzei argument podajemy posta¢ hipotezyalternatywnej (domy±lnie przeprowadzany jest test dwustronny). Jako kolejny argumentfunkji t.test() podajemy informaj�, zy warianje σ2
1
i σ2
2
s¡ sobie równe, zy te» nio tym nie wiadomo. Je±li warianje s¡ równe to piszemy: var.equal=TRUE (domy±lnierówno±¢ warianji nie jest zakªadana).Np. dla wektora x zawieraj¡ego warto±i pierwszej próbki i wektora y zawieraj¡egowarto±i drugiej próbki:t.test(x,y) � testujemy hipotez� H : µ1 = µ2 przeiwko K : µ1 6= µ2, bez zakªadaniarówno±i warianji.t.test(x,y,alternative="less",var.equal=TRUE) � testujemy hipotez� H : µ1 = µ2przeiwko K ′ : µ1 < µ2, przy zaªo¹eniu σ2

1
= σ2

2
.Je±li zamiast prób niezale»nyh (X1, . . . , Xn) z rozkªadu N (µ1, σ1) oraz (Y1, . . . , Yn)z rozkªadu N (µ2, σ2), mamy obserwaje zale»ne w parah, to jako argument funkjit.test() podajemy dodatkowo: paired=TRUE.1.2.3 Test dla warianji dla dwóh prób niezale»nyhDla dwóh prób niezale»nyh: (X1, . . . , Xn1) z rozkªadu N (µ1, σ1) oraz (Y1, . . . , Yn2) z roz-kªadu N (µ2, σ2), hipotez� o równo±i warianji

H : σ2
1
= σ2

2

K : σ2
1
6= σ2

2
; K ′ : σ2

1
< σ2

2
; K ′′ : σ2

1
> σ2

2mo»na zwery�kowa¢ testem F , za pomo¡ funkji var.test(). Jako pierwszy i drugiargument tej funkji podajemy wektory x i y, zawieraj¡e warto±i próbek. Jako trzeiargument podajemy posta¢ hipotezy alternatywnej (domy±lnie przeprowadzany jest testdwustronny).Np. dla wektora x zawieraj¡ego warto±i pierwszej próbki i wektora y zawieraj¡egowarto±i drugiej próbki:var.test(x,y) � testujemy hipotez� H : σ2
1
= σ2

2
przeiwko K : σ2

1
6= σ2

2
.var.test(x,y,alternative="less") � testujemy hipotez� H : σ2

1
= σ2

2
przeiwko K ′ :

σ2
1
< σ2

2
.1.2.4 Test dla wska¹nika struktury (proporji) dla jednej próbyNieh (X1, . . . , Xn) b�dzie prób¡ z rozkªadu dwupunktowego Bern(p). Do wery�kaji hi-potez dotyz¡yh warto±i wska¹nika struktury (proporji) p postai:

H : p = p0

K : p 6= p0; K ′ : p < p0; K ′′ : p > p0 SM-V, s. 3.



mo»na u»y¢ funkji binom.test() lub prop.test(), przy zym w drugim przypadkuprzeprowadzany jest test asymptotyzny.Pierwszym argumentem obu tyh funkji jest lizba jedynek w naszej próbie (odpo-wiadaj¡a lizbie elementów posiadaj¡yh interesuja¡ nas eh�), a drugim � lizno±¢próby n. Warto±¢ p0 podajemy jako trzei argument pisz¡: p = p0, za± posta¢ hipotezyalernatywnej jako zwarty (domy±lnie przeprowadzany jest test dwustronny).Na przykªad:prop.test(4,100,p=0.05) � testujemy hipotez� H : p = 0,05 przeiwko K : p 6= 0,05,dla próby 100 elementowej, w której 4 elementy maj¡ interesuj¡¡ nas eh�.prop.test(4,100,p=0.05,alternative="less") � testujemy hipotez� H : p = 0,05przeiwko K ′ : p < 0,05.1.2.5 Test dla wska¹ników struktury dla dwóh prób niezale»nyhDla dwóh prób niezale»nyh: (X1, . . . , Xn1) z rozkªadu Bern(p1) oraz (Y1, . . . , Yn2) z roz-kªadu Bern(p2), mo»emy za pomo¡ funkji prop.test() wery�kowa¢ hipotezy o równo±idwóh wska¹ników struktury (test asymptotyzny):
H : p1 = p2

K : p1 6= p2; K ′ : p1 < p2; K ′′ : p1 > p2Jako pierwszy argument funkji prop.test() nale¹y poda¢ wektor (k1, k2) a jako drugiwektor (n1, n2), gdzie ni s¡ lizno±iami próbek, a ki � lizbami jedynek w ka¹dej próbe(odpowiadaj¡ymi lizbom elementów posiadaj¡yh interesuja¡ nas eh�), i = 1, 2.Jako trzei argument podajemy posta¢ hipotezy alternatywnej (domy±lnie przeprowa-dzany jest test dwustronny).Na przykªad:prop.test((4,6),(100,120)) � testujemy hipotez� H : p1 = p2 przeiwko K : p1 6=
p2, dla próbek 100 i 120 elementowyh, w któryh jest, odpowiednio, 4 i 6 elementówwyró»nionyh.prop.test((4,6),(100,120),alternative="less") � testujemy hipotez� H : p1 =
p2 przeiwko K ′ : p1 < p2.2 Zadania rozwi¡zaneZadanie 5.1. Wytrzymaªo±¢ na i±nienie wewn�trzne jest wa»n¡ harakterystyk¡ jako-±iow¡ szkªa butelek. Pewna rozlewnia he stosowa¢ butelki, któryh ±rednia wytrzyma-ªo±¢ przewy»sza 1,20 N/mm2. Na podstawie dotyhzasowyh do±wiadze« wiadomo, »erozkªad i±nienia jest normalny z odhyleniem standardowym 0,07 N/mm2. Pobrano prób�losow¡ 20 butelek, które nast�pnie umieszzono w maszynie hydrostatyznej, zwi�kszaj¡i±nienie a» do zniszzenia butelki. Otrzymano nast�puj¡e wyniki (w N/mm2):1.36, 1.14, 1.27, 1.15, 1.20, 1.29, 1.27, 1.18, 1.23, 1.36, 1.38, 1.37, 1.30, 1.21,1.33, 1.28, 1.32, 1.29, 1.33, 1.25.Na poziomie istotno±i 0,04 stwierdzi¢, zy dana partia butelek speªnia postawione wy-magania jako±iowe. SM-V, s. 4.



Rozwi¡zanie.Mamy tutaj do zyniania z prób¡ (X1, . . . , Xn) z rozkªadu normalnego N(µ, σ) o niezna-nym parametrze µ i znanym σ = 0,07.Do wery�kaji hipotezy zerowej H0 : µ = µ0 przeiw alternatywie K : µ > µ0 u»yjemytzw. testu z, poniewa» ma on wi�ksz¡ mo ni» test t. Wyznazymy go r�znie, gdy» niezostaª on zamieszzony w standardowej bibliotee R-a.Test ten jest nast�puj¡ej postai. Odrzuamy hipotez� zerow¡, gdy statystyka testowa
z =
X− µ0
σ

√
n. (1)przyjmie warto±¢ z przedziaªu krytyznego: Wα = [z1−α,+∞), gdzie z1−α jest kwantylemrz�du 1− α rozkªadu normalnego standardowego.W naszym zadaniu: n = 20, α = 0,04, µ0 = 1,2.Wyznazamy warto±¢ statystyki testowej:> x <- (1.36, 1.14, 1.27, 1.15, 1.20, 1.29, 1.27, 1.18, 1.23, 1.36,1.38, 1.37, 1.30, 1.21, 1.33, 1.28, 1.32, 1.29, 1.33, 1.25);> mu0 <- 1.2> sigma <- 0.07> (z <- (mean(x)-mu0)/sigma*sqrt(length(x)))[1℄ 4.823518Teraz warto±¢ odpowiedniego kwantyla wynosi> qnorm(0.96)[1℄ 1.750686Jako »e warto±¢ statystyki testowej z nale»y do przedziaªu krytyznegoW0,04 = [1,75069,+∞),to odrzuamy hipotez� zerow¡. Zatem mo»emy stwierdzi¢, »e wytrzymaªo±¢ na i±nieniebadanyh butelek istotnie (α = 0,04) przewy»sza 1,2 N/mm2.

⊡Zadanie 5.2. Nominalna waga netto kawy sprzedawanej w opakowaniu szklanym winnawynosi¢ 150 g. Wyst�puje jednak»e du»a zmienno±¢ wagi. Istotnie, próba losowa sied-miu sªoizków kawy konkretnej marki sprzedawanej w siei handlowej �uzek wykazaªanast�puj¡e wagi netto (w gramah): 142, 151, 148, 151, 145, 150, 141. Zakªadaj¡ nor-malno±¢ rozkªadu wagi, przetestuj hipotez� gªosz¡¡, »e waga netto tej marki kawy wynosifaktyznie 150 g. Przyjmij poziom istotno±i α = 0,05.Rozwi¡zanie.Mamy prób� (X1, . . . , Xn) z rozkªadu normalnego N(µ, σ) o dwu nieznanyh parametrah
µ oraz σ. Do wery�kaji hipotezy zerowej H : µ = 150 przeiw alternatywie K : µ 6= 150u»yjemy testu t. Jest on w naszym ulubionym programie zaimplementowany jako funkjat.test().> kawa <- (142, 151, 148, 151, 145, 150, 141);> mean(kawa) # zobazmy, jaka jest ±rednia waga kawy w pobranej próbe[1℄ 146.8571 SM-V, s. 5.



> t.test(kawa, mu=150)One Sample t-testdata: kawat = -1.9704, df = 6, p-value = 0.0963alternative hypothesis: true mean is not equal to 15095 perent onfidene interval:142.9542 150.7601sample estimates:mean of x146.8571Warto±¢ statystyki testowej wynosi t = −1,9704. Porównujemy p-value = 0,0963 z »¡-danym poziomem istotno±i testu α = 0,05. Poniewa» p-value > α, to nie odrzuamyhipotezy zerowej. Oznaza to, »e nie mamy podstaw, by powiedzie¢, »e ±rednia wagakawy istotnie (α = 0,05) ró»ni si� od 150 g.Ponadto, przypomnijmy, funkja t.test() zwraa nam m.in. granie (domy±lnie 95%)przedziaªu ufno±i dla ±redniej wagi kawy.
⊡Zadanie 5.3. Wylosowana niezale»nie z partii »arówek 12-elementowa próba daªa na-st�puj¡e wyniki pomiarów zasu ±wieenia (w godzinah): 2852, 3060, 2631, 2819, 2805,2835, 2955, 2595, 2690, 2723, 2815, 2914.a) Wyznaz 97% przedziaª ufno±i dla maksymalnego ±redniego zasu ±wieenia »aró-wek.b) Czy ±redni zas ±wieenia »arówek jest istotnie krótszy od 2900 godzin? Przyjmijpoziom istotno±i α = 0,05.Rozwi¡zanie.Poniewa» w zadaniu nie mamy informaji na temat rozkªadu, z którego pohodzi próba,sprawdzimy najpierw testem Shapiro-Wilka, zy mo»na przyj¡¢ zaªo»enie o jego normal-no±i. W te±ie tym hipotezy s¡ postai: H0 : rozkªad próby jest normalny versus K :rozkªad ten nie jest normalny.> zar <- (2852, 3060, 2631, 2819, 2805, 2835, 2955, 2595, 2690, 2723, 2815, 2914)> shapiro.test(zar)Shapiro-Wilk normality testdata: zarW = 0.9747, p-value = 0.9532Poniewa» W = 0,9747, p-value = 0,9532 > α = 0,05, to mo»emy przyj¡¢, »e nasza próbapohodzi z rozkªadu normalnego N(µ, σ) (o nieznanyh µ i σ), jako »e nie mamy podstawdo odrzuenia hipotezy zerowej na zadanym poziomie istotno±i.Do wyznazenia jednostronnego przedziaªu ufno±i dla µ oraz zwery�kowania hipotezy
H : µ = 2900 przeiw K : µ < 2900 mo»emy teraz u»y¢ funkji t.test(). Gdybyzaªo»enie o normalno±i nie byªo speªnione, powinni±my razej w tym miejsu u»y¢ np.jakiego± testu nieparametryznego. Narz�dzia te poznamy w nast�pnej z�±i materiaªówdydaktyznyh. SM-V, s. 6.



> t.test(zar, onf.level=0.97, mu=2900, alternative="less")One Sample t-testdata: zart = -2.3855, df = 11, p-value = 0.01807alternative hypothesis: true mean is less than 290097 perent onfidene interval:-Inf 2888.819sample estimates:mean of x2807.833UwagaZauwa»my, »e podanie parametru onf.level nie wpªywa na wynik testu. Sªu»yon tylko do okre±lania poziomu ufno±i dla przedziaªu ufno±i. Parametr alternativezarówno determinuje rodzaj przedziaªu, jak i posta¢ hipotezy alternatywnej.97%-przedziaª ufno±i dla maksymalnego ±redniego zasu ±wieenia »arówek wynosi
[0, 2888,819] godzin (zwró¢my uwag�, »e zas nie mo»e by¢ ujemny).Warto±¢ statystyki testowej testu t dla warto±i ozekiwanej wynosi t = −2,3855. Jako»e p-value = 0,0181 < α = 0,05, odrzuamy wi� hipotez� zerow¡ na rzez alternatywnej;±redni zas ±wieenia »arówek jest istotnie krótszy ni» 2900 godzin.
⊡Zadanie 5.4. W stopie metaliznym pewnego typu zastosowano dwa ró»ne pierwiastkiutwardzaj¡e. Wyniki pomiarów twardo±i stopów utwardzanyh obiema metodami wy-gl¡daj¡ nast�puj¡o:Metoda I 145, 150, 153, 148, 141, 152, 146, 154, 139, 148Metoda II 152, 150, 147, 155, 140, 146, 158, 152, 151, 143, 153Przyjmuje si�, »e twardo±¢ ma rozkªad normalny oraz »e odhylenia standardowe dlaobu metod s¡ równe. Czy na podstawie przeprowadzonyh pomiarów mo»na stwierdzi¢, »e±rednia twardo±¢ stopu utwardzanego drug¡ metod¡ przewy»sza ±redni¡ twardo±¢ stopuutwardzanego pierwsz¡ metod¡? Przyjmij poziom istotno±i α = 0,05.Rozwi¡zanie.Mamy tutaj do zynienia z dwoma niezale»nymi próbami: (X1, . . . , Xn1) z rozkªadu N(µ1, σ1)oraz (Y1, . . . , Yn2) z rozkªadu N(µ2, σ2), przy zym wiadomo a priori, »e σ2

1
= σ2

2
.Wery�kujemy H : µ1 = µ2 przeiw K : µ1 < µ2. U»yjemy testu t dla dwóh próbo takih samyh warianjah:> m1 <- (145,150,153,148,141,152,146,154,139,148)> m2 <- (152,150,147,155,140,146,158,152,151,143,153)> t.test(m1, m2, alternative="less", var.equal=T)

SM-V, s. 7.



Two Sample t-testdata: m1 and m2t = -0.9466, df = 19, p-value = 0.1779alternative hypothesis: true differene in means is less than 095 perent onfidene interval:-Inf 1.758418sample estimates:mean of x mean of y147.6000 149.7273Wnioski pozostawiamy Czytelnikowi.Ponadto, sprawd¹my, jakie uzyskaliby±my wyniki, gdyby±my nie wiedzieli o równo±iwarianji.> t.test(m1, m2, alternative="less") # domy±lnie: var.equal=FALSEWelh Two Sample t-testdata: m1 and m2t = -0.9496, df = 18.973, p-value = 0.1771alternative hypothesis: true differene in means is less than 095 perent onfidene interval:-Inf 1.746503sample estimates:mean of x mean of y147.6000 149.7273UwagaJe»eli σ2
1
= σ2

2
, to drugi z zastosowanyh testów ma mniejsz¡ mo (jest bardziejzahowawzy). W przypadku przeiwnym u»yie pierwszego jest nieuzasadnione.

⊡Zadanie 5.5. Spo±ród praowników pewnego przedsi�biorstwa wylosowano niezale»nie15 praowników �zyznyh i 9 praowników umysªowyh. Otrzymano nast�puj¡e danedotyz¡e sta»u pray (w latah):Umysªowi 14, 17, 7, 33, 2, 24, 26, 22, 12Fizyzni 13, 15, 3, 2, 25, 4, 1, 18, 6, 9, 20, 11, 5, 1, 7Wiadomo, »e rozkªad sta»u pray w przedsi�biorstwie jest normalny. Zwery�kuj hipotez�gªosz¡¡, »e ±redni sta» pray praowników �zyznyh jest istotnie krótszy ni» sta» praypraowników umysªowyh. Przyjmij poziom istotno±i α = 0,05.Rozwi¡zanie.Mamy dwie próby niezale»ne: (X1, . . . , Xn1) z rozkªadu N (µ1, σ1) oraz (Y1, . . . , Yn2) z roz-kªadu N (µ2, σ2).Wery�kujemy H : µ1 = µ2 przeiw K : µ1 > µ2. U»yjemy do tego testu t-Studentadla dwóh prób.Najpierw sprawdzamy, zy mo»na przyj¡¢ zaªo»enie o równo±i warianji. Do wery�-kaji hipotezy H : σ2
1
= σ2

2
przeiw K : σ2

1
6= σ2

2
u»yjemy funkji var.test(), przeprowa-dzaj¡ej test F : SM-V, s. 8.



> um <- (14,17,7,33,2,24,26,22,12)> fiz <- (13,15,3,2,25,4,1,18,6,9,20,11,5,1,7)> var.test(um, fiz)F test to ompare two varianesdata: um and fizF = 1.725, num df = 8, denom df = 14, p-value = 0.3557alternative hypothesis: true ratio of varianes is not equal to 195 perent onfidene interval:0.5250833 7.1238787sample estimates:ratio of varianes1.72505Zatem mo»na przyj¡¢, »e σ2
1
= σ2

2
. Teraz test t:> t.test(um, fiz, alternative="greater", var.equal=T)Two Sample t-testdata: um and fizt = 2.2937, df = 22, p-value = 0.01587alternative hypothesis: true differene in means is greater than 095 perent onfidene interval:2.038754 Infsample estimates:mean of x mean of y17.444444 9.333333Wi� ±redni sta» pray praowników �zyznyh jest istotnie krótszy ni» sta» pray pra-owników umysªowyh.

⊡Zadanie 5.6. Grup� 10 dziei poddano pewnemu testowi pami�i. Po pewnym zasie,w którym dziei wykonywaªy w domu ¢wizenia usprawniaj¡e pami�¢, poddano je po-nownie równowa»nemu testowi. Na podstawie wyników zamieszzonyh w tabeli stwierd¹,zy zaproponowane ¢wizenia w istotny sposób usprawniaj¡ pami�¢. Przyjmij poziomistotno±i równy 5%.Dzieko 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Wynik przed 27, 21, 34, 24, 30, 27, 33, 31, 22, 27Wynik po 29, 32, 29, 27, 31, 26, 35, 30, 29, 28Rozwi¡zanie.Tym razem nasze zmienne losowe, odpowiadaj¡e wynikom poszzególnyh dziei przedi po ¢wizeniah, tzn. X1, . . . , X10 oraz Y1, . . . , Y10, s¡ zale»ne parami. Wynik bowiem,dajmy na to, Jasia �przed� nie jest oderwany od jasiowego wyniku �po� � wpªywaj¡ naniego m.in. ró»ne predyspozyje dzieka, jego sposób funkjonowania w szkole itp.Poniewa» nie mamy informaji na temat rozkªadów, z któryh pohodz¡ próby, spraw-dzimy najpierw testem Shapiro-Wilka, zy mo»na przyj¡¢ zaªo»enie o normalno±i danyhz obydwu próbek. SM-V, s. 9.



> przed <- (27,21,34,24,30,27,33,31,22,27)> po <- (29,32,29,27,31,26,35,30,29,28)> shapiro.test(przed)Shapiro-Wilk normality testdata: przedW = 0.9501, p-value = 0.6694> shapiro.test(po)Shapiro-Wilk normality testdata: poW = 0.9498, p-value = 0.666b¡d¹:> shapiro.test(przed-po) # test dla ró»ni w wynikahShapiro-Wilk normality testdata: przed - poW = 0.9355, p-value = 0.504Zatem mo»emy przyj¡¢, »e (X1, . . . , Xn) jest prób¡ z rozkªadu N(µ1, σ1) (test Shapiro-Wilka, W = 0,9501, p-value = 0,669) oraz »e (Y1, . . . , Yn) jest prób¡ z rozkªadu N(µ2, σ2)(test Shapiro-Wilka, W = 0,9498, p-value = 0,666).Do wery�kaji hipotezy zerowej H0 : µ1 = µ2 wzgl�dem K : µ1 < µ2 (badamy, zynast¡piªa poprawa) u»yjemy testu t dla par.> t.test(przed, po, alternative="less", paired=T)Paired t-testdata: przed and pot = -1.4302, df = 9, p-value = 0.09322alternative hypothesis: true differene in means is less than 095 perent onfidene interval:-Inf 0.5634468sample estimates:mean of the differenes-2Tote» nie mamy podstaw by odrzui¢ H0 na poziomie istotno±i α = 0,05. �wizenia niewydaj¡ si� istotnie usprawnia¢ pami�i dziei.UwagaZauwa»my, »e w elu wery�kaji naszej hipotezy mo»emy równie» u»y¢ równowa»negopowy»szemu testu t dla jednej próby:> t.test(przed-po, mu=0, alternative="less");
SM-V, s. 10.



One Sample t-testdata: przed - pot = -1.4302, df = 9, p-value = 0.09322alternative hypothesis: true mean is less than 095 perent onfidene interval:-Inf 0.5634468sample estimates:mean of x-2
⊡Zadanie 5.7. W zasie poprawnej pray maszyny frakja wytwarzanyh przez ni¡ ele-mentów wadliwyh nie powinna przekraza¢ 4%. Je»eli lizba ta b�dzie wi�ksza, wówzasnale»y podj¡¢ zynno±i maj¡e na elu wyregulowanie proesu produkji. Praownikzajmuj¡y si� kontrol¡ jako±i pobraª próbk� losow¡ 200 elementów i znalazª w niej 14elementów wadliwyh. Czy zaistniaªa sytuaja wymaga wyregulowania proesu produkji?Zwery�kowa¢ odpowiedni¡ hipotez� na poziomie istotno±i 0,05.Rozwi¡zanie.Mamy prób� (X1, . . . , Xn) z rozkªadu dwupunktowego Bern(p). Do wery�kaji hipotezy
H0 : p = 0,04 przeiw K > 0,04, mo»emy u»y¢ funkji prop.test() b¡d¹ binom.test().> prop.test (14, 200, p=0.04, alternative="greater")1-sample proportions test with ontinuity orretiondata: 14 out of 200, null probability 0.04X-squared = 3.9388, df = 1, p-value = 0.02359alternative hypothesis: true p is greater than 0.0495 perent onfidene interval:0.04371856 1.00000000sample estimates:p0.07> prop.test (14, 200, p=0.04, alternative="greater", orret=F) # korekta i¡gªo±i1-sample proportions test without ontinuity orretiondata: 14 out of 200, null probability 0.04X-squared = 4.6875, df = 1, p-value = 0.01519alternative hypothesis: true p is greater than 0.0495 perent onfidene interval:0.04570864 1.00000000sample estimates:p0.07> binom.test(14, 200, p=0.04, alternative="greater") # test dokªadny SM-V, s. 11.



Exat binomial testdata: 14 and 200number of suesses = 14, number of trials = 200, p-value = 0.03121alternative hypothesis: true probability of suess is greater than 0.0495 perent onfidene interval:0.04281265 1.00000000sample estimates:probability of suess0.07Wyniki wszystkih testów wskazuj¡, »e nale»y odrzui¢ hipotez� zerow¡ na poziomie istot-no±i 0,05. Zatem proes produkji zostaª najprawdopodobniej rozregulowany.
⊡Zadanie 5.8. 455 spo±ród 700 absolwentów tehników i 517 spo±ród 1320 absolwentówlieów nie zdaªo egzaminu wst�pnego z matematyki na politehnik�. Czy na podstawiepowy»szyh wyników mo»na stwierdzi¢, »e absolweni tehników s¡ sªabiej przygotowanido egzaminu z matematyki ni» absolweni lieów?Rozwi¡zanie.Mamy tutaj dwie próby niezale»ne: (X1, . . . , Xn1) z rozkªadu Bern(p1) oraz (Y1, . . . , Yn2)z rozkªadu Bern(p2). Do wery�kaji hipotezy H0 : p1 = p2 przeiw K : p1 > p2 u»yjemytestu dla dwu proporji zaimplementowanego w funkji prop.test()> prop.test((455,517), (700,1320), alternative="greater")2-sample test for equality of proportions with ontinuity orretiondata: (455, 517) out of (700, 1320)X-squared = 121.2477, df = 1, p-value < 2.2e-16alternative hypothesis: greater95 perent onfidene interval:0.2202584 1.0000000sample estimates:prop 1 prop 20.6500000 0.3916667Wnioski pozostawiamy Czytelnikowi.
⊡3 Zadania do rozwi¡zaniaZadanie 5.9. Biolog, badaj¡y pewien gatunek ryb, pobraª losow¡ prób� 15 ryb i zmierzyªih dªugo±¢. Otrzymaª nast�puj¡e wyniki (w mm):92, 88, 85, 82, 89, 86, 81, 66, 75, 61, 78, 76, 91, 82, 82.Zakªadaj¡, »e rozkªad dªugo±i ryb badanego gatunku jest normalny, zwery�kuj hipotez�,»e ih ±rednia dªugo±¢ przekraza 78 mm. Przyjmij poziom istotno±i α = 0,01.SM-V, s. 12.



Zadanie 5.10. Pewien ksi�gowy przypuszza, »e przei�tne saldo na kontah klientówjego �rmy jest mniejsze ni» 31 tys. e. �eby to sprawdzi¢, pobraª losow¡ prób� kont,otrzymuj¡ nast�puj¡e wyniki dotyz¡e przei�tnego salda (w tys. e):30.0, 30.0, 29.9, 31.3, 32.0, 32.0, 32.1, 30.5, 32.3, 29.5, 27.8, 27.3, 31.1, 30.7,24.5, 28.3, 31.3, 32.7, 33.3, 26.8.Czy prawdziwe jest przypuszzenie ksi�gowego? Zwery�kuj stosown¡ hipotez� na poziomieistotno±i 0,01.Zadanie 5.11. Na podstawie danyh zawartyh w pliku samohody.sv zwery�kuj przy-puszzenie, »e ±rednia mo silnika samohodów wyprodukowanyh w latah 1979�1981wynosi 84 KM (wykorzystaj zmienne mo i rok). Przyjmij poziom istotno±i 0,01.Zadanie 5.12. Oszaowano przeietn¡ dªugo±¢ »yia w wybranyh losowo 18 krajah.Wyniki przedstawia poni»sza tabela:Kraj Dªugo±¢ »yiaArgentyna 70,5Etiopia 51,5Niemy 76Indie 57,5Iran 64,5Wªohy 78,5

Kraj Dªugo±¢ »yiaJaponia 79Kenia 61Meksyk 72Maroko 64,5RPA 64Hiszpania 78,5

Kraj Dªugo±¢ »yiaSudan 53Tajwan 75Tajlandia 68,5Turja 70Ukraina 70,5USA 75,5Czy na podstawie tyh danyh mo»emy twierdzi¢, »e ±rednia dªugo±¢ »yia przekraza62 lata? Przyjmij poziom istotno±i 0,05.Zadanie 5.13. Na podstawie danyh dotyz¡yh parametrów kilku wybranyh mareksamohodów (plik samohody.sv) stwierd¹, zy wyst�puje statystyznie istotna ró»niaw przyspieszeniu samohodów produkowanyh w USA i w Japonii. Przyjmij poziom istot-no±i α = 0,05.Zadanie 5.14. Badano wytrzymaªo±¢ 20 losowo wybranyh wsporników betonowyh,przy zym 10 z nih wykonano metod¡ tradyyjn¡, a pozostaªe niedawno opatentowan¡,now¡ metod¡. Wyniki pomiarów (w MPa) podano w poni»szej tabeli:Metoda tradyyjna 53, 51, 62, 55, 59, 56, 61, 54, 47, 57Nowa metoda 62, 55, 61, 58, 54, 49, 56, 60, 52, 63Czy na podstawie tyh danyh mo»na stwierdzi¢, »e wytrzymaªo±¢ wsporników wykona-nyh now¡ metod¡ przewy»sza istotnie wytrzymaªo±¢ wsporników wykonanyh metod¡tradyyjn¡? Przyjmij poziom istotno±i 0,04.Zadanie 5.15. Badano lizb� reept wypisywanyh w i¡gu 14 losowo wybranyh dniprzez pewnyh dwóh lekarzy. Otrzymano nast�puj¡e wyniki:Lekarz I 19, 21, 15, 17, 24, 12, 19, 14, 20, 18, 23, 21, 17, 12Lekarz II 17, 15, 12, 12, 16, 15, 11, 13, 14, 21, 19, 15, 11, 10Zakªadaj¡, »e badana eha ma rozkªad normalny, zwery�kuj przypuszzenie, »e le-karz I wypisuje ±rednio wi�ej reept ni» lekarz II. Przyjmij poziom istotno±i 0,05.SM-V, s. 13.



Zadanie 5.16. Badano przei�tn¡ dªugo±¢ �lmów produkowanyh przez dwie konkuruj¡eze sob¡ �rmy. W tym elu wylosowano do badania kilka �lmów i otrzymano nast�puj¡edane (w minutah):Dªugo±i �lmów produkji A 102, 86, 98, 109, 92, 102, 95, 120Dªugo±i �lmów produkji B 81, 165, 97, 134, 92, 87, 114, 120, 95, 136, 170Czy mo»na twierdzi¢, »e przei�tna dªugo±¢ �lmów produkji A przewy»sza przei�tn¡dªugo±¢ �lmów produkji B? Zwery�kuj stosown¡ hipotez� na poziomie istotno±i 0,01.Zadanie 5.17. Badano wpªyw nowego leku na zmian� poziomu pewnej substanji wekrwi (w mg/ml). W tym elu zmierzono poziom tej substanji u 8 losowo wybranyhosób, a nast�pnie, po upªywie 30 minut od podania owego leku, powtórzono badanie natej samej grupie osób. Otrzymano nast�puj¡e wyniki:Pajent 1 2 3 4 5 6 7 8Poziom przed 2.76, 5.18, 2.68, 3.05, 4.10, 7.05, 6.60, 4.79Poziom po 7.02, 3.10, 5.44, 3.99, 5.21, 10.26, 13.91, 14.53Czy na podstawie powy»szyh danyh mo»na stwierdzi¢, »e nowy lek powoduje istotnepodwy»szenie poziomu owej substanji we krwi? Przyjmij poziom istotno±i α = 0,05 orazzaªo»enie o normalno±i rozkªadu badanej ehy.Zadanie 5.18. Badano wag� (w kilogramah) losowo wybranyh palazek przed i 5 ty-godni po rzueniu przez nih palenia papierosów. Otrzymano nast�puj¡e wyniki:Palazka 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14Waga przed 67, 65, 62, 62, 66, 65, 61, 63, 64, 71, 69, 65, 61, 60,Waga po 69, 71, 65, 67, 74, 62, 69, 64, 70, 68, 73, 71, 67, 62,Czy na podstawie powy»szyh danyh mo»na stwierdzi¢, »e rzuenie palenia wpªywana wzrost wagi pal¡ej papierosy kobiety? Przyjmij poziom istotno±i α = 0,05.Zadanie 5.19. W±ród praowników naukowyh pewnej uzelni przeprowadzono ankiet�dotyz¡¡ sta»u pray i stanu ywilnego. Otrzymano nast�puj¡e wyniki lizby osób wedlestanu i sta»u (w latah):Sta» pray Panna/kawaler M�»atka/»onaty0�5 6 205�10 8 2010�15 3 6015�20 2 2520�25 1 15Zwery�kuj hipotez�, »e w grupie m�»atek i »onatyh, odsetek osób prauj¡yh naowej uzelni dªu»ej ni» 15 lat wynosi 0,3. Przyjmij poziom istotno±i α = 0,05.Zadanie 5.20. Na podstawie danyh zawartyh w pliku samohody.sv:a) Podaj przedziaª ufno±i dla odsetka samohodów maj¡yh mo wi�ksz¡ ni» 80 KM(wykorzystaj zmienn¡ mo). Przyjmij poziom ufno±i 0,95.b) Zwery�kuj hipotez�, »e ponad 50% samohodów ma mo wi�ksz¡ ni» 80 KM. Przyj-mij poziom istotno±i 0,06.) Rozpatrz te problemy ponownie, tym razem ogranizaj¡ si� do samohodów pro-dukowanyh tylko w Amerye i Japonii (wykorzystaj nadto zmienne produenti legenda). SM-V, s. 14.



4 Wskazówki i odpowiedziWskazówka do zadania 5.10. Tu i dalej, je±li zahodzi potrzeba, zwery�kuj hipotez�o normalno±i rozkªadu danyh.Wskazówka do zadania 5.13. Tu i dalej, je±li zahodzi potrzeba, zwery�kuj hipotez�o równo±i warianji w obydwu próbah.Wskazówka do zadania 5.17. Obserwaje parami zale»ne.Wskazówka do zadania 5.18. Obserwaje parami zale»ne.

SM-V, s. 15.
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