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1 Wprowadzenie1.1 Testy dla medianyDo wery�ka
ji hipotez doty
z¡
y
h mediany w popula
ja
h o rozkªada
h typu 
i¡gªegomo»emy u»y¢ w R funk
ji wil
ox.test(). W przypadku jednej próby za jej pomo
¡przeprowadzany jest test znakowany
h rang Wil
oxona. W przypadku dwó
h prób � testWil
oxona, zwany te» testem Manna-Whitneya-Wil
oxona.1.1.1 Test dla pojedyn
zej próbyWektor x, zawieraj¡
y warto±
i próby, podajemy jako pierwszy agument funk
ji wil-
ox.test. Jako drugi � podajemy hipotety
zn¡ warto±¢ mediany (parametr mu).Dla przykªadu, 
h
emy zwery�kowa¢ hipotez� H : Med = 0 prze
iwko K : Med 6= 0:x <- r
au
hy(100)wil
ox.test(x, mu=0)Je±li próba nie po
hodzi z rozkªadu, który jest symetry
zny, to do wery�ka
ji hipotezdoty
z¡
y
h warto±
i mediany zamiast testu znakowany
h rang u»ywamy testu znaków,samodzielnie pisz¡
 odpowiedni program.1.1.2 Test dla dwó
h próbTest Manna-Whitneya-Wil
oxona sªu»y do wery�ka
ji hipotez o równo±
i median w dwó
hpopula
ja
h. Stosujemy go w przypadku dwó
h prób niezale»ny
h. Wektory x i y, zawiera-j¡
e warto±
i dwó
h prób, podajemy jako pierwszy i drugi agument funk
ji wil
ox.test().Dla ilustra
ji, 
h
emy zwery�kowa¢ hipotez� H : Med1 = Med2 prze
iwko K : Med1 6=
Med2:x <- r
au
hy(100, 0, 1)y <- r
au
hy(100, 1, 1)wil
ox.test(x, y)W ka»dym z powy»szy
h przypadków mo»na okre±li¢, 
zy hipoteza alterantywna maby¢ dwustronna 
zy jednostronna, podaj¡
 jako argument funk
ji wil
ox.test() para-metr alternative="twosided" (warto±¢ domy±lna), "less" lub "greater".1.2 Wykres kwantylowyDo o
eny normalno±
i mo»na wykorzysta¢ wykres kwantylowy, który w R tworzony jestza pomo
¡ funk
ji qqnorm. Na wykresie tym porównujemy kwantyle obli
zone dla próbkiz kwantylami teorety
znymi rozkªadu normalnego. Wektor x, zawieraj¡
y warto±
i próbki,podajemy jako agument tej funk
ji. Za pomo
¡ wywoªania metody qqline(x), mo»na dowykresu kwantylowego dorysowa¢ prost¡ prze
hodz¡
¡ przez kwantyle rozkªadu teore-ty
znego. Je±li nasza próba po
hodzi z rozkªadu normalego, to punkty na wykresie b�d¡ukªada¢ si� wzdªu» tej prostej.Na przykªad:x <- rnorm(100);qqnorm(x)qqline(x, 
ol="red") SM-VI, s. 2.



1.3 Testy zgodno±
i i jednorodno±
iDo wery�ka
ji hipotez o zgodno±
i rozkªadu badanej 
e
hy z interesuj¡
ym nas rozkªadem,mo»na korzysta¢ w R z testu 
hi-kwadrat (funk
ja 
hisq.test()) lub testu Koªmogorowa(funk
ja ks.test()), przy 
zym testu Koªmogorowa u»ywamy w przypadku prób po
ho-dz¡
y
h z popula
ji o rozkªada
h typu 
i¡gªego. Fuk
ja ks.test() sªu»y te» do przeprowa-dzania testu Koªmogorowa-Smirnowa o identy
zno±
i rozkªadów badanej 
e
hy w dwó
hpopula
ja
h o rozkªada
h typu 
i¡gªego. W przypadku k > 2 popula
ji o rozkªada
h typu
i¡gªego u»ywa si� w tym 
elu testu Kruskala-Wallisa (funk
ja kruskal.test()). Do po-równania rozkªadów w wielu popula
ja
h o rozkªada
h dyskretny
h, mo»na u»y
 funk
jiprop.test(), za pomo
¡ której przeprowadzany jest test jednorodno±
i 
hi-kwadrat.1.3.1 Test 
hi-kwadrat PearsonaTest zgodno±
i 
hi-kwadrat przeprowadza si� dla prób pogrupowany
h w szereg rozdziel-
zy. Jako pierwszy argument funk
ji 
hisq.test(), podajemy wektor zawieraj¡
y li
zno-±
i posz
zególny
h klas szeregu. Drugim argumentem tej fuk
ji jest wektor p, zawieraj¡
ywarto±
i hipotety
zny
h prawdopodobie«stw.Np. 
h
emy zbada¢, 
zy moneta nie jest sfaªszowana. Rzu
amy ni¡ 1000 razy i li
zymyile razy wypadª orzeª, a ile razy reszka. Powiedzmy, »e otrzymali±my 512 orªów i 488 reszek.Test zgodno±
i z rozkªadem jednostajnym przeprowadzamy nast�puj¡
o:li
znos
i <- 
(512,488)pstwa <- (1/2, 1/2)
hisq.test(li
znos
i, p=pstwa)1.3.2 Test KoªmogorowaW te±
ie zgodno±
i Koªmogorowa porównuje si� warto±¢ dystrybuanty empiry
znej, zbu-dowanej na podstawie próby, z dystrybuant¡ teorety
zn¡. Jako pierwszy argument funk
jiks.test(), podajemy wektor x, zawieraj¡
y warto±
i próbki. Drugim argumentem jestnazwa funk
ji wyzna
zaj¡
ej dystrybuant� rozkªadu, z którym 
h
emy bada¢ zgodno±¢,np. "punif" � gdy testujemy zgodno±¢ z rozkªadem jednostajnym lub "pnorm" � gdy te-stujemy zgodno±¢ z rozkªadem normalnym. Jako kolejne argumenty podajemy parametryinteresuj¡
ego nas rozkªadu.Np. badamy zgodno±¢ z rozkªadem U([0, 1]):x <- runif(100)ks.test(x, "punif")Zbadajmy teraz zgodno±¢ z rozkªadem normalnym N(0,5, 1):ks.test(x, "pnorm", 0.5, 1)A teraz z wykªadni
zym Exp(2):ks.test(x, "pexp", 2)
SM-VI, s. 3.



1.3.3 Testy normalno±
iDo wery�ka
ji hipotezy o normalno±
i rozkªadu badanej 
e
hy mo»na korzysta¢ z obu wy-mieniony
h wy»ej testów. Jednak istniej¡ testy zaprojektowane spe
jalnie w 
elu badaniazgodno±
i z rozkªadem normalnym. Jak wspomnieli±my w poprzedniej 
z�±
i, w R dost�pnes¡ nast�puj¡
e testy z tej klasy: test Shapiro-Wilka (zale
any; funk
ja shapiro.test()),test Cramera-von Misesa (
vm.test()), test Andersona-Darlinga (ad.test()), test Lil-lieforsa (lillie.test()), test 
hi-kwadrat Pearsona (pearson.test()), test Shapiro-Fran
ii (sf.test()).Wektor x, zawieraj¡
y warto±
i próbki, dla której 
h
emy przeprowadzi¢ test zgodno±
iz rozkªadem normalnym, podajemy jako pierwszy argument wy»ej wymieniony
h funk
ji.1.3.4 Test Koªmogorowa-SmirnowaW te±
ie Koªmogorowa-Smirnowa porównuje si� warto±
i dystrybuant empiry
zny
h, zbu-dowany
h na podstawie obu prób. Jako pierwszy argument funk
ji ks.test() podajemywektor x, zawieraj¡
y warto±
i pierwszej próbki, a jako drugi � wektor y, zawieraj¡
ywarto±
i drugiej próbki.1.3.5 Test Kruskala-WallisaTest Kruskala-Wallisa sªu»y do wery�ka
ji hipotezy o identy
zno±
i rozkªadów badanej
e
hy w k > 2 popula
ja
h. Jako argumenty funk
ji kruskal.test() podajemy kolejnowektory x1, . . . , xk, zawieraj¡
e warto±
i odpowiedni
h prób.Dla ilustra
ji:x <- runif(100)y <- rexp(100)z <- rnorm(100)kruskal.test(x,y,z)1.3.6 Test jednorodno±
i 
hi-kwadratTest jednorodno±
i 
hi-kwadrat sªu»y do wery�ka
ji hipotezy o jednakowym rozkªadziebadanej 
e
hy w wielu popula
ja
h, w przypadku dykretnym. Przeprowadzany jest napodstawie tabli
y 
z�sto±
i pojawie« si� interesuj¡
y
h nas obserwa
ji w kolejny
h pró-ba
h. Jako argumenty fuk
ji prop.test() podajemy kolejno wektory x i y, przy 
zym xzawiera 
z�sto±
i pojawie« si� obserwa
ji w próba
h, a y � li
zno±
i prób.Np. 
h
emy porówna¢ prawdopodobie«stwa wyrzu
enia orªa dla trze
h monet. Przy-pu±¢my, »e na 100 rzutów pierwsz¡ monet¡ orzeª wypadª 56 razy, na 95 rzutów drug¡ �46 razy, a na 120 rzutów trze
i¡ � 64 razy. Mamy wi�
:x <- 
(56,46,64)y <- 
(100,95,120)prop.test(x,y)1.4 Test niezale»no±
iDo wery�ka
ji hipotezy o niezale»no±
i dwó
h 
e
h popula
ji sªu»y np. test niezale»no±
i
hi-kwadrat przeprowadzany na podstawie tabli
y korela
yjnej (ma
ierzy kontyngen
ji).SM-VI, s. 4.



W R dost�pny jest on w funk
ji 
hisq.test(). Jako argument tej funk
ji podajemyodpowiedni¡ ma
ierz kontyngen
ji.Gdy li
zebno±
i w komórka
h ma
ierzy kontyngen
ji nie s¡ wysokie (< 10), mo»nau»y¢ dokªadnego testu Fishera, dost�pnego w funk
ji fisher.test().2 Zadania rozwi¡zaneZadanie 6.1. Porównaj wykresy kwantylowe dla rozkªadu normalnego wygenerowanedla n = 200-elementowy
h próbek z ró»ny
h rozkªadów. Jak zmienia si� ksztaªt wykresuw zale»no±
i od typu rozkªadu?Rozwi¡zanie.Stworzymy wykresy dla nast�puj¡
y
h rozkªadów.a) normalnego N(0, 1),b) Cau
hy'ego C(0, 1),
) jednostajnego U([0, 1]),d) Lapla
e'a La(0, 1),e) Wykªadni
zego Exp(1),f) Ujemnego wykªadni
zego NegExp(1).Rozkªad Lapla
e'a La(a, b), b > 0 dany jest dystrybuant¡
F (x) = 0,5 + 0,5 sgn (x− a)

(

1− exp

(

−
|x− a|

b

))

. (1)�atwo pokaza¢, »e je»eli U ∼ U([−0,5, 0,5]), wtedy a − b sgn(U) ln(1− 2|U |) ∼ La(a, b).Kurtoza zmiennej losowej z rozkªadu Lapla
e'a wynosi 3.Rozkªad NegExp(λ), λ > 0, dany jest dystrybuant¡
F (x) = Ix¬0 (1− exp (λx)) . (2)Wygenerujmy próbki z zadany
h rozkªadów. . .> n <- 200;> a <- rnorm(n);> b <- r
au
hy(n);> 
 <- runif(n);> U <- runif(n, -0.5, 0.5);> d <- -sign(U)*log(1-2*abs(U));> e <- rexp(n, 1);> f <- -rexp(n, 1);. . . i narysujmy stosowne wykresy kwantylowe dla rozkªadu normalnego.

SM-VI, s. 5.



> par(mfrow=
(3,2)); # 3x2 podwykresy> qqnorm(a, main="N(0,1)");> qqline(a);> qqnorm(b, main="C(0,1)");> qqline(b);> qqnorm(
, main="U([0,1℄)");> qqline(
);> qqnorm(d, main="La(0,1)");> qqline(d);> qqnorm(e, main="Exp(1)");> qqline(e);> qqnorm(f, main="NegExp(1)");> qqline(f);Wnioski pozostawiamy Czytelnikowi (zob. rys. 1).
⊡Zadanie 6.2. Utwórz wykresy kwantylowe do porównywania losowy
h prób z rozkªadujednostajnego i rozkªadu wykªadni
zego z kwantylami teorety
znymi odpowiadaj¡
y
h imrozkªadów.Rozwi¡zanie.> u <- runif(100); # losujemy prób�> qu <- qunif(ppoints(100)); # kwantyle teorety
zne> qqplot(qu, u);
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> e <- rexp(100); # losujemy prób�> qe <- qexp(ppoints(100)); # kwantyle teorety
zne℄> qqplot(qe, e);
SM-VI, s. 6.
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Rysunek 1: SM-VI, s. 7.
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⊡Zadanie 6.3. Badania grupy krwi 200 osób daªy nast�puj¡
e wyniki: grup� O miaªy 73osoby, grup� A � 74 osoby, grup� B � 34 osoby, natomiast grup� AB miaªo 19 osób.a) Czy na podstawie ty
h wyników mo»na przyj¡¢ hipotez� o równomiernym rozkªadziewszystki
h grup krwi? Przyjmij poziom istotno±
i α = 0,05.b) Zwery�kuj hipotez�, »e grupa krwi O wyst�puje ±rednio u 36,7% ludzi, grupa A �u 37,1%, B � u 18,6%, natomiast grupa AB wyst�puje u 7,6% ogóªu ludzi. Przyjmijpoziom istotno±
i α = 0,05.Rozwi¡zanie.Sprawd¹my, 
zy mo»na przyj¡¢ hipotez� H0 o równomiernym rozkªadzie badanej 
e
hy.> krew <- 
(73, 74, 34, 19) # wyniki bada«> praw <- rep(0.25, 4) # testowane prawdopodobie«stwa> 
hisq.test(krew, p=praw) # test 
hi-kwadratChi-squared test for given probabilitiesdata: krewX-squared = 46.44, df = 3, p-value = 4.572e-10Zatem na poziomie istotno±
i 0,05 odrzu
amy H0 (test 
hi-kwadrat, χ2 = 46,44, p-value <
0,0001), zatem rozkªad grupy krwi nie jest równomierny.Sprawd¹my zatem zadany rozkªad 
e
h.> praw2 <- 
(0.367, 0.371, 0.186, 0.076)> 
hisq.test(krew, p=praw2)Chi-squared test for given probabilitiesdata: krewX-squared = 1.228, df = 3, p-value = 0.7463 SM-VI, s. 8.



Interpreta
j� wyników pozostawiamy Czytelnikowi.
⊡Zadanie 6.4. Badano, ile zada« rozwi¡zuj¡ studen
i w 
zasie egzaminu ze statystyki.Poni»sza tabela wyniki badania przeprowadzonego w grupie 120 losowo wybrany
h stu-dentów: Li
zba rozwi¡zany
h zada« 0 1 2 3 4Li
zba studentów 10 32 46 26 6Na poziomie istotno±
i 0,05 zwery�kuj hipotez�, »e li
zba rozwi¡zany
h zada« ma rozkªaddwumianowy Bin(4, 0,5).Rozwi¡zanie.> li
znos
i <- 
(10, 32, 46, 26, 6)> pstwa <- dbinom(0:4, 4, 0.5) # Pr(X=i); X~Bin(4, 0.5), i=0,1,...,4> pstwa[1℄ 0.0625 0.2500 0.3750 0.2500 0.0625> 
hisq.test(li
znos
i, p=pstwa)Chi-squared test for given probabilitiesdata: li
znos
iX-squared = 1.8222, df = 4, p-value = 0.7684
⊡Zadanie 6.5. Badano, ile zada«, w rama
h przygotowa« do egzaminu z ra
hunku prawdo-podobie«stwa, rozwi¡zuj¡ w domu studen
i, którzy nie zali
zaj¡ tego przedmiotu. Poni»szatabelka przedstawia wyniki badania przeprowadzonego w grupie 120 losowo wybrany
hstudentów: Li
zba rozwi¡zany
h zada« 0 1 2 ­ 3Li
zba studentów 64 30 18 8Na poziomie istotno±
i 0,05 zwery�kuj hipotez�, »e li
zba rozwi¡zany
h zada« ma rozkªadPoissona.Rozwi¡zanie.> zadania <- 
(64, 30, 18, 8)> zadania / sum(zadania)[1℄ 0.53333333 0.25000000 0.15000000 0.06666667Estymator ENW parametru w rozkªadzie Poissona dla próby X jest posta
i

λ̂ = X̄. (3)SM-VI, s. 9.



> (lambda <- sum(zadania*(0:3))/sum(zadania))[1℄ 0.75> pstwa <- dpois(0:2, lambda);> pstwa <- 
(pstwa, 1-sum(pstwa));> pstwa[1℄ 0.47236655 0.35427491 0.13285309 0.04050544> 
hisq.test(zadania, p=pstwa)Chi-squared test for given probabilitiesdata: zadaniaX-squared = 6.9204, df = 3, p-value = 0.07448Zwró¢my uwag�, »e formalnie rze
z bior¡
, stosowany test nie uwzgl�dnia zmniejszeniao 1 stopni swobody (df, ang. degrees of freedom), spowodowanego estyma
j¡ parametruz próby.> q
hisq(0.95, 3) # lewa grani
a obszaru kryty
znego dla df=3[1℄ 7.814728> q
hisq(0.95, 2) # lewa grani
a obszaru kryty
znego dla df=2[1℄ 5.991465Zatem w tym wypadku ra
zej jeste±my skªonni odrzu
i¢ hipotez� zerow¡, gªosz¡
¡, »ebadana 
e
ha ma rozkªad Poissona z parametrem 0,75, gdy» warto±¢ statystyki testowej
χ2 = 6,9204 wpada do obszaru kryty
znego K0,05 = [5,9915,+∞).
⊡Zadanie 6.6. Wygeneruj n = 20-elementow¡ prób� losow¡ z rozkªadu Cau
hy'ego C(m0, 1).Za pomo
¡ testu znaków zwery�kuj hipotez�, »e mediana rozkªadu, z którego po
hodzipróba, wynosi m0 = 4. Porównaj otrzymany rezultat z wynikiem testu Wil
oxona.Rozwi¡zanie.Generujemy prób�:> n <- 20;> m0 <- 4> x <- r
au
hy(n, m0)> median(x)[1℄ 4.636915

SM-VI, s. 10.



Przeprowadzamy test znaków: Nie
h X = (X1, .., Xn) b�dzie prób¡ z rozkªadu 
i¡gªegow oto
zeniu mediany. Test do wery�ka
ji hipotezy H : MedX = m0 prze
iw alternatywie
K : MedX 6= m0 jest posta
i. Statystyka testowa:

R =
n
∑

i=1

IXi>m0 . (4)Obszar kryty
zny:
Kα =

[

0, rα/2
]

∪
[

n− rα/2, n
]

, (5)gdzie rα/2 jest kwantylem rz�du α/2 rozkªadu Bin(n, 0,5).W naszym zadaniu: n = 20, α = 0,05, m0 = 4. Wyzna
zamy warto±¢ statystykitestowej:> (Z <- sum(x>m0))[1℄ 13> alfa <- 0.05;> (r <- qbinom(alfa*0.5, n, 0.5));[1℄ 6Zatem obszar kryty
zny jest nast�puj¡
y: K0,05 = [0, 6] ∪ [14, 20]. Z 6∈ K0,05, wi�
 H nieodrzu
amy.Dla porównania, zastosujmy test rangowany
h znaków Wil
oxona:> wil
ox.test(x, mu=4)Wil
oxon signed rank testdata: xV = 125, p-value = 0.4749alternative hypothesis: true lo
ation is not equal to 4
⊡Zadanie 6.7. Zmierzono 
zas trwania siedmiu rozmów telefoni
zny
h i otrzymano na-st�puj¡
e dane (w minuta
h): 2.5, 1.8, 6.0, 0.5, 8.75, 1.2, 3.75. Na poziomie istotno±
i
α = 0,01 zwery�kuj hipotez�, »e 
zas trwania rozmowy ma rozkªad wykªadni
zy o warto-±
i ±redniej 4 minuty.Rozwi¡zanie.Do wery�ka
ji hipotezy, »e 
zas trwania rozmowy ma rozkªad wykªadni
zy o warto±
i±redniej 4 minuty (tzn. z parametrem λ = 1/4), wykorzystamy test zgodno±
i Koªmogo-rowa:> telefony <- 
(2.5, 1.8, 6, 0.5, 8.75, 1.2, 3.75)> ks.test(telefony, "pexp", 0.25) SM-VI, s. 11.



One-sample Kolmogorov-Smirnov testdata: telefonyD = 0.1175, p-value = 0.9997alternative hypothesis: two-sided
⊡Zadanie 6.8. Na podstawie dany
h doty
z¡
y
h parametrów kilku wybrany
h mareksamo
hodów (plik samo
hody.
sv), zwery�kuj hipotez� o jednakowym rozkªadzie zu»y
iapaliwa przez samo
hody produkowane w USA i w Japonii (wykorzystaj zmienne mpgi produ
ent). Przyjmij poziom istotno±
i α = 0,05.Rozwi¡zanie.> auta <- read.
sv("http://www.ibspan.waw.pl/~pgrzeg/stat_lab/samo
hody.
sv",head=T, de
=",", sep=";");> head(auta) # 
zy ok?mpg 
ylindry mo
 przysp rok waga produ
ent marka model 
ena1 43.1 4 48 21.5 78 1985 2 Volkswagen Rabbit Dl 24002 36.1 4 66 14.4 78 1800 1 Ford Fiesta 19003 32.8 4 52 19.4 78 1985 3 Mazda GLC Deluxe 22004 39.4 4 70 18.6 78 2070 3 Datsun B210 GX 27255 36.1 4 60 16.4 78 1800 3 Honda Civi
 CVCC 22506 19.9 8 110 15.5 78 3365 1 Oldsmobile Cutlass 3300legenda1 Ameri
a=12 Europe=23 Japan =3456 Do wery�ka
ji hipotezy o jednakowym rozkªadzie zu»y
ia paliwa przez samo
hodyprodukowane w USA i w Japonii u»yjemy testu Koªmogorowa-Smirnowa:> mpga <- auta$mpg[auta$produ
ent == 1℄> mpgj <- auta$mpg[auta$produ
ent == 3℄> ks.test(mpga, mpgj)Two-sample Kolmogorov-Smirnov testdata: mpga and mpgjD = 0.5963, p-value = 2.229e-09alternative hypothesis: two-sidedPorównajmy jesz
ze wykresy dystrybuant empiry
zny
h dla obu prób:> plot(e
df(mpga), xlim=range(
(mpga,mpgj)), main="", 
ol="blue")> plot(e
df(mpgj), add=T, 
ol="red")

SM-VI, s. 12.
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Nadto, przeprowad¹my test sum rang Wil
oxona (Manna-Whitney'a):> wil
ox.test(mpga, mpgj)Wil
oxon rank sum test with 
ontinuity 
orre
tiondata: mpga and mpgjW = 607, p-value = 3.547e-10alternative hypothesis: true lo
ation shift is not equal to 0
⊡Zadanie 6.9. W 
elu zbadania, 
zy nowy rodzaj paliwa lotni
zego ma istotny wpªyw nazasi�g lotu pewnego samolotu sportowego, wykonano 10 pomiarów zasi�gu dla samolotównap�dzany
h stosowanym dot¡d paliwem oraz 10 pomiarów dla samolotów zasilany
hnowym paliwem. Otrzymano nast�puj¡
e wyniki (w km):Stosowane dot¡d paliwo 1039, 1168, 1008, 1035, 1035, 1025, 1059, 1012, 1212, 1039Nowy rodzaj paliwa 1096, 1161, 1210, 1088, 1154, 1111, 1103, 1094, 1059, 1177Czy na podstawie ty
h dany
h mo»na stwierdzi¢, »e nowy rodzaj paliwa lotni
zego maistotny wpªyw na wzrost prze
i�tnego zasi�gu samolotu? Przyjmij poziom istotno±
i 0,05.Rozwi¡zanie.Jeste±my o
zywi±
ie zainteresowani doborem najmo
niejszego testu. Zwery�kujmy hipo-tezy o normalno±
i obydwu rozkªadów:> stare <- 
(1039, 1168, 1008, 1035, 1035, 1025, 1059, 1012, 1212, 1039);> nowe <- 
(1096, 1161, 1210, 1088, 1154, 1111, 1103, 1094, 1059, 1177);> shapiro.test(stare);Shapiro-Wilk normality testdata: stareW = 0.7223, p-value = 0.001641 SM-VI, s. 13.



> shapiro.test(nowe);Shapiro-Wilk normality testdata: noweW = 0.9355, p-value = 0.5043Jako »e jedna z prób nie speªnia tego zaªo»enia, nie mo»emy skorzysta¢ z testu t dla±redni
h w dwó
h próba
h niezale»ny
h. Pozostaje nam u»y¢ znanego testu nieparame-try
znego dla median, odpowiednio, m1 i m2:> mean(stare); mean(nowe);[1℄ 1063.2[1℄ 1125.3> wil
ox.test(stare, nowe, alternative="less")Wil
oxon rank sum test with 
ontinuity 
orre
tiondata: stare and noweW = 18.5, p-value = 0.009487alternative hypothesis: true lo
ation shift is less than 0Test sum rang Wil
oxona sugeruje odrzu
enie (α = 0,05) hipotezy zerowej H : m1 = m2na rze
z K : m1 < m2 (W = 18,5, p-value = 0,00949).
⊡Zadanie 6.10. W 
elu porównania trze
h metod nauki stenogra�i, przeprowadzono spraw-dzian na losowy
h próba
h osób szkolony
h posz
zególnymi metodami. Otrzymano nast�-puj¡
e wyniki: Metoda A 147, 188, 162, 144, 157, 179, 165, 180Metoda B 153, 161, 157, 155, 163, 160, 154Metoda C 173, 152, 194, 186, 166, 194, 178, 192, 186Zbadaj, 
zy te trzy metody s¡ tak samo efektywne. Przyjmij poziom istotno±
i α = 0,05.Rozwi¡zanie.Do wery�ka
ji hipotezy o jednakowej efektywno±
i metod A, B i C u»yjemy testu sumrang Kruskala-Wallisa:> A <- 
(147, 188, 162, 144, 157, 179, 165, 180);> B <- 
(153, 161, 157, 155, 163, 160, 154);> C <- 
(173, 152, 194, 186, 166, 194, 178, 192, 186);> kruskal.test(list(A,B,C))Kruskal-Wallis rank sum testdata: list(A, B, C)Kruskal-Wallis 
hi-squared = 7.7436, df = 2, p-value = 0.02082 SM-VI, s. 14.



> boxplot(list(A,B,C), names=
("A", "B", "C"))
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⊡Zadanie 6.11. W 
elu zbadania, 
zy istnieje zwi¡zek pomi�dzy do
hodem i posiadanymwyksztaª
eniem, przeprowadzono badanie na 450 osobowej próbie losowej i otrzymanonast�puj¡
e wyniki: Ro
zny do
hód (tys. zª.)
< 120 120− 250 > 250Wyksztaª
enie wy»sze 80 115 55Brak uko«
zony
h studiów 95 70 35Zwery�kuj odpowiedni¡ hipotez� na poziomie istotno±
i α = 0,01.Rozwi¡zanie.Do wery�ka
ji hipotezy o niezale»no±
i interesuj¡
y
h nas 
e
h u»yjemy testu niezale»no±
i
hi-kwadrat. Wymaga on zbudowania ma
ierz kontyngen
ji:> ww <- 
(80, 115, 55)> bw <- 
(95, 70, 35)> 
t <- rbind(ww, bw) # funk
ja rbind tworzy tabel� ª¡
z¡
 wiersze> 
t[,1℄ [,2℄ [,3℄ww 80 115 55bw 95 70 35> 
hisq.test(
t)Pearson's Chi-squared testdata: 
tX-squared = 11.2596, df = 2, p-value = 0.003589 SM-VI, s. 15.



Zatem mo»emy przyj¡¢, »e wyksztaª
enie i do
hód nie s¡ niezale»ne (α = 0,01).
⊡Zadanie 6.12. Na podstawie dany
h doty
z¡
y
h parametrów kilku wybrany
h mareksamo
hodów (plik samo
hody.
sv) stwierd¹, 
zy istniej¡ istotne ró»ni
e w mo
y silnikówsamo
hodów produkowany
h w USA, w Europie i w Japonii (wykorzystaj zmienne mo
i produ
ent). Przyjmij poziom istotno±
i α = 0,05.Rozwi¡zanie.> auta <- read.
sv("http://www.ibspan.waw.pl/~pgrzeg/stat_lab/samo
hody.
sv",head=T, de
=",", sep=";");Stwórzmy tabel� o kolumna
h: mo
 i produ
ent:> ms <- data.frame(mo
=auta$mo
, prod=auta$produ
ent)Obli
zymy median� dla próby, której warto±
i mamy w kolumnie mo
, a nast�pniepoli
zymy, ile samo
hodów ameryka«ski
h, europejski
h i japo«ski
h ma mo
 wi�ksz¡ ni»ta mediana (zapiszemy te informa
je w wektorze pm). Obli
zymy te», ile samo
hodówameryka«ski
h, europejski
h i japo«ski
h byªo w naszej próbie (wektor n123).> ms <- na.omit(ms) # usuwamy rekordy z~brakuj¡
ymi informa
jami> (med <- median(ms[,1℄))[1℄ 85> ms <- 
bind(ms, wiekszy=(ms$mo
>med)); # dodajemy kolumn� wskazuj¡
¡, 
zy mo
>mediana> head(ms); # podgl¡dmo
 prod wiekszy1 48 2 FALSE2 66 1 FALSE3 52 3 FALSE4 70 3 FALSE5 60 3 FALSE6 110 1 TRUE> pm <- rep(0,3);> for (i in 1:3) pm[i℄ = sum(ms$wiekszy[ms$prod==i℄);> pm[1℄ 54 6 13> (n123 <- table(ms$prod)) # zli
zamy samo
hody wg regionu po
hodzenia1 2 383 24 44Teraz mo»emy przeprowadzi¢ test jednorodno±
i 
hi-kwadrat:> prop.test(pm,n123) SM-VI, s. 16.



3-sample test for equality of proportions without 
ontinuity
orre
tiondata: pm out of n123X-squared = 20.7509, df = 2, p-value = 3.119e-05alternative hypothesis: two.sidedsample estimates:prop 1 prop 2 prop 30.6506024 0.2500000 0.2954545Mo»emy równie» u»y¢ testu niezale»no±
i 
hi-kwadrat. W tym 
elu trzeba stworzy¢odpowiedni¡ tabli
� kontyngen
ji:> lm <- n123-pm> (zz <- rbind(pm, lm))1 2 3pm 54 6 13lm 29 18 31> 
hisq.test(zz)Pearson's Chi-squared testdata: zzX-squared = 20.7509, df = 2, p-value = 3.119e-05
⊡Zadanie 6.13. Spo±ród studentów 
ztere
h wydziaªów, na który
h pan Iksi«ski wykªadanaj
iekawszy przedmiot ±wiata1, pobrano próbki losowe i zli
zono studentów (zwany
hdalej �sz
z�±liw
ami�), którym udaªo si� zda¢ egzamin z tego przedmiotu. Wyniki za-miesz
zono w poni»szej tabeli:Wydziaª Li
zno±¢ próbki Li
zba sz
z�±liw
ówNauk niepotrzebny
h 206 61Mniemanologii stosowanej 164 34Nauk 
iekawy
h 98 38Nauk przydatny
h 102 35Czy w ±wietle zebrany
h dany
h mo»na stwierdzi¢, »e wyst�puj¡ istotne ró»ni
e mi�dzyodsetkami osób na posz
zególny
h wydziaªa
h, które zdaªy statystyk�? Przyjmij poziomistotno±
i α = 0,05.Rozwi¡zanie.Stostujemy test jednorodno±
i 
hi-kwadrat.> prop.test(
(61,34,38,35), 
(206,164,98,102))1Osobom niezorientowanym w sprawa
h tego ±wiata wyja±niamy, »e mowa tu o
zywi±
ie o statysty
ematematy
znej. SM-VI, s. 17.



4-sample test for equality of proportions without 
ontinuity
orre
tiondata: 
(61, 34, 38, 35) out of 
(206, 164, 98, 102)X-squared = 11.2601, df = 3, p-value = 0.0104alternative hypothesis: two.sidedsample estimates:prop 1 prop 2 prop 3 prop 40.2961165 0.2073171 0.3877551 0.3431373
⊡3 Zadania do rozwi¡zaniaZadanie 6.14. Dla 200 próbek betonu przeprowadzono badanie wytrzymaªo±
i na ±
i-skanie i otrzymano wyniki (w MPa):Wytrzymaªo±¢ Li
zba próbek

19− 20 10
20− 21 26
21− 22 56
22− 23 64
23− 24 30
24− 25 14Zwery�kuj hipotez� gªosz¡
¡, »e wytrzymaªo±¢ na ±
iskanie ma rozkªad normalny. Przyjmijpoziom istotno±
i α = 0,05.Zadanie 6.15. Na podstawie dany
h zawarty
h w pliku samo
hody.
sv, zwery�kuj przy-pusz
zenie, »e rozkªad przyspieszenia samo
hodów o wadze 2500�3000 funtów jest nor-malny (wykorzystaj zmienne przysp i waga). Czy mo»na twierdzi¢, »e prze
i�tne przy-spieszenie ty
h samo
hodów przekra
za 15? Przyjmij poziom istotno±
i 0,01.Zadanie 6.16. Psy
holog pra
uj¡
y w poradni rodzinnej zebraª dane doty
z¡
e powodówkryzysów maª»e«ski
h, które wymieniane byªy przez przy
hodz¡
e do poradni pary. Danete, zamiesz
zone w poni»szej tabeli, pokazuj¡ ¹ródªa kryzysu postrzegane przez ka»dez maª»onków.�ona \ M¡» Pieni¡dze Dzie
i Zainteresowania InnePieni¡dze 86 31 132 19Dzie
i 17 64 43 13Zainteresowania 54 39 132 33Inne 30 17 37 54Czy na podstawie zebrany
h dany
h mo»na stwierdzi¢, »e istnieje zale»no±¢ pogl¡dówm�»ów i »on 
o do przy
zyn kryzysu w i
h maª»e«stwa
h? Przyjmij poziom istotno±
i

α = 0,05.Zadanie 6.17. Badano istnienie zwi¡zku mi�dzy 
i±nieniem krwi a nadwag¡. W poni»szejtabeli zebano dane na temat losowo wybranej grupy osób: SM-VI, s. 18.



Ci±n. ++ Ci±n. OKNadwaga 57 18Brak nadwagi 24 91Czy na podstawie ty
h dany
h mo»na stwierdzi¢ istnienie takiej zale»no±
i? Przyjmijpoziom istotno±
i 0,05.Zadanie 6.18. Badano, 
zy istnieje zale»no±¢ mi�dzy zawodami oj
ów i i
h dorosªy
hsynów. W tym 
elu zbadano losowo wybran¡ grup� oj
ów i synów. Otrzymano nast�puj¡
ewyniki: Oj
ie
 \ Syn Polityk Prawnik LekarzPolityk 33 48 17Prawnik 21 38 12Lekarz 7 8 68Na podstawie powy»szy
h dany
h stwierdzi¢, 
zy istnieje taka zale»no±¢. Przyjmij poziomistotno±
i testu 0,01.4 Wskazówki i odpowiedziWskazówka do zadania 6.14. Wyestymuj parametry µ i σ rozkªadu N(µ, σ) z próby.U»yj testu zgodno±
i 
hi-kwadrat. Rozpatrz nast�puj¡
e klasy warto±
i wytrzymaªo±
i:
(−∞, 20], (20, 21], (21, 22], . . . , (25,+∞). Jak wyzna
zy¢ np. P (20 < X ¬ 21), gdzie X ∼
N(µ, σ)?

SM-VI, s. 19.
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