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1 Wprowadzenie1.1 Wspóª
zynniki korela
ji liniowej i rangowejW programie R wspóª
zynniki korela
ji wyzna
zamy za pomo
¡ funk
ji 
or(). Domy±lniewyli
zany jest próbkowy wspóª
zynnik korela
ji liniowej Pearsona. Wektory x i y, zawie-raj¡
e warto±
i badany
h prób, podajemy jako pierwszy i drugi argument tej funk
ji.Je±li 
h
emy obli
zy¢ wspóª
zynnik korela
ji rangowej Spearmana b¡d¹ Kendalla,jako kolejny argument funk
ji 
or(), podajemy, odpowiednio, method="spearman" albomethod="kendall".Do wery�ka
ji hipotezy o istotno±
i wspóª
zynnika korela
ji liniowej ̺, tzn.
H : ̺ = 0,
K : ̺ 6= 0,sªu»y funk
ja 
or.test(). Wektory zawieraj¡
e warto±
i prób, na podstawie który
hprzeprowadzamy test, podajemy jako pierwszy i drugi argument tej funk
ji. Je±li 
h
emytestowa¢ istotno±¢ wspóª
zynnika korela
ji rangowej Spearmana albo Kendalla, jako ko-lejny parametr podajemy method="spearman" b¡d¹ "kendall".1.2 Regresja prosta liniowaDo budowy modelu regresji liniowej sªu»y funk
ja lm() (ang. linear model). Za jej pomo
¡wyzna
zamy estymatory wspóª
zynników β0, β1, . . . , βn w równaniu regresji posta
i

Y = β0 + β1X1 + β2X2 + · · ·+ βnXn + ε, (1)gdzie X1, . . . , Xn � zmienne niezale»ne (obja±niaj¡
e), Y � zmienna zale»na (obja-±niana), ε � wyraz odpowiadaj¡
y bª�dowi losowemu. Ponadto, pro
edura ta umo»liwiasprawdzenie dopasowania modelu.Pierwszym argumentem funk
ji lm() jest tzw. formuªa opisuj¡
a model, tzn. symbo-li
zny opis zale»no±
i mi�dzy zmiennymi. Jej skªadnia jest nast�puj¡
a:
Y∼X1 + X2 + · · ·+ Xn. (2)Wi�
ej informa
ji na temat formuª znajdzie Czytelnik w dokumenta
ji: ?lm.Nas interesowa¢ b�dzie tutaj przypadek n = 1, zwany regresj¡ liniow¡ prost¡. Zmienn¡zale»n¡ wyra»amy jako liniow¡ funk
j� jednej zmienne niezale»nej:
Y = a+ bX + ε. (3)Informa
j� o dopasowanym modelu zwra
anym przez lm()mo»na zapisa¢ jako zmienn¡.Mo»liwe jest wtedy na niej wykonywanie m.in. nast�puj¡
y
h funk
ji: summary() � in-forma
je sz
zegóªowe, predi
t() � prognozowanie, plot() � diagnostyka za pomo
¡wykresów.Np. przypu±¢my, »e 
h
emy dopasowa¢ model regresji liniowej opisuj¡
y zale»no±¢wielko±
i brukselek (y) od wagi i
h nasion (x).> x <- 
(4.2,5.4,6.4,7.3,8.2,9.1) # ±redni
a brukselki w 
m> y <- 
(2,2.8,3.1,3.8,3.9,4.8) # waga nasion w g> lm(y~x) SM-VII, s. 2.



Call:lm(formula = y ~ x)Coeffi
ients:(Inter
ept) x-0.2037 0.5326Je±li zaobserwowane warto±
i x i y prze
howywane s¡ jako kolumny w pewnej ram
edany
h, to nazw� tej ramki podajemy jako argument parametru data funk
ji lm(), np.> lm(y~x, data=dane) # 
o jest równowa»ne nast�puj¡
emu zapisowi:> lm(dane$y~dane$x)Aby otrzyma¢ peªen opis dopasowania modelu, u»ywamy funk
ji summary().> nasz_model <- lm(y~x)> summary(nasz_model)Call:lm(formula = y ~ x)Residuals:1 2 3 4 5 6-0.03306 0.12785 -0.10472 0.11596 -0.26336 0.15733Coeffi
ients:Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) -0.20375 0.31736 -0.642 0.555817x 0.53257 0.04556 11.689 0.000306 ***---Signif. 
odes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1Residual standard error: 0.1844 on 4 degrees of freedomMultiple R-squared: 0.9716, Adjusted R-squared: 0.9644F-statisti
: 136.6 on 1 and 4 DF, p-value: 0.0003063Mo»emy te» odwoªywa¢ si� bezpo±rednio do wybrany
h elementów tego opisu, np.> nasz_model$
oeffi
ients # osza
owania wspóª
zynników równania regresji(Inter
ept) x-0.2037459 0.5325733> nasz_model$residuals # reszty1 2 3 4 5 6-0.03306189 0.12785016 -0.10472313 0.11596091 -0.26335505 0.15732899> opis <- summary(nasz_model);> opis$r.squared # wspóª
zynnik determina
ji R^2[1℄ 0.9715563Funk
ja predi
t() sªu»y do prognozowania, na podstawie dopasowanego w
ze±niejmodelu, warto±
i zmiennej zale»nej dla niezaobserwowany
h jesz
ze warto±
i zmiennejobja±niaj¡
ej.Np. gdy 
h
emy przewidzie¢ wielko±¢ brukselki, która wyro±nie z nasionka o wadze 8g, mo»emy napisa¢> nowy <- data.frame(x=8)> predi
t(nasz_model, nowy) # prognoza y dla nowy$x na podstawie modelu nasz_model14.05684 SM-VII, s. 3.



2 Zadania rozwi¡zaneZadanie 7.1. Wygeneruj prób� n = 200-elementow¡ z rozkªadu wektora losowego (X, Y ),a) o rozkªadzie dwuwymiarowym normalnym NN(0, 1, 0, 1, 0),b) o rozkªadzie dwuwymiarowym normalnym NN(0, 1, 2, 1, 0,6).Dla uzyskany
h próbek osza
uj wspóª
zynniki korela
ji, zwery�kuj hipotez� o nieza-le»no±
i zmienny
h X i Y oraz o istotno±
i wspóª
zynnika korela
ji liniowej.Rozwi¡zanie.Realiza
j� próby z rozkªadu NN(0, 1, 0, 1, 0) mo»na stworzy¢, generuj¡
 2 nieskorelowanewektory dany
h z rozkªadów N(0, 1).> n <- 200;> x <- rnorm(n);> y <- rnorm(n);Wspóª
zynniki korela
ji:> 
or(x, y);[1℄ 0.0584777> 
or(x, y, method="pearson"); # to samo 
o wy»ej[1℄ 0.0584777> 
or(x, y, method="spearman");[1℄ 0.0561689> 
or(x, y, method="kendall");[1℄ 0.0358794Test istotno±
i wspóª
zynnika korela
ji liniowej:> 
or.test(x, y);Pearson's produ
t-moment 
orrelationdata: x and yt = 0.8243, df = 198, p-value = 0.4108alternative hypothesis: true 
orrelation is not equal to 095 per
ent 
onfiden
e interval:-0.08091984 0.19563150sample estimates:
or0.0584777 SM-VII, s. 4.



Ma
ierz kowarian
ji rozkªadu NN(µ1, σ1, µ2, σ2, ̺), ma posta¢:
C =

[

σ21 ̺σ1σ2
̺σ1σ2 σ22

]

, (4)
zyli w naszym przypadku> (C <- matrix(
(1, 0.6, 0.6, 1), nrow=2))[,1℄ [,2℄[1,℄ 1.0 0.6[2,℄ 0.6 1.0Do wygenerowania n-elementowej próby z rozkªadu NN(0, 1, 2, 1, 0,6) najpro±
iej jest wy-korzysta¢ funk
j� mvrnorm() z biblioteki MASS().> library("MASS"); # ªadujemy bibliotek�> proba <- mvrnorm(n, 
(0, 2), C);> head(proba); # wy±wietlmy kilka pierwszy
h wierszy[,1℄ [,2℄[1,℄ -2.2273015 -0.3932214[2,℄ 0.6390456 1.2566023[3,℄ -0.1373123 0.5763051[4,℄ 0.5279900 3.9281826[5,℄ -0.6789030 1.8853051[6,℄ 1.3001541 4.5933153Wspóª
zynniki korela
ji:> 
or(proba[,1℄, proba[,2℄);[1℄ 0.6392752> 
or(proba[,1℄, proba[,2℄, method="spearman");[1℄ 0.6526888> 
or(proba[,1℄, proba[,2℄, method="kendall");[1℄ 0.4686432Test istotno±
i wspóª
zynnika korela
ji liniowej Pearsona:> 
or.test(proba[,1℄, proba[,2℄);Pearson's produ
t-moment 
orrelationdata: proba[, 1℄ and proba[, 2℄t = 11.6979, df = 198, p-value < 2.2e-16alternative hypothesis: true 
orrelation is not equal to 095 per
ent 
onfiden
e interval:0.5492491 0.7146328sample estimates:
or0.6392752 SM-VII, s. 5.



Porównajmy na konie
 wykresy rozproszenia obydwu prób:> par(mfrow=
(1,2))> plot(x, y, main="NN(0,1, 0,1, 0.0)", 
ol="darkgreen");> plot(proba[,1℄, proba[,2℄, main="NN(0,1, 2,1, 0.6)", 
ol="darkgreen");
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⊡Zadanie 7.2. Dwaj profesorowie postanowili dokona¢ o
eny zdolno±
i swoi
h 11 ulubio-ny
h dyplomantów. W tym 
elu ka»dy z belfrów uszeregowaª u
zniów od najzdolniejszegodo najmniej zdolnego:Student A B C D E F G H I J KProfesor X 1, 7, 8, 3, 6, 10, 9, 2, 11 4, 5Profesor Y 4, 8, 10, 1, 5, 9, 11, 3, 7, 2, 6Czy mo»na uzna¢, »e istnieje zale»no±¢ mi�dzy opiniami obu profesorów? Przyjmij poziomistotno±
i 0,05.Rozwi¡zanie.> x <- 
(1, 7, 8, 3, 6, 10, 9, 2, 11, 4, 5)> y <- 
(4, 8, 10, 1, 5, 9, 11, 3, 7, 2, 6)Mamy dane wektory, zawieraj¡
e profesorskie rangi zdolno±
i posz
zególny
h studentów.Obli
zamy wi�
 warto±¢ próbkowego wspóª
zynnika korela
ji rangowej (nie liniowej!):> 
or(x, y, method="spearman")[1℄ 0.7909091Test istotno±
i dla wspóª
zynnika korela
ji rangowej Spearmana:> 
or.test(x, y, method="spearman")Spearman's rank 
orrelation rhodata: x and yS = 46, p-value = 0.00562alternative hypothesis: true rho is not equal to 0sample estimates:rho0.7909091 SM-VII, s. 6.



Na poziomie istotno±
i α = 0,05 odrzu
amy hipotez� o braku zale»no±
i mi�dzy badanymizmiennymi (test istotno±
i wspóª
zynnika ρ Spearmana, S = 46, p-value = 0,00562).Mo»na wi�
 przyj¡¢, »e istnieje istotny, dodatni zwi¡zek mi�dzy o
enami dokonanymiprzez profesorów.
⊡Zadanie 7.3. W zamiesz
zonej poni»ej tabeli podano wysoko±¢ ro
znego do
hodu i war-to±¢ posiadanego domu dziewi�
iu rodzin wybrany
h w sposób losowy spo±ród mieszka«-
ów pewnego osiedla:Ro
zny do
hód (tys. zª.) 360, 640, 490, 210, 280, 470, 580, 190, 320Warto±¢ domu (mln. zª.) 1.49, 3.10, 2.60, 0.92, 1.26, 2.42, 2.88, 0.81, 1.34a) Wyzna
z prost¡ regresji warto±
i domu wzgl�dem do
hodu.b) Przeanalizuj dopasowanie modelu.
) Osza
uj warto±¢ domu rodziny, której ro
zny do
hód wynosi 400 000 zª.d) Wyzna
z 95% przedziaª ufno±
i dla sza
owanej warto±
i domu tej rodziny.Rozwi¡zanie.Wprowad¹my dane do programu R:> do
hod <- 
(360, 640, 490, 210, 280, 470, 580, 190, 320);> dom <- 
(1.49, 3.10, 2.60, 0.92, 1.26, 2.42, 2.88, 0.81, 1.34);Najpierw sprawd¹my na wykresie, 
zy zale»no±¢ mi�dzy zmienn¡ niezale»n¡ X (do
hód),a obja±nian¡ Y (warto±¢ domu), jest typu liniowego:> plot(do
hod, dom, xlab="Ro
zny do
hód rodziny [tys. zª.℄",ylab="Warto±¢ domu [mln. zª℄");
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Dopasowujemy wi�
 model prostej regresji liniowej: SM-VII, s. 7.



> modl <- lm(dom~do
hod)> (opis <- summary(modl))Call:lm(formula = dom ~ do
hod)Residuals:Min 1Q Median 3Q Max-0.197759 -0.109247 0.006951 0.047323 0.205835Coeffi
ients: Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) -0.2684395 0.1281678 -2.094 0.0745 .do
hod 0.0054339 0.0003042 17.863 4.25e-07 ***---Signif. 
odes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1Residual standard error: 0.1378 on 7 degrees of freedomMultiple R-squared: 0.9785, Adjusted R-squared: 0.9755F-statisti
: 319.1 on 1 and 7 DF, p-value: 4.254e-07Wyestymowane parametry modelu mo»emy od
zyta¢ z kolumny Estimate tabelki Coef-fi
ients, b¡d¹ r�
znie:> modl$
oeffi
ients(Inter
ept) do
hod-0.268439463 0.005433886(Inter
ept) ozna
za wyraz wolny â, do
hod � wspóª
zynnik b̂ przy zmiennej X, zatemnasz model jest posta
i:
Y = −0,2684 + 0,0054X + ε.Wykres obserwa
ji wraz z prost¡ regresji:> plot(do
hod, dom, xlab="Ro
zny do
hód rodziny [tys. zª.℄",ylab="Warto±¢ domu [mln. zª℄");> abline(modl, 
ol="red")
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Sprawd¹my jako±¢ dopasowania. Wery�ka
j� poprawno±
i modelu mo»emy przepro- Wery�ka
japoprawno±
imodeluwadzi¢ za pomo
¡ od
zytania wyników zwra
any
h przez funk
j� summary().Analiza wspóª
zynnika determina
ji. Wspóª
zynnik R2 opisuje �frak
j� zmienno-±
i zmiennej zale»nej opisywanej przez model�.> opis$r.squared;[1℄ 0.9785324Test F (analiza warian
ji w analizie regresji). Hipoteza zerowa H : b = 0 (nie mazale»no±
i liniowej mi�dzy zmiennymi) kontra K : b 6= 0.> opis$fstatisti
;value numdf dendf319.0721 1.0000 7.0000> anova(modl)Analysis of Varian
e TableResponse: domDf Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)do
hod 1 6.0590 6.0590 319.07 4.254e-07 ***Residuals 7 0.1329 0.0190---Signif. 
odes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1> anova(modl)$"Pr(>F)"[1℄ # p-value[1℄ 4.254379e-07Test t (test istotno±
i wspóª
zynników regresji). Testowanie hipotez H1 : a = 0, H2 :
b = 0 prze
iwko K1 : a 6= 0, K2 : b 6= 0 (wspóª
zynniki s¡ istotnie ró»ne od zera).> opis$
oeffi
ients;Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) -0.268439463 0.1281677764 -2.094438 7.448037e-02do
hod 0.005433886 0.0003042048 17.862589 4.254379e-07Analiza reszt. Wykre±lmy wykres reszt w zale»no±
i od X. Analiza reszt> plot(do
hod, modl$residuals)> abline(h=0, 
ol="blue")
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Narysujmy wykres normalno±
i reszt.> qqnorm(modl$residuals);> qqline(modl$residuals);

−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

−
0.

2
−

0.
1

0.
0

0.
1

0.
2

Normal Q−Q Plot

Wery�ka
ja hipotezy o normalno±
i rozkªadu reszt testem Shapiro-Wilka:> shapiro.test(modl$residuals);Shapiro-Wilk normality testdata: modl$residualsW = 0.9706, p-value = 0.9002Test istotno±
i dla wspóª
zynnika korela
ji liniowej Pearsona:> 
or.test(do
hod, dom)Pearson's produ
t-moment 
orrelationdata: do
hod and domt = 17.8626, df = 7, p-value = 4.254e-07alternative hypothesis: true 
orrelation is not equal to 095 per
ent 
onfiden
e interval:0.9476475 0.9978124sample estimates:
or0.989208Prognozowanie: Prognozowanie> (nowe <- data.frame(do
hod=400)) # uwaga na nazw� kolumny!do
hod1 400> predi
t(modl, nowe)11.90511595% przedziaª ufno±
i dla sza
owanej warto±
i:> predi
t(modl, nowe, interval="predi
tion", level=0.95) # przedziaª dla predyk
jiSM-VII, s. 10.



fit lwr upr1 1.905115 1.561606 2.248624> predi
t(modl, nowe, interval="
onfiden
e", level=0.95) # przedziaª dla warto±
i ±redniejfit lwr upr1 1.905115 1.796393 2.013837Grani
e przedziaªów od
zytujemy z kolumn lwr (ang. lower � dolna) i upr (ang. upper� górna).
⊡Zadanie 7.4. W poni»szej tabeli podano li
zb� ludno±
i USA (w miliona
h) w lata
h1890-2007:Rok 1890, 1900, 1910, 1920, 1930, 1940, 1950,Ludno±¢ 62.947, 75.994, 91.972, 105.710, 122.775, 131.669, 150.697,Rok 1960, 1970, 1980, 1990, 2000, 2007Ludno±¢ 179.323, 203.235, 226.542, 248.718, 281.422, 301.140a) Przyjmuj¡
 wykªadni
zy model wzrostu popula
ji, osza
uj parametry tego modelui zwery�kuj jego dopasowanie.b) Osza
uj przewidywan¡ wielko±¢ popula
ji USA w 2010 i w 2020 roku.Rozwi¡zanie.> rok <- 
(1890,1900,1910,1920,1930,1940,1950,1960,1970,1980,1990,2000,2007);> pop <- 
(62.947,75.994,91.972,105.710,122.775,131.669,150.697,179.323,203.235,226.542,248.718,281.422,301.140)Model wykªadni
zy: y = exp(a + bx)Linearyza
ja modelu wykªadni
zego: z := ln(y) i st¡d z = a+ bx.> logpop <- log(pop);> usa <- lm(logpop~rok);> summary(usa);Call:lm(formula = logpop ~ rok)Residuals:Min 1Q Median 3Q Max-0.0886914 -0.0278510 0.0006202 0.0378818 0.0569246Coeffi
ients: Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) -2.045e+01 6.516e-01 -31.39 4.07e-12 ***rok 1.306e-02 3.341e-04 39.09 3.72e-13 ***---Signif. 
odes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1Residual standard error: 0.04464 on 11 degrees of freedomMultiple R-squared: 0.9929, Adjusted R-squared: 0.9922F-statisti
: 1528 on 1 and 11 DF, p-value: 3.719e-13 SM-VII, s. 11.



Prognozowanie:> nowyrok <- data.frame(rok=
(2010,2020));> (nowylogpop <- predi
t(usa, nowyrok, interval="predi
tion"))fit lwr upr1 5.798317 5.687156 5.9094792 5.928929 5.814638 6.043219> exp(nowylogpop) # przeksztaª
enie odwrotne do log()fit lwr upr1 329.7443 295.0534 368.51402 375.7517 335.1700 421.2469
⊡Zadanie 7.5. Dokonano o±miu niezale»ny
h pomiarów wielko±
i drga« pionowy
h (w 
m)gruntu powstaªy
h w wyniku trz�sienia ziemi w ró»nej odlegªo±
i od epi
entrum trz�sienia(w km). Otrzymano nast�puj¡
e wyniki:Odlegªo±¢ 20, 30, 40, 50, 80, 140, 200, 250Drganie 4.8, 3.2, 2.5, 2.5, 1.5, 1.8, 1.2, 0.8a) Wyzna
z funk
j� regresji wielko±
i drga« gruntu wzgl�dem odlegªo±
i od epi
entrum.b) Zwery�kuj dopasowanie modelu.
) Osza
uj wielko±¢ drga« w odlegªo±
i 100 km od epi
entrum.Rozwi¡zanie.> odl <- 
(20, 30, 40, 50, 80, 140, 200, 250);> wys <- 
(4.8, 3.2, 2.5, 2.5, 1.5, 1.8, 1.2, 0.8);> plot(odl,wys)
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Szukamy najlepszego modelu.Model wykªadni
zy: y = exp(a+ bx). Linearyza
ja modelu wykªadni
zego: z := ln(y)i st¡d z = a+ bx. SM-VII, s. 12.



> yp <- log(wys);> t1 <- lm(yp~odl);> summary(t1);Call:lm(formula = yp ~ odl)Residuals:Min 1Q Median 3Q Max-0.41291 -0.09903 0.01523 0.10161 0.38665Coeffi
ients:Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) 1.303166 0.142135 9.169 9.48e-05 ***odl -0.006060 0.001099 -5.516 0.00149 **---Signif. 
odes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1Residual standard error: 0.2503 on 6 degrees of freedomMultiple R-squared: 0.8353, Adjusted R-squared: 0.8078F-statisti
: 30.42 on 1 and 6 DF, p-value: 0.001493Model multiplikatywny (pot�gowy): y = axb. Linearyza
ja modelu multiplikatywnego:
z := ln(y), u := ln(x), a′ := ln(a) i st¡d z = a′ + bu.> xp <- log(odl);> t2 <- lm(yp~xp);> summary(t2)Call:lm(formula = yp ~ xp)Residuals:Min 1Q Median 3Q Max-0.21648 -0.12952 -0.01131 0.10843 0.29685Coeffi
ients:Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) 3.21390 0.33119 9.704 6.87e-05 ***xp -0.59150 0.07607 -7.776 0.000238 ***---Signif. 
odes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1Residual standard error: 0.1853 on 6 degrees of freedomMultiple R-squared: 0.9097, Adjusted R-squared: 0.8947F-statisti
: 60.46 on 1 and 6 DF, p-value: 0.0002382Model odwrotno±
iowy wzgl�dem zmiennej zale»nej: y = 1

a+bx
. Linearyza
ja modelu:

v := 1/y i st¡d v = a + bx.> yb <- 1/wys;> t3 <- lm(yb~odl);> summary(t3);Call:lm(formula = yb ~ odl)Residuals: SM-VII, s. 13.



Min 1Q Median 3Q Max-0.165680 -0.080000 0.003884 0.066478 0.166753Coeffi
ients:Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) 0.2048174 0.0694234 2.950 0.025604 *odl 0.0036887 0.0005366 6.874 0.000467 ***---Signif. 
odes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1Residual standard error: 0.1222 on 6 degrees of freedomMultiple R-squared: 0.8873, Adjusted R-squared: 0.8686F-statisti
: 47.25 on 1 and 6 DF, p-value: 0.0004672Model odwrotno±
iowy wzgl�dem x: y = a + b
x
Linearyza
ja modelu: w := 1/x i st¡d

y = a+ bw.> xb <- 1/odl;> t4 <- lm(wys~xb);> summary(t4);Call:lm(formula = wys ~ xb)Residuals:Min 1Q Median 3Q Max-0.26756 -0.21344 -0.05194 0.15094 0.48701Coeffi
ients:Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) 0.7552 0.1656 4.559 0.00385 **xb 78.0908 6.7037 11.649 2.41e-05 ***---Signif. 
odes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1Residual standard error: 0.2847 on 6 degrees of freedomMultiple R-squared: 0.9577, Adjusted R-squared: 0.9506F-statisti
: 135.7 on 1 and 6 DF, p-value: 2.411e-05Spo±ród zbadany
h modeli najlepiej dopasowany jest ostatni tzn. model odwrotno-±
iowy wzgl�dem x: y = a+ b/x.Prognozowanie w tym modelu:> pw <- data.frame(xb=1/100);> predi
t(t4, pw, interval="
onfiden
e");fit lwr upr1 1.536108 1.243547 1.828670
⊡
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3 Zadania do rozwi¡zaniaZadanie 7.6. Pewien przedsi�bior
a zainteresowany jest o
en¡ ryzyka planowany
h inwe-sty
ji. Dwó
h zatrudniony
h przez niego analityków uszeregowaªo planowane inwesty
jeod tej o najwi�kszym ryzyku (10) do tej o najmniejszym (1):Inwesty
ja A B C D E F G H I JAnalityk I 1, 4, 9, 8, 6, 3, 5, 7, 2, 10Analityk II 1, 5, 6, 2, 9, 7, 3, 10, 4, 8Czy mo»na uzna¢, »e istnieje zale»no±¢ mi�dzy opiniami obu analityków? Przyjmij poziomistotno±
i 0,05.Zadanie 7.7. Wyzna
z prost¡ regresji poziomu 
holesterolu wzgl�dem wieku dziesi�
iulosowo wzi�ty
h m�»
zyzn. Zwery�kuj dopasowanie modelu.Wiek 58, 69, 43, 39, 63, 52, 47, 31, 74, 36Poziom 
holesterolu 189, 235, 193, 177, 154, 191, 213, 175, 198, 181Zadanie 7.8. Nie
h X ozna
za prze
i�tn¡ li
zb� samo
hodów poruszaj¡
y
h si� auto-strad¡ w 
i¡gu dnia (w tys.), natomiast Y � li
zb� wypadków samo
hodowy
h, która mamiejs
e w 
i¡gu miesi¡
a na autostradzie. Na podstawie dany
h zamiesz
zony
h w poni»-szej tabeli wyzna
z model regresji
√
Y = a+ bX,opisuj¡
y zale»no±¢ li
zby wypadków od nat�»enia ru
hu na autostradzie. Osza
uj li
zb�wypadków, jakiej mo»na si� spodziewa¢ przy nat�»eniu ru
hu odpowiadaj¡
emu 3500samo
hodom poruszaj¡
ym si� autostrad¡ w 
i¡gu dnia.

X 2.0, 2.3, 2.5, 2.6, 2.8, 3.0, 3.1, 3.4, 3.7, 3.8, 4.0, 4.6, 4.8

Y 15, 27, 20, 21, 31, 26, 22, 23, 32, 39, 27, 43, 53Zadanie 7.9. Korzystaj¡
 z dany
h zawarty
h w poni»szej tabeli, wyzna
z funk
j� re-gresji, opisuj¡
¡ zale»no±¢ mi�dzy li
zb¡ 
ykli do znisz
zenia pewnego detalu (w mln.)a wywieranym na ten detal napr�»eniem (w MPa):Napr�»enie 55, 50.5, 43.5, 42.5, 42, 41, 35.7, 34.5, 33, 32Cykle 0.223, 0.925, 6.75, 18.1, 29.1, 50.5, 126, 215, 445, 420Osza
uj li
zb� 
ykli do znisz
zenia detalu pra
uj¡
ego pod napr�»eniem 40 MPa.Zadanie 7.10. Badano wpªyw dawki pewnego leku na puls pa
jenta. Oto wyniki uzyskanedla 10 losowo wybrany
h osób:Dawka leku 2, 2, 4, 4, 8, 8, 16, 16, 32, 32Puls 68, 58, 63, 62, 67, 65, 70, 70, 74, 73Dopasuj wªa±
iwy model regresji do powy»szy
h dany
h.Zadanie 7.11. Dla 15 wybrany
h losowo samo
hodów pewnej marki zbadano zale»no±¢zu»y
ia paliwa (mile/galon) od mo
y i
h silnika. Wyniki przedstawia poni»sza tabela:Zu»y
ie paliwa 43.1, 20.3, 17, 21.6, 16.2, 31.5, 31.9, 25.4,Mo
 48, 103, 125, 115, 133, 71, 71, 77,Zu»y
ie paliwa 27.2, 37.3, 41.5, 34.3, 44.3, 43.4, 36.4Mo
 71, 69, 76, 78, 48, 48, 67 SM-VII, s. 15.



Dopasuj najlepszy model regresji do powy»szy
h dany
h. Zwery�kuj jego dopasowanie.Podaj przewidywane zu»y
ie paliwa samo
hodu o mo
y 150.Zadanie 7.12. Zapytano dziesi�
iu losowo wybrany
h m�»
zyzn stoj¡
y
h pod osiedlow¡Pijalni¡ Jogurtu, ile litrów pewnego napoju mle
znego wypijaj¡ w 
i¡gu tygodnia. Wynikiprzedstawia poni»sza tabela:Wiek 37, 42, 25, 14, 48, 78, 18, 34, 20, 57Spo»y
ie 3, 2, 4, 5, 1, 0.3, 8, 2.5, 7, 0.5Dopasuj wykªadni
zy model regresji do powy»szy
h dany
h. Zwery�kuj jego dopasowanie.Podaj przewidywan¡ wielko±¢ tygodniowego spo»y
ia owego napoju przez 40-latka.Zadanie 7.13. Badano zale»no±¢ miesi�
zny
h wydatków na rozrywki mieszka«
ów pew-nego miasta od wysoko±
i i
h miesi�
zny
h do
hodów. Poni»sza tabela zawiera informa
jeo 7 losowo wybrany
h osoba
h:Wydatki 186, 700, 490, 385, 266, 357, 613Do
hody 2800, 4200, 3500, 3150, 2975, 3175, 3850a) Wyzna
z najlepszy model regresji opisuj¡
y badan¡ zale»no±¢.b) Zwery�kuj dopasowanie modelu.
) Podaj przewidywan¡ wysoko±¢ wydatków na rozrywki osoby o do
hoda
h w wyso-ko±
i 4000 zª.Zadanie 7.14. Badano zale»no±¢ mi�dzy li
zb¡ wypalany
h dziennie papierosów a praw-dopodobie«stwem za
horowania na raka pªu
 w popula
ji 40-letni
h pala
zy, pal¡
y
h od10 lat. Poni»sza tabela zawiera informa
je o 7 losowo wybrany
h osoba
h:Li
zba papierosów 5 10 20 30 40 50 60Prawdopodobie«stwo raka 0.061, 0.113, 0.192, 0.259, 0.339, 0.401, 0.461,a) Wyzna
zy¢ pot�gowy model regresji opisuj¡
y badan¡ zale»no±¢.b) Przeanalizuj dopasowanie modelu.
) Osza
uj prawdopodobie«stwo za
horowania na raka pªu
 przez pala
za wypalaj¡-
ego 35 papierosów dziennie.
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