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Rozdzial 1

Praktyczne wprowadzenie do

uogolnionych modeli liniowych

W modelach liniowych, ktére juz znamy, zaklada sie, ze wariancja jest stata. Jednak w wielu
sytuacjach, w wielu zbiorach danych rozrzut nie jest staly, wigc potrzebne sg inne metody.

Najczesciej spotykane sytuacje, w ktérych zatozenie statoéci warinacji jest zlamane to:

e odpowiedz (zmienna odpowiedzi) jest proporcja (w przedziale (0,1)), czyli frakcja sukceséw

pewnego rodzaju; wariancja nie moze by¢ stata z powodu ograniczonego nosnika;
e zmienna odpowiedzi zlicza (sukcesy);

e zmienna odpowiedzi jest dodatnia (ciagla) lub ma inny, ale ograniczony (przynajmniej

z jednej strony) nosnik.
W tych wszystkich przypadkach zwiazek zmiennej odpowiedzi ze zmiennymi objasniajacymi

zwykle nie jest liniowy.

1.1 Przyklady

Zbiér danych lung capasity dotyczacych pojemnosci pluc (zmienna fev) w zaleznosci od wieku,

plci, palenia (zmienna binarna) oraz wzrostu. Dane znajduja sie w pakiecie GLMsData.



1.1. PRZYKLADY

> library(GLMsData) # taduje pakiet GLMsData
> data(lungcap) # Wczytuje dane
> head(lungcap)

Age FEV Ht Gender Smoke

3 1.072 46 F 0
4 0.839 48 F 0
4 1.102 48 F 0
4 1.389 48 F 0
4 1.577 49 F 0
4 1.418 49 F 0

Rozwazaé mozna wiele réznorakich modeli ze zmienng objaéniang fev. Posta¢ modelu, ktérg
wybieramy czesto wynika z wiedzy eksperckiej. Oto niektére z mozliwosci zawierajace zmiennej:

fev (y), age (z1), height (22), gender (z3), smoking status (x4):

poo= Bo + Bix1 + Baxa + Baxs
poo= Bo + Bowy  +  Psxz  + Pary
poo= Bo +  bina +  Pewa 4+ Bsws 4+ Pary
po= Po + pPrlogzr +  Boxg + Baza
poo= po + Baza + Bsriwa +  Bazs
p = prr1 +  far2  + Bary
logp = Bo +  fim +  far2 + Baxy
po = Bo + exp(Bir1) — exp(Baz2) + Baxs

Warto zastanowi¢ sie nad powodami, ktére mogltyby wskazaé na stusznosé poszczegdlnych
propozycji. Innym przykladem wartym rozwazenia sa dane o zemdleniach pilotéw militarnych
gforces znajdujacych sie w tej samej bibliotece.

Wprowadzimy teraz oznaczenia na funkcje wiarogodnosci, log-wiarogodnoéci i funkcje praw-
dopodobienstwa. Gestos¢ rozktadu lub funkcje prawdopodobienstwa oznaczaé bedziemy tym

samym symbolem
P(y;0),

gdzie y jest zmienna (byé¢ moze wektorem), a § parametrem lub wektorem parametréw. W przy-
padku proby losowej piszemy

n

P(y1, . yn;0) = [[ P(yi;0).
i=1



1.1. PRZYKLADY

Funkcja wiarogodnoéci jest funkcja parametréw rozktadu, a wartodci yi,...,yn sa pobierane
z danej préby i pelnig role parametréw. Podkreslamy to w zapisie poprzez zmienienie kolejnosci

argumentow:
n

L(O;y) = [[ P(yi: 0).

i=1
Funkcja log-wiarogodnosci

n

1(6;y) =log L(6;y) = Y _log P(ys; ).
i=1

Argument, w ktérym funkcje L i [ osiggaja maksimum bedziemy zwyczajowo oznaczaé¢ przez

dodanie daszka, np. 0.

Latwo mozna pokazaé, ze metoda najmniejszych kwadratéw (uzywana w regresji liniowej)

jest specjalnym przypadkiem metody najwieckszej wiarogodnosci. Rozwazmy model regresji

liniowej: Y; ~ N(u;, 0?) z nieznanym parametrem p; = fo + B1zi + ... + Gt 20

obliczeniu dostajemy

n

n 1
l(607 ey /Bpa 027y) = _5 10g(27TO'2) - 272 Z (yl - Hl)z .
aE =

Wiarogodno$¢ zalezy od fo, ..., 3, tylko przez sume kwadratéw réznic (02 jest ustalone).

Rozwazymy przyklad.

library(GLMsData)

#HHHH#E Wprowadzenie #########HHHHH#

HiHH# Maximum Likelihood for Estimating One Parameter

Hit## Przyktad z [Dunn, Smyth 2018]

# SOI - standarized difference between the air pressure at Darwin and Tahiti
data(quilpie)

names (quilpie)

head(quilpie)

mu <- c(0.2, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8) # Candidate valus to test
11 <- rep(0, 5)
for(i in 1:5)
11[i] <- sum(dbinom(quilpie$y, size =1, prob= mul[i], log=TRUE))

data.frame(Mu = mu, LogLikelihood = 11)

Zatem maksimum jest gdzie$ pomiedzy 0.4 a 0.6, w okolicy 0.5.



1.1. PRZYKLADY

x <- seq(0, 1, length = 100)
L = function(m){ sum(dbinom(quilpie$y, size = 1, prob = m, log = TRUE))}
mapply(L,c(0.4, 0.5))

plot(x, mapply(L, x), xlab = "p", ylab = " LogL(p)", type = "1")

L2 = function(m){ prod(dbinom(quilpie$y, size = 1, prob = m, log = FALSE))}
mapply(L,c(0.4, 0.5))

plot(x, mapply(L2, x), xlab = "p", ylab = "L(p)", type = "1")

muhat <- mean(quilpie$y); muhat

abline(v = muhat) # pionowa linia w maksimum

L(p)
1.5e-21 2.0e-21 2.5e-21 3.0e-21 3.5e-21
| | | | |

1.0e-21
1

5.0e-22
|

0.0e+00
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



1.1.

PRZYKLADY

1.1.1 Zadanie: Iteracyjne szukanie maksimum MLE dla dwéch zmiennych

objasniajacych

# start assuming that there is no relationship between SOI and y

#$BO0=0B1=0.5147

# Funckja obliczajaca macierz informacji

MakeExpInf <- function(x, mu) {
if (length(mu) == 1) mu <- rep(mu, dim(x)[1])
mu <- as.vector (mu)

return( t(x)%*% diag(mux*(1-mu))%*% x)

# Funkcja obliczajaca mu:
MakeMu <- function(x, beta){
eta <- x %*} beta

return( 1/ (1+exp(-eta)))

# Funkcja obliczajgca score vector
MakeScore <- function(x, y, beta) {
mu <- MakeMu(x, beta)

return( t(x) %*% (y-mu))

FitModelMLE <- function(y, x =NULL, maxits =8, add.constant = TRUE){

if( is.null(x) ){

allx <- cbind(Constant = rep(l, length(y)))}
else{

allx <- x

if (add.constant){

allx <- cbind(Constant = rep(1l, length(y)), x)



1.1. PRZYKLADY

num.x.vars <- dim(allx)[2] - 1
# Initials:
beta <- c(mean(y), rep(0, num.x.vars))

# Set up

beta.vec <- array(dim = c(maxits, length(beta)))

beta.vec[1,] <- beta
mu <- MakeMu(allx, beta)
score.vec <- MakeScore(allx, y, beta)

inf.mat <- MakeExpInf(allx, mu)

# Iterate to update

for(i in (2:maxits)){

beta <- beta + solve(inf.mat) %*Y, score.vec

beta.vec[i,] <- beta
mu <- MakeMu(allx, beta)
score.vec <- MakeScore(allx, y, beta)
inf.mat <- MakeExpInf(allx, mu)
}
# Compute log-likelihood
LLH <- sum(y*log(mu) + (1-y)*log(l-mu) )
return(list(coef = beta.vec[maxits, ],
coef.vec = beta.vec,
LLH = LLH,
inf.mat = inf.mat,
score.vec = score.vec,
mu = mu

)

H H O OH O H

MLE of parameter estimates

Estimates at each iteration
The maximum log-likelihood

The information matrix

The score vector

The fitted values

ml.quilpie <- FitModelMLE(y = quilpie$y, x = quilpie$sS0I)

Wykres modelu z danymi



1.1. PRZYKLADY

# Wykres modelu z danymi

plot(jitter(y, 0.15)~ SOI, data = quilpie, pch = 19, axes = FALSE, las = 2,
xlab = "July average SOI", ylab = "Rainfall exceeds threshold")

axis(side = 1, las = 2)

axis(side = 2, at=0:1, labels = c("NO", "Yes"), las = 2); box()

Y _fit <- 1/ (1+exp(-0.04813 - 0.1464 * quilpie$S0I))
library(ggplot2)
ggplot(quilpie, aes(S0I, jitter(y))) + geom_point() + geom_line(aes(SO0I, Y_fit))

12-

0.8~

jitter(y)

)
IS

0.0-

Bledy estymowane

inf.mat.inverse <- solve(ml.quilpie$inf.mat)
inf.mat.inverse
std.errors <- sqrt(diag(inf.mat.inverse))

std.errors

10



1.2. INFORMACJA: OBSERWOWANA I OCZEKIWANA

1.2 Informacja: obserwowana i oczekiwana

Druga pochodna funkcji log-wiarogodnosci okresla stopien stromosci nachylenia. Im jest wieksza
co do moduhu, tym nachylenie funkcji [ jest wieksze. Zatem wartos¢ drugiej pochodnej w okolicy
estymatora najwiekszej wiarogodnosci méwi o tym jak dobrze okreélony jest MLE. Méwi sie tu o

2 .
_d 2(992’3/) = — d[éée). W przypadku wielowymiarowym jest to

informacji obserwowanej. J(6;y) =

macierz. Definiujemy tez informacje oczekiwana
1(0) =E(J(6;Y)).

Jest ona latwiejsza do liczenia, nie zalezy od y, jest dodatnia dla dowolnego argumentu (podczas

gdy o J wiemy na pewno, ze jest dodatnia tylko w 6 = 9)

Zadanie: blad standardowy

Pokazaé, ze I(8) = E[U(0)] = Var[U(9)].

Stosujac rozwiniecie Taylora w punkcie 8 = 0 (patrz czesé teoretyczna kursu) otrzymujemy,
ze
Var[f] ~ 1/1(0).

Czyli odwrotnos¢ informacji obserwowanej aproksymuje btad estymatora MLE.

W przypadku, gdy 6 jest wektorem
Var[B;] ~ 1/1;;(B)

oraz

se(B;) = 1/\/L;;(B).

Przyktad regresji logistycznej

W rozwazanym przykltadzie Quilpie rainfall MLE /3’ jest rozwiazaniem uktadu réwnan

5 > i1 (Y — fa)
@) =| TR 2o
i1 (Y — )
Tutaj log(a/(1 — ) = X @ Rozwigzanie nie jest trywialne. Przyklad iteracyjnego

rozwiazania zaimplementujemy (patrz kod wczesniej).

1.3 Przypomnienie wlasnosci MLE dla rodzin wykladniczych

1. MLE jest niezmiennicze ze wzgledu na przeksztalcenia, tj. jesli s(-) jest funkcja réznowar-

A

tosciowa, to s(§) jest MLE s(&).

11



1.4. TESTOWANIE HIPOTEZ: DUZE PROBY

2. MLE jest asymptotycznie nieobciazony.
3. MLE jest ma asymtotycznie najmniejsza wariancje wérod estymatoréw asymptotycznie
nieobciazonych.

4. MLE jest zgodny, tj. zbiega do prawdziwej wartosci (wg prawdopodobienstwa).

5. MLE jest asymptotycznie normalny, tzn. ze jesli & jest prawdziwa wartoscia &, to
E~ N, (&0, 1&0) ™)
gdy n — oo, gdzie q jest wymiarem wektora . Réwnowaznie mozna napisaé, ze
(€= &) 1(&)(E - &) ~ X2,
gdy n — oo.

Ostatnia wlasno$¢ uzasadnia twierdzenia asymptotyczne o rozkladzie statystyk testowych.

1.4 Testowanie hipotez: duze proby

Krétko o ideach stojacych za poszczegdlnymi testami hipotez przy duzych wielkosciach préb.
Hipoteza zerowa bedzie Hy : & = €0 dla pewnej postulowanej wartosci £9. Hipoteza alternatywna
jest zaprzeczeniem zerowej: Hy : & # €0,

Omoéwimy trzy metody testowania Hy.

1. Test Walda ( Wald test) oparty jest na odleglosci euklidesowej E od £0:

(£ - £0)?

2 I

Var[¢]

gdzie Var[€] = 1/1(€). Jesli Hy jest prawdziwe, to W asymptotycznie ma rozklad x2. Gdy
testujemy hipoteze dotyczaca tylko jednego parametru, to mozemy zamiast W rozwazy¢
Z := /W, ktére bedzie mialo rozklad N(0, 1) asymptotycznie. Zauwazmy, ze znakowane Z
pozwala badaé réwniez hipoteze alternatywng w postaci jednostronnej, tj. Hy : &€ > &9 lub

HIZ§<£0.

2. The score test (test oceny) bada nachylenie log-warogodnosci w otoczeniu punktu £°.
7 definicji nachylenie w é jest réwne zero, wiec jesli nachylenie w €0 jest bliskie 0, to

wnioskujemy, ze £ jest bliskie é :

12



1.4. TESTOWANIE HIPOTEZ: DUZE PROBY

Jesli Hy jest prawdziwe, to S asymptotycznie ma rozktad x?. Podobnie jak w przypadku
W, mate wartosci S $wiadcza na korzy$¢ Hy. Warto zauwazyé, ze do obliczenia S nie jest

potrzebne é .

Gdy testujemy hipoteze dot. jednego parametru, to mozemy rozwazy¢ znakowany pierwia-

stek z S, ktory bedzie mial asymptotycznie rozklad normalny.

3. The likelihood ratio test (test ilorazu funkcji wiarogodnosci), LLR, opiera sie na odleglosci
1(€°) od 1(4):
L=2I(&y) — U%y)] -

Statystyka L asymptotycznie ma rozklad x?.

Wszystkie trzy testy asymptytcznie maja rozklad x3. Statystyki te sa réwnowazne dla n — co.

Testy dla przyktadu

Dla danych z Quilpie rainfall i modelu opartego tylko o y (ignorujemy SO0I), rozwazmy

hipoteze Hy : u = 0.5. Przypomnijmy, ze

p(l—p) 7
I()_uﬂ—u)
~ (p=p%)?
V=i am

Przy tym g = 0.5147, n = 48.

muhat <- mean(quilpie$y)

mu0 <- 0.5

n <- length(quilpie$y)

varmu <- muhat*(1-mubat)/n

W <- (muhat - muO)~2/varmu; W

[1] 0.05887446

13



1.4. TESTOWANIE HIPOTEZ: DUZE PROBY

Statystyka score

o UG _ (np—np®
(1)~ npuo(1— o)

S <- (muhat - muO) "2/ (muO*(1-mu0)/n); S

[1] 0.05882353
Test ilorazu wiarogodnosci

Lmu0 <- sum( dbinom(quilpie$y, 1, muO, log = TRUE) )
Lmuhat <- sum( dbinom(quilpie$y, 1, muhat, log=TRUE) )
L <- 2*x(Lmuhat - Lmu0); L

[1] 0.05883201
Warto jeszcze odniesé sie do odpowiednich p-wartosci.

P.W <- pchisq(W, df=1, lower.tail=FALSE) #Wald
P.S <- pchisq(S, df=1, lower.tail=FALSE) #Score
P.L <- pchisq(L, df=1, lower.tail=FALSE) #Likelihood ratio

round(c(Wald = P.W, Score = P.S, LLR = P.L), 5)

Wald Score LLR

0.8082 0.80837 0.80835

Whioskujemy, ze dane sa zgodne z hipoteza zerowa, ze p = 0.5.

1.4.1 Testy dotyczgce wektora &

Rozwazmy hipoteze Hy : & = €0, gdzie £V jest postulowang wartoécig wektora £. Defnicje

poszczegdlnych statystyk testowych:

W= (£-&T1(d)(€ - & (1.1)
S=UE)"16)'UE; (1.2)
L=2[&y) - 1" y)] . (1.3)

Kazda z nich ma asymptotycznie (z n — 0o) rozklad x?(q), gdzie ¢ jest dtugoécia wektora €.

Przyklad Tym razem testowana bedzie hipoteza Hy : 8 = [0, 0]”.

14



1.4. TESTOWANIE HIPOTEZ: DUZE PROBY

##### Test Walda #####

ml.quilpie$coef

beta0 <-c(0,0); betahat <- ml.quilpie$coef

distance <- betahat - betal

W.global <- t(distance) %*% ml.quilpie$inf.mat¥*%distance
p-W.global <- pchisq(W.global, df = 2, lower.tail = FALSE)

round(c(W.global, P = p.W.global), 6)

Dane nie sa zgodne z Hy.

#### Score Test ####

U <- MakeScore(cbind(1l, quilpie$S0I), quilpie$y, betal)

inf .mat.score <- MakeExpInf(cbind(1, quilpie$S0I), 0.5)

inf .mat.inverse <- solve(inf.mat.score)

S.global <- t(U) %*% inf.mat.inverse %x*% U

p.S.global <- pchisq(S.global, df = 2, lower.tail = FALSE)

round(c(score.stat=S.global, P=p.S.global), 6)

Dane nie sg zgodne z Hy.

#### Test Likelihood Ratio ####

mu <- ml.quilpie$mu

Lbeta0 <- sum(dbinom(quilpie$y, 1, 0.5, log=TRUE))
Lbetahat <- sum(dbinom(quilpie$y, 1, mu, log=TRUE))
L.global <- 2x(Lbetahat - LbetaO)

p.-L.global <- pchisq(L.global, df=2, lower.tail=FALSE)

round(c(LLR.stat = L.global, P = p.L.global), 6)

Dane nie sg zgodne z Hy.

Wartosé p-wartosci testu Walda jest ok. 10 razy wieksza od pozostalych.

1.4.2 Testowanie hipotez méwigcych o pewnym podzbiorze parametréw

Nie spos6b pomingé problemu testowania hipotez, ktére dotycza tylko wybranych parametrow.

15



1.4. TESTOWANIE HIPOTEZ: DUZE PROBY

Podzielimy ¢ na dwie czesci: €1 dhugodci ¢ i & dtugosci o, takie ze €7 = [¢], €3], 1 + 2 = ¢.
Hipoteza zerowa Hy : & = £9 bedzie testowana przeciwko dwustronnej alternatywie.

Dzielimy macierz informacji na bloki:

. Ly o
I(§) = ,
Iy Iz
gdzie I;; jest maceirza ¢q1 X q1, a I2o macierza wymiaru g X g3. Podobnie dzielimy macierz

odwrotna odpowiednio oznaczajac bloki
Ill 112
16t =
O = W |
gdzie 122 = (Iyy — Iy 155 I15) ™! (sprawdzi¢ dla ¢; = ¢ = 1. Niech ponadto &* = [&, €9"]7.
Wtedy
W= (&-&) () (&-8)
S=U(E) 1) UE);
=2[1(&;y) — U5 y)].

Kazda z nich ma asymptotycznie rozktad XZ2'

Dla danych Quilpie rainfall zbadaé hipoteze Hy: 61 = 0 w modelu p = By + $1S01.

Nalezy pamietaé, ze trzeba réwniez znalezé £*. (Laboratoria).

Szczegdlnym przypadkiem jest &2 dlugosci jeden, g2 = 1. Wtedy hipoteza zerowa przybiera

czesto spotykana postac

L B =By
dla pewnego j € {1,2,...,q}. W tej sytuacji mozemy stosowaé statystyke
0
;&8P
Var(fj)

gdzie Z ~ N(0, 1) gdy n — oc.
Uwaga! Test Walda, najprostszy do przeprowadzenia, w pewnych sytaucja moze by¢ ztudny.

Zdarza sie, ze W maleje, gdy rdéznica §J &; rosnie(!). Jest to tzw. efekt Haucka Donnera.

1.4.3 Przedzialy ufnosci testow

Teoretycznie przedzial ufnoéci jest tatwo wyznaczy¢. Natomiast w praktyce, przedzial mozna

wyznaczy¢ explicite tylko dla testu Walda. W przypadku jednej zmiennej:

& — Za/z\/m <& <&+ Za/2\/m'
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1.5. DIAGNOSTYKA DOPASOWANIA

Dla rozpatrywanych danych Quilpie rainfall w modelu ze zmienng objasniajaca SOI
znajdziemy przedzial ufnosci dla B;. Warto$é log-wiarogodnosci w /3’0 i Bl wynosi
1(Bo, Br1;y) = —37.95. Natomiast dla o = 5% kwantyl X1 o = 3.841. Zatem grani-

cami przedziatu ufnosci sa rozwigzania réwnania
9 [—37.95 —1(Bo, Bu; y)} — 3.841

ze wzgledu na ;.

Rozwigzujac numerycznie dostajemy ostatni wiersz ponizszej tabeli.

Rodzaj testu Od Do

Wald: 0.06238 0.2305
Score: 0.06552  0.2289
LLR: 0.07191 0.2425

Zauwazy¢ ktére przedzialy sa symetryczne wzgledem Bl = 0.1464 oraz ze przedzial testu Score

zawiera sie w przedziale testu Walda.

1.5 Diagnostyka dopasowania

Wyobrazmy sobie, ze wyestymowalismy S, czyli znalezliSmy wektor @ . Innymi stowy, dopaso-
waliSmy model. Jak zmierzy¢ jako$¢ dopasowania tego modelu? Potrzebujemy jakiejs (dobrej!)
miary rozrzutu pomiedzy obserwacjami i dopasowanym modelem. Tutaj w lub w; oznacza wage

obserwacji (prior weights). Jesdli nie przyjmujemy inaczej, to jest ona réwna 1.

e Uzywana w klasie regresji liniowej 3 (y; — 7;)? nie jest wlasciwa miara dopasowania, bo nie
ma sensu dla rozkladu, ktéry nie jest symetryczny, ani dla odpowiedzi binarnej. (Dodatkowo
zaklada jednorodno$é wariancji, a w rodzinach wyktadniczych (generalnie) wariancja zalezy

od éredniej.)

e Rezydua Pearsona: problemu ze zmienna wariancja pozbywamy sie wydzielajac przez

nig (ale jest to tylko przyblizenie!)

resid(fit, type = "pearson").

e Dewiancja (ang. deviance) — metoda powszechnie stosowana w przypadku estymacji

parametréw za pomoca MLE (czyli tak jak jest w GLM).
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1.6. PRZYKEADOWE ZADANIA

Dewiancja

Dewiancja modelu modl z estymatorem 7 wynosi
Dpoa1 = 2[l(perfect fit) — I(modl)].

Inaczej

D(y,#) =2 [y, y) - U(#,y)] -

Dewiancja (w pewnym sensie) poréwnuje nasz dopasowany model z doskonalym dopasowaniem.

Rezyduami dewiancyjnymi nazywamy znakowany pierwiastek z dewiancji dla jednej obserwacji:

rp = sign(y — fi)\/wD(y, ).

W R sg to rezydua zwracane w domys$lnym trybie przez funkcje resid(). Jesli spelniony jest

warunek 7 < 1/3, to rezydua dewiancyjne maja asymptotycznie rozkltad normalny.

Saturacja: model saturowany,/ model wysycony ma miejsce, gdy obserwacji jest tyle ile esty-
mowanych parametréw (p + 1), o ile macierz objasniajaca jest pelnego rzedu (w przeciwnym
wypadku nie da si¢ dopasowa¢ modelu!). Wéwczas # =y (to powinno by¢ jasne).

Przy pewnych zatozeniach statystyki zwigzane z dewiancja i rezyduami Pearsona maja

asymptotycznie rozktad x2. Jak podaje ? warunkiem wystarczajacym jest w przypadku dewiancji,

aby:

A w przypadku statystyki Pearsona, aby:

T <

| =

Co te warunki oznaczaja dla konkretnych modeli, powiemy poézniej.

1.5.1 Inne sposoby badania jakosci dopasowania modelu logistycznego

W klasycznej regresji liniowej rozwazalidmy

S (yi — 9:)?
Yi — Yi

R>=1-

)

gdzie y; — $rednia warto$¢ odpowiedzi. To byl procent wariancji wyjasnionej przez model.

1.6 Przykladowe zadania

1. Korzystajac z funkcji rexp() wygenerowa¢ n = 100 losowych wartosci z rosktadu wyktad-

niczego z u = 1.
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1.6. PRZYKEADOWE ZADANIA

Naszkicowaé¢ wykres funkcji wiarogodnosci dla p od 0.75 do 1.25. Dodaé pionowe

proste wskazujace i i u° = 1.

Przetestowaé hipoteze Hy : p = 1 korzystajac z testéw Walda, Score i LLR.

Stworzy¢ wykres statystyk Walda, Score i LLR wzgledem u. Pozioma prosta wskazaé

wartoéci krytyczne x?. Poréwnaé wartosci statystyk testowych dla réznych wartosci fi.

Znalezé 95% przedzial ufnosei dla statystyki Walda.

2. Rozwazmy problem esymacji Sredniej dla préby w1, ..., ¥, z rozkladu normalnego o znanej

wariancji o2.

e Zmajdz funckje wiarogodnoéci i log-wiarogodnoéci.

e Znajdz score function.

Korzystajac ze score function znajdz MLE pu.

Znajdz informacje obserwowana i oczekiwana dot. p.

Znajdz btad standardowy fi.

Sprawdz prawdziwos¢ hipotezy Hp : u = 0 za pomocy testow Walda, Score i LLR.

e Pokaz, ze w tym przypadku S =W = L.

3. Dla rozktadu wyktadniczego

P(y; p) = exp(=y/n)/ 1,
dla p > 01y > 0 estymujemy $érednia p na podstawie préby yi, ..., yn.

e 7mnajdz funckje wiarogodnoéci i log-wiarogodnoéci.

e Zmnajdz score function.

e Korzystajac ze score function znajdz MLE pu.

e Znajdz informacje obserwowana i oczekiwang dot. p.

e Pokaz, ze blad standardowy [ to se(f1) = fi/v/n. (Uwaga na zapis!)

e Pokaz, zedla Hy: p=1: W= (a—1)%/(a%/n), S=n(a—1)?i L =2n(a—logp—1).

e Sporzadz wykresy W, S i L dla p miedzy 0.5 a 2 dla n = 10 oraz dla n = 100.

Skomentuj.
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Rozdzial 2

Modelowanie proporcji — model

logistyczny

2.1 Przypomnienie

Dane binarne to dane, w ktérych zmienna odpowiedzi jest dwuwartosciowa. Sukces badz porazka,

kodowane zwykle za pomoca 11 0. Spdjrzmy na losowa sktadowa GLM dla takich danych.
Niech Y bedzie binarng zmienng odpowiedzi.

Niech m:=p:=PY =1), 1 — p=P(Y =0). Zauwazmy, ze u = EY.

Inaczej: P(y,p) = p¥ (1 — p)' =Y — rozklad zadany przez 1 parametr u € (0,1).

Wéwezas EY = p, Var(Y) = p(1 — p).

20



2.2. DANE ZGRUPOWANE - MODEL DWUMIANOWY

2.2 Dane zgrupowane — model dwumianowy

Przyktad

Mamy dziesieciu pacjentéow z 2 réznych szpitali (X;), ktérych poddajemy dwém réznym
terapiom (X2). Wynik leczenia kodujemy za pomoca zmiennej Y. Zatem {y; = 1} oznacza,

ze ity pacjent wyzdrowial, a {y; = 0} oznacza, ze nie wyzdrowial.

1 | Y | Xh Xo
1 10| 1 1
2101 2
310 2 1
4 10 1 2
5 | 1] 1 2
6 |1 1 1
71| 1 2
8 | 1| 2 2
9111 2
101 2 2

Dane te mozemy zapisa¢ w mniejszej tabeli poprzez zgrupowanie:

7 m; Z,L Fl X1 X2

1] 2 1 051 1 1

215 3 061 2
311 0 O 2 1
41 2 2 1 2 2

Sprobujmy wykonaé¢ operacje grupowania danych w R. Dane lizardRaw z pakietu gRim

dotycza zwyczajéw budowy gniazd przez jaszczurki dwéch gatunkéw (dist, anoli).
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2.3. DOPASOWANIE MODELU - OCENA JAKOSCI

> data(lizardRAW)
> head(lizardRAW)

diam height species

1 >4 >4.75 dist
2 >4 >4.75 dist
3 <=4 <=4.75 anoli
4 >4 <=4.75 anoli
5 >4 <=4.75 dist
6 <=4 <=4.75 anoli

Teraz agregujemy dane, aby dla kazdego réznego wektora wartosci byt doktadnie jeden wiersz w

tabeli:

> as.data.frame(ftable(lizardRAW))

diam height species Freq

1 <=4 <=4.75 anoli 86
2 >4 <=4.75 anoli 35
3 <=4 >4.75 anoli 32
4 >4 >4.75 anoli 11
5 <=4 <=4.75 dist 73
6 >4 <=4.75 dist 70
7 <=4 >4.75 dist 61
8 >4 >4.75 dist 41

2.3 Dopasowanie modelu — ocena jakosci

2.3.1 Dewiancja dla proporcji

Twierdzenie 1.

Gdy n; = 1 dla kaZdego i, to:
D(y,i) = -2 log(1—|yi — i), D(y,i) =0
i=1

i Towno$¢ zachodzi tylko gdy *# =y.
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2.3. DOPASOWANIE MODELU - OCENA JAKOSCI

Dowdd. Dowdd przeprowadzamy dla n; = 1. Przypadek pozostaly jest analogiczny.

Zauwazamy, ze w modelu wysyconym logwiarogodnosé¢ wynosi 0:

ly,y) =0,

poniewaz I(y;, y;) = y;logy; + (1 — ;) log(1 — ;) = 0.

Zatem
D(y,#) = =2l(f,y) = -2, [yilog(#i) + (1 — y;) log(1 — #:)]
= =230 [log#il(yi = 1) +log(1 — ;) I(y; = 0)]
= =235 log (1 — [yi — i) -
Zeby powyzsze wyrazenie byto réwne 0, to koniecznie jest, aby kazdy element byl réwny 0, a wiec
lyi — 7i| = 0. A
Warto mie¢ swiadomos$é pomiedzy charakterem danych indywidualnych i zgrupowanych:

e konstrukcja modelu wysyconego: dla indywidualnych danych dopasowuje sie doktadnie do

Y1, - - -, Yn, Natomiast dla danych grupowych — do proporcji: 1, ..., Yn.
e w pierwszym przypadku osobny estymator 7; dla kazdej obserwacji, a w drugim dla kazdej
grupy.
2.3.2 Dewiancja jako statystyka testowa dopuszczalno$ci modelu

Warunek 7 < 1/3 oznacza, ze n;y; > 31 p(1 —y;) > 3 dla kazdego i. W przypadku danych
binarnych (n; = 1 dla kazdego i) D(y, /i) nie ma asymptotycznie (przy n — oo) rozkladu x? (bo

stopnie swobody zwiekszaja sie wraz z n).

Asymptotyczne zachowanie dewiancji

Dla danych z rozkladu dwumianowego D(y, /i) ma asymptotycznie rozklad x? o N —dim(x))
stopniach swobody. Innymi stowy, niech N bedzie liczba grup, n; — oo — licznodcia itej
grupy i = 1,2,..., N. Wtedy, przy prawdziwosci Hy : {y; jest obserwacja z rozkladu
bn(n;, u),i =1,2,..., N}, zachodzi

D(y, i) = D ~ X%N—(p+1))'

Zwykle uwaza sie, ze dopasowanie modelu jest niedostateczne jesli D(y, i) > 21— — kwantyl
rzedu (1 — «) z rozktadu x2(N — (p + 1)), gdzie a jest ustalonym przez nas poziomem istotnosci

(np. a =0.05).

23



2.3. DOPASOWANIE MODELU - OCENA JAKOSCI

Procent dewiancji objasnionej przez model. Niech [, — log-wiarogodno$¢ analizowa-
nego modelu, 5, [y — analogi dla modelu wysyconego (saturated) i minimalnego (null). Oczywiscie

lop <l <ls. Procent dewiancji objasnione;j:

=1l
Tl

€ [0,1].

K =~ 0 — badany model nie poprawia dopasowania w stosunku do modelu minimalnego.

K =~ 1 — badany model dopasowuje sie tak dobrze jak wysycony.

2.3.3 Statystyka Pearsona — alternatywa dla dewiancji
N

. A2
X%:Zn' (yi — ;)

(1= )
gdzie 7; = h(;;[@ Gdy N jest ustalone i n; — oo dlai =1,2,..., N, to xp asymptotycznie ma

rozktad x? z N — dim(x) stopniami swobody.

Uwaga 1. Rezydua Pearsona

A

Yi — T

rp(yi, Ti) =
nie majg jednostkowej wariancji, ale

Var(rp(Yi, #;)| ;) = 1.

Rezydua dewiancyjne

ro(Yi, 7i) = sign(y; — ﬁz‘)\/ni {!?z' 10g7% + (1 —yi)log i — S
Funkcja signum na poczatku zapewnia, ze znak rp jest taki sam jak znak r, — rezyduum Pearsona.
Zauwazmy, ze

D(y.#) = > rp(¥i, i)
i

Znamy asymptotyczne zachowanie dewiancji. Jednak moga pojawi¢ si¢ sytuacje, w ktérych
przedstawione wyzej statystyki nie sa uzyteczne, tj. gdy nasze grupy sa malych licznosci. Innym
problemem jest niejednostkowa wariancja rp i rp. Radzimy sobie z tym poprzez standaryzacje.

Do przyblizonej estymacji wariancji uzywa sie tzw. macierzy daszkowej (hat matrix)
0= wW"HTx(xTwx) xTw'/2,

gdzie W = diag(n;m;(1 — #;)). Oznaczmy H= [hijlij=1,..N-
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2.4. POROWNYWANIE MODELI

Standaryzowane rezydua dewiancyjne

rp,s(Ji, Ti) = 1)
S 1y ') — I

gdzie h;; jest elementem macierzy

Standaryzowane rezydua Pearsona

rp o (Gir 5) = rp(Yi, i)
S 1y ) T 9
’ V1= hi

gdzie h;; jest elementem macierzy

2.3.4 Wplyw itej obserwacji na estymatory

Zdarza sie, ze w danych wystepuja obserwacje odstajace, ktére powoduja znaczne przesuniecie
estymatoréw w pewnym kierunku. Jest to sytuacja niepozadana, poniewaz zbyt duzy wplyw
obserwacji nietypowych oddala estymatory od prawdziwych wartoéci estymowanych. Jedna z miar
wplywu danej obserwacji jest odleglo$é¢ Cooka. Oczywiscie, nie kazda wplywowa obserwacja
musi by¢ odstajaca (!).

Odlegtosé Cook’a itej obserwacji definiujemy nastepujaco

c(z) = (B(z) _é)TXTWX(é(Z) - ﬁ)a

A

gdzie W = diag(p1(1 — p1), -« oy pn(1 — 1)), g(i) - estymator MLE pochodzacy z dopasowania

modelu do danych bez i-tej obserwacji.

2.4 Poréwnywanie modeli

W przypadku modeli zagniezdzone mozemy korzystaé z dewiancji.

2.4.1 Modele niezagniezdzone

Poréwnujemy satystyki dopasowania poszczegdlnych modeli, ale nalezy zwroéci¢ uwage na liczbe

parametréw w poréwnywanych modelach.

1. Jesli modele maja jednakowa liczbe parametréw, to mozna obliczy¢ dla nich osobno

statystyki dopasowania i je poréwnad;

2. Jedli nie, tzn jest inna liczba parametréw, to statystyki dopasowania faworyzujg model o

wiekszej liczbie parametrow;
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2.5. PRZYKLADOWE ZADANIA

Stad wprowadzane sa kary, np.:

AIC = —QZ(@ + 2 - (#dop. parametréw),

BIC = —QZ@) + log(n)(#dop. parametréw).

2.5 Przykladowe zadania

1. Dopasowaé¢ do danych ze zbioru bliss

conc | dead | number
0 2 30
1 8 30
2 15 30
3 23 30
4 27 30

model logistyczny y ~ conc.

Utworzy¢ rozwinieta kopie zbioru bliss (w postaci danych niegrupowanych), na przyklad

za pomoca instrukcji rep. Dopasowaé model logistyczny. Poréwnaé wspdlczynniki z

uzyskanymi w poprzednim punkcie.

2. Dopasowaé¢ model logistyczny do nastepujacych danych:

V| x

1
112
113
0|4
0|5
06

Wyjasni¢ przyczyne duzej liczby iteracji w algorytmie Fisher Scoring podawanej przez R.

3. Zbiér malaria zawiera informacje na temat liczby oséb posiadajacych przeciwciata (Sposi-

tive) posréd wszystkich badanych oséb (Number) w danej grupie wiekowej (Age). (Prze-

ciwciata produkowane przez organizm jako ochrona przed malaria pozostaja w organizmie

takze po wyzdrowieniu i sa wykrywane przez test serologiczny — osoby z przeciwciatami

maja dodatni wynik testu serologicznego.)
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2.5. PRZYKLADOWE ZADANIA

1. Dopasowa¢ model regresji logistycznej uzywajac wieku jako jedynej zmiennej objasniaja-
cej.

2. Dopasowaé¢ model regresji liniowej dla logitéw proporcji z wagami n(proporcja)(l —
proporcja). Poréwnaé wyniki tego modelu i modelu z poprzedniego punktu.

3. Uzywajac modelu logistycznego, oszacowaé wiek, dla ktérego prawdopodobienstwo
dodatniego odczynu wynosi 1/4.

4. Skonstruowaé przedzial ufnosci dla prawdopodobienstwa dodatniego odczynu w wieku
20 lat.

5. Narysowaé wykres frakcji przypadkéw dodatniego odezynu serologicznego w zaleznosci

od wieku wraz z dopasowana krzywa.

. Zbior finance zawiera dane dotyczace kondycji finansowej 46 przedsiebiorstw na podstawie
czterech wskaznikéw finansowych.

1. Dopasowa¢ model logistyczny. Przetestowaé hipoteze, ze zbiér zawiera zmienne istotne i
obliczy¢ procent dewiacji wyjasnianej przez model.

2. Za pomocy instrukcji ’dropl’ dokonaé¢ sekwencyjnego usuniecia z modelu nieistotnych
zmiennych. Poréwnaé mniejszy model z modelem wyjéciowym. Obliczyé procent dewiacji
wyjasnianej.

3. Za pomocy instrukcji’step’ dokonaé sekwencyjnego usuniecia z modelu nieistotnych
zmiennych. Poréwnaé¢ mniejszy model z modelem wyjéciowym. Obliczy¢ procent dewiacji
wyjasniane;j.

4. Rozpatrzy¢ rezydua oparte na dewiacjach. Wyliczy¢ standaryzowane rezydua i narysowacé
ich wykres kwantylowy.

5. Wyrzucié¢ obserwacje potencjalnie odstajace, dopasowaé¢ powtérnie model i obliczy¢ dla

niego procent dewiacji wyjasnione;j.

. (Test Hosmera-Lemeshowa) Zbiér HosLemData zawiera zmienna obja$niang y i zmienng
objasniajaca x.

1. Dopasowaé¢ model regresji logistycznej do danych z HosLemData i zastanowié¢ si¢ nad
mozliwoscia zbadania jakoéci dopasowania za pomoca testu opartego na dewiancjach i testu
Pearsona.

2. Zaimplementowaé test Hosmera-Lemeshowa z liczbg grup g = 10. Co z niego wynika?
3. Przeprowadzi¢ na tych samych danych testy Hosmera-Lemeshowa z ¢ =9, g = 11 i

g = 12. Co z nich wynika?
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Rozdziat 3

Zliczanie

3.1 Regresja Poissonowska

Przypomnijmy, ze zalozenia modelu Poissona sa nastepujace:

(a) Nie ma gérnego ograniczenia na liczbe tego co zliczamy lub ograniczenie to jest bardzo duze

(np. ograniczeniem na liczbe zachorowan jest liczba wszystkich os6b w danej populacji);
(b) Zliczane zdarzenia sa (lub moga by¢ uznane za) niezalezne.

Wprowadzmy oznaczenie P(y, p) :=P(Y = y), jeSli Y ~ Pois(u).
Model regresji poissonowskiej:

Niech:
® (¥i,X;)i=1,..n — n niezaleznych obserwacj,
o pi = E(Yi|z:),
o Y;|x; ~ Pois(u;) — sktadowa losowa modelu.

Skladowa systemowa (czyli dalsze zalozenia modelu):
pi = exp(x] f) < log i = x; B.

Zauwazmy, ze p; > 0 dla kazdego i =1,...,n.

Wazng zaletg regresji poissonowskiej z logarytmiczna funkcja taczaca jest tatwosé interpretacji
wspoOtczynnikéw. Dazieki temu lepiej rozumiemy, co oznaczaja konkretne wartosdci estymatorow.
Spojrzmy:

p(x) = exp(x’ ) = e - e"1Fr. . etefr

czyli 3; ma multiplikatywny wplyw na u:
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3.1. REGRESJA POISSONOWSKA

M(ml, ey L1, Ty + 1,$j+1a s ’xp) o eﬁj
(e, o 1, T, T, ., Xp)
albo
log (@1, .y zj—1 @5 + Ly, 2p) = log (@, o, 2jo1, @5, @i, -, 1) = B

Widzimy, ze zwiekszenie wartoéci jtej zmiennej objaéniajacej o 1 powoduje zmiane u(x) e’ razy.

Inne mozliwe funkcje taczace dla rozktadu Poissona:

e h(z) = 2?. Wtedy /i = x! . Jednak pu(x) = (Bo + B1x1 + ... + Bpxp)? jest trudne

w interpretacji!

o h(x)=|z|, czyli p(x)) = Bo+ fiz1+ ...+ Bpxp|. Tutaj problemem jest nierézniczkowalnosé

w 0.

Bedziemy analizowa¢ przyklad pochodzacy z [2018 GLM 10.6]. W badaniu nad zachowaniem

skrzyploczy (zwanych tez mieczogonami, a po angielsku horsehoe crab) (Limulus polyphemus)

Dprébowano zaobserwowaé liczbe samcéw (Sat) tego gatunku ‘krazacych’ wokél nie swojej

samicy w zaleznosci od jej cech: koloru Col, wagi Wt, stanu jej szkieletu/kregostupa Spine

i szerokosci pancerza Width. Badacze chcieli odpowiedzie¢ na pytanie: jakie czynniki wplywaja

na atrakcyjnos¢ samicy w oczach ’'skrzyploczy—satelit’?

> library(GLMsData)

> data(hcrabs)

> head(hcrabs)

Col Spine Width Sat

1 M NoneOK 28.3
DM NoneOK 22.

LM BothOK 26.

2 5
3 0
4 DM NoneOK 24.8
5 DM NoneOK 26.0
6 8

M NoneOK 23.

8
0
9
0
4
0

Wt
3050
1550
2300
2100
2600
2100

Wartosci przyjmowane przez zmienna col (kolor): L —light, LM — medium light, M — medium,

DM - dar medium, D — dark powinny by¢ zrozumiate. Zmienna Spine moéwi ile stron szkieletu

skrzyplocza jest nienaruszonych (jedna — OneOK, dwie — BothOK lub zero — NoneOK). Te zmienne

sg uporzadkowane w naturalny sposob, wiec tak je bedziemy reprezentowad:

LCo ciekawe zwierzeta te nie sa krabami, maja niebieska krew i dla tej krwi, wykorzystywanej w medycynie, sa

one zbierane przez ludzi. Po pobraniu krwi sa z powrotem wrzucane do oceanu.
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3.1. REGRESJA POISSONOWSKA

> hcrabs$Col <- ordered(hcrabs$Col, levels = c("LM", "M", "DM", "D"))

> hcrabs$Spine <- ordered(hcrabs$Spine, levels = c("NoneOK", "OneOK","BothOK"))

Analize rozpoczniemy od obejrzenia wykreséw zaleznosci liczby Sat od poszczegdlnych cech

samicy.

with(hcrabs,{
logSat <- log(Sat+1)
plot( jitter(Sat) ~ Wt, ylab="Sat", las=1)
plot( jitter(logSat) ~ log(Wt), ylab="log(Sat+1)", las=1)
plot( logSat ~ Col, ylab="log(Sat+1)", las=1)
plot( jitter(Sat) ~ Width, ylab="Sat", las=1)
plot( jitter(logSat) ~ log(Width), ylab="log(Sat+1)", las=1)
plot( logSat ~ Spine, ylab="log(Sat+1)", las=1)
1))

Pierwszy wykres — zalezno$¢ od wagi (Wt) nie wskazuje na duze zréznicowanie. Odrobine
wiecej wida¢ w przeskalowaniu logarytmicznym: mozna mie¢ wrazenie, ze ciezsze samice maja
troche wiecej satelitow. Z kolei jasniejszy kolor wydaje sie byé¢ duzo atrakcyjniejszy (trzeci
wykres). Szerokosé¢ pancerza (Width) tez troche zwieksza liczbe potencjalnych partneréw. Ostatni
z wykreséw pokazuje wykresy pudetkowe liczby satelitow wzgledem stanu szkieletu. Trudno jest
wyciggnaé¢ wnioski.

Musimy pamietaé¢ o zwigzkach miedzy poszczegdlnymi cechami:

> with(hcrabs, {
+ plot( log(Wt) ~ log(Width), las=1 ) # praktycznie liniowy zwigzek
+ plot( log(Wt) ~ Col, las=1 ) # ciezsze sa jadniejsze albo

# jaSniejsze sa ciezsze (8rednio)

+

plot( log(Wt) ~ Spine, las=1 ) # bez uszkodzen s3 ciezsze, ale
# z jednym sg najlzejsze (Srednio)

+ 1)

> coef(Im( log(Wt) ~ log(Width), data=hcrabs ))
(Intercept) log(Width)

-0.60 2.56

Wiec WT = e7{-0.6}\cdot (Width)~{2.56}. Caltkiem zgodne z fizyka.
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3.1. REGRESJA POISSONOWSKA

Czy spelnione sg zatozenia modelu Poissona? Zmienna Sat jest zliczaniem, wartosci nie sa
ograniczone. 7Z drugiej strony mieczogony sa zwierzetami stadnymi i jako taki, moga zachowywacé
sie zgodnie z zasada rich get richer, a wiec nie niezaleznie. Jedli tak, to mozna to prébowac objac
modelem Poissona z nadwyzka rozproszenia (overdispersion), ktéry oméwiony byt w Teoretycznym

Kursie GLMéw.

> # dopasowanie zywktego modelu Poissona
> crabs.mP <- glm(Sat ~ log(Wt) + log(Width) + Spine + Col,
+ family=poisson, data=hcrabs)

> summary(crabs.mP)

Call:
glm(formula = Sat ~ log(Wt) + log(Width) + Spine + Col, family = poisson,

data = hcrabs)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-3.1062 -1.8222 -0.4923 0.8702 4.8754

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) -11.16015 1.99295 -5.600 2.15e-08 *x*x

log(Wt) 1.75627 0.46757  3.756 0.000173 ***
log(Width) -0.47766 1.34521 -0.355 0.722526

Spine.L -0.03786 0.08272 -0.458 0.647207

Spine.Q 0.15293 0.16125 0.948 0.342936

Col.L -0.35880 0.15587 -2.302 0.021345 *

Col.Q 0.10484 0.12284  0.853 0.393407

Col.C 0.05789 0.09123 0.635 0.525714

Signif. codes: 0O “*x**’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ > 1
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3.1. REGRESJA POISSONOWSKA

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 632.79 on 172 degrees of freedom
Residual deviance: 540.95 on 165 degrees of freedom

AIC: 912.24

Number of Fisher Scoring iterations: 6

Dopasowanie modelu quasipoissona

> crabs.mgP <- glm(Sat ~ log(Wt) + log(Width) + Spine + Col,
+ family=quasipoisson, data=hcrabs)

> summary (crabs.mgP)

Call:
glm(formula = Sat ~ log(Wt) + log(Width) + Spine + Col, family = quasipoisson,

data = hcrabs)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.1062 -1.8222 -0.4923 0.8702 4.8754

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) -11.16015 3.56504 -3.130 0.00206 *x*

log(Wt) 1.75627 0.83641 2.100 0.03727 *

log(Width) -0.47766 2.40635 -0.199 0.84290

Spine.L -0.03786 0.14797 -0.256 0.79840

Spine.Q 0.15293 0.28845 0.530 0.59671

Col.L -0.35880 0.27883 -1.287 0.19997

Col.Q 0.10484 0.21974 0.477 0.63392

Col.C 0.05789 0.16319 0.355 0.72324

Signif. codes: 0 ‘“*xx’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ > 1
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3.1. REGRESJA POISSONOWSKA

(Dispersion parameter for quasipoisson family taken to be 3.199899)

Null deviance: 632.79 on 172 degrees of freedom
Residual deviance: 540.95 on 165 degrees of freedom

AIC: NA

Number of Fisher Scoring iterations: 6

Oczywiscie estymowane parametry sa w obu modelach takie same (zgodnie ze znana teoria).
Estymator rozproszenia w przyblizeniu ¢ = 3.20.

Przeprowadzamy test F (ktéry jest odporny na nadwyzke rozproszenia)

> anova(crabs.mgP, test="F")
Analysis of Deviance Table
Model: quasipoisson, link: log
Response: Sat

Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev F Pr(>F)
NULL 172 632.79
log(Wt) 1 83.084 171 549.71 25.9645 9.429e-07 *x*x*
log(Width) 1 0.007 170 549.70 0.0023 0.9621
Spine 2 1.125 168 548.58 0.1758 0.8389
Col 3 7.630 165 540.95 0.7948 0.4984
Signif. codes: 0 ‘“*xx’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 < > 1

Tylko zmienna Wt, czyli waga, jest istotna. Jakie wnioski mozna wyciagnaé? Czy te zwierzeta

lepiej wyczuwaja wage niz widza pozostale cechy? (tak sugeruja autorzy [2018GLM]).

> # model z tylko jedna zmienng objasSniajaca
> crabs.m2 <- glm(Sat~ log(Wt), family= quasipoisson, data = hcrabs)
> printCoefmat (coef (summary(crabs.m2)), digits = 3)
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -12.568 2.664 -4.72 4.9e-06 *xx
log(Wt) 1.744 0.339 5.15 7.0e-07 **x

Signif. codes: 0 ‘“*xx’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ > 1
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3.2. MLE DLA REGRESJI POISSONOWSKIEJ

Sprawdzmy jeszcze symulacyjnie jak dobre jest przyblizenie dewiancji rozkladem x2. Jesli
model jest dobry, to powinno by¢ dobre. Dobre, oznacza bliskie wartosciom teoretycznym: liczba
stopni swobody wynosi 171, stad hipoteza zerowa glosi, ze dewiancja ma rozkltad x%(171), w
ktérym wartos$é oczekiwana wynosi 171, a wariancja 2 x 171 (a wiec odchylenie standardowe

~ 18.5.

> # symulacyjne sprawdzenie dopasowania modelu
> # za pomocag dewiancji rezidualnej

> x <- log(hcrabs$Wt)

> dev <- rep(NA, 100)

> n <- length(hcrabs$Sat)

> mu <- fitted(crabs.m2)

> for(i in 1:100){
+ y <- rpois(n, mu) # Poissonowskie zmienne losowe
+ dev[i] <- glm(y~x, family = quasipoisson)$deviance

+ }

c( Srednia=mean(dev), odchylenie = sd(dev))

\4

Srednia  odchylenie

187.40839 18.74773

3.2 MLE dla regresji poissonowskiej

MY
Py;p) =e MJ =exp{—p+ylogp —logy!}.

Zatem

n n

Wy, 1) =1(8) =D lyilog i — pi —logyl] = > [yzzfﬁ — exp(x; ) — log yi!] :

i=1 =

[y

Dalej
_ ol T T
()= 55(8) = X"y - X"
gdzie p” = p"'(B) = [exp(x] B), exp(x] B), - . . , exp(x5, B)].
Szukamy J:

s(B)=0  B~N(B,I7B))

przy pewnych zaltozeniach

sB =0 e D oxwi=) xexp(x; ).



3.3. DOPASOWANIE MODELU —~ OCENA JAKOSCI

To jest nieliniowe réwnanie, wiec nie ma rozwigzan analitycznych — koniecznosé stosowania
optymalizacji numerycznej.

Macierz informacji obserwowanej wynosi:

62l(é) o = T T _ T
I(B,y) = l %%T] —Z&zi exp(x; B) = X" WX,

gdzie W = diag(exp(x/ 8)) = W (). Poniewaz, macierz informacji obserwowane] nie zalezy od
y, to macierz inf. Fishera J(8) = I(3,y). Zatem algorytm Fisher Scoring jest tym samym, co

algorytm Newtona-Raphsona, i:

Broy =B, —T71(8,) - 5(8,)

By = B+ (XIW(B)X) T X (y = 1(B,)
= (XTW(B)X) " XTW(B,) [XB, + W By — (B,)]-

3.3 Dopasowanie modelu — ocena jakosci

Podobnie jak w przypadku regresji logistycznej, do oceny jakoéci dopasowania modelu, bedziemy

korzystali z dewiancji oraz rezyduéw Pearsona.

3.3.1 Dewiancja w modelu Poissonowskim
1(B) = (yilog p; — p; — log(y;!)).

Dla modelu wysyconego (tyle parametréw ile zmiennych )

flx) =ylogz —x

f’(x):%—lz() Sy=u.

Stad maksymalna warto$¢ log-wiarogodnos$ci w modelu wysyconym, to
bwys(B) = > _(yilogyi — yi — log(yi!)).
i
Dla modelu z p < n parametrami:
1(B) = (yilog fis — i — log(yi!)) = (yilog §i — §i — log(yi!)).
i
Poniewaz y. = fi;, bo gdy ¥ ~ Pois(A), to EY = A.
Stad dewiancja wynosi

=9 [Zyiloggi - Z(yz - @z)} .
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3.3. DOPASOWANIE MODELU —~ OCENA JAKOSCI

Uwaga 2. Tak jak w przypadku regresji logistycznej dewiancja jest asymptotycznie réwnowazna

statystyce Pearsona:

=3 (01 —ei)® _ 3 (i _A‘Qi)2

€i Yi

oraz D, x? ~ x%(n — (p + 1)) asymptotycznie.

3.3.2 Rezydua dla regresji Poissonowskiej

Rezydua Pearsona:
_ 0 =€ Yi— Y
Tp = =

Standaryzowane rezydua Pearsona:
T = ————
gdzie h;; — ity element macierzy daszkowej H.

Rezydua dewiacyjne

rp, = sign(o; — ei)\/Q(Oi log Oi: — (0i — &)

€i
Standaryzowane

TD;s =

3.3.3 Poréwnywanie modeli zagniezdzonych

Po pierwsze

D 2
5~ X

Probleméw zwiazanych z nadwyzka rozproszenia ¢ # 1 mozna uniknaé poprzez zastosowanie
testu F' zamiast testu ilorazu wiarogodnosci.

Test F:

Niech N 3 ¢ < p € N, Q — model z p parametrami, w — model z ¢ parametrami i zatézmy, ze
w C . Liczba stopni swobody: df, =n — q, dfq =n — p.

(Dw - DQ)/(¢(dfw - de)) _ (Dw - DQ)/(dfw - dfﬂ)

= Do/(édfe) = Do /dfq

(D, — Dq)/¢ ma rozklad X;_q, a Dq/¢ ~ X%—p- Pamietamy, ze

7

Jedli X 1Y sa niezalezne i X ~ X?ﬂ, Y ~ ng, to

X/
7},/(12 dl,d2

gdzie F' jest rozktadem F-Snedecora.
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3.4. PRZYKLADOWE ZADANIA

Stad, przy zalozeniu, ze model w jest wlasciwy, to F' ~ Fip —q,n — p|] asymptotycznie.

Hipoteze zerowa (Hp: w jest modelem wlasciwym) odrzucamy, gdy F' > Féfzyn,p.

Nadwyzka rozproszenia w modelu dwumianowym

Jesli Var(Y') = ¢np(1 — p), X?: ~ x2. Losowo$¢ mozemy odkryé nastepujaco: p ~ Beta,
Y|p ~ b(n,p). Model ten nazywamy beta-binomial model.

Pomysl: Jaki w tej sytuacji bedzie rozktad Y7

3.4 Przykladowe zadania

1. Zbiér discoveries (opis - patrz: ?discoveries) zawiera trajektorie szeregu czasowego z
liczba wielkich odkry¢ od 1860 do 1959 roku. Celem éwiczenia jest stwierdzenie, czy Srednia
liczba odkryé¢ w roku jest stala.

1. Narysowaé wykres zaleznoéci liczby odkryé od czasu (discoveries sa obiektem typu
time series (ts), dlatego instrukcja plot(discoveries) daje na osi x zmienna o wartosciach
rzeczywistych).

2. Zaktadajac, ze liczba odkry¢ w roku ma rozklad Poissona i postulujac model poissonowski:
i) przeprowadzi¢ test hipotezy o stalosci sredniej liczby odkryé postulujac najprostszy
mozliwy model, sprawdzajac uprzednio jego dopasowanie ii) metoda alternatywna: podobnie
jak w postepowaniu z danymi ze zbioru kyphosis, dopasowaé¢ do liczby odkry¢ trend
kwadratowy wzgledem czasu i stwierdzi¢, czy wspotczynniki odpowiadajace cztonowi

liniowemu i kwadratowemu sa istotne.
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3.4. PRZYKLADOWE ZADANIA

2. Zbiér gala zawiera informacje o liczbie gatunkéw zotwi znalezionych na kazdej z 30 wysp
nalezacych do archipelagu Galapagos oraz o liczbie gatunkéw stale wystepujacych na danej
wyspie (endemicznych). Dodatkowo zbiér zawiera pieé zmiennych geograficznych, ktére
opisujg kazda z wysp.

1. Dopasowaé¢ model liniowy species~. (oprécz zmiennej Endemics). Sporzadzi¢ wykres
rezyduéw (jako funkcji od wartosci dopasowanych) i zauwazy¢ wyrazna heteroskedastycz-
noé¢ (niestaloéé wariancji).

2. Znalez¢ (metoda Boxa—Coxa, funkcja boxcox w bibliotece MASS z opcja plotit=T i
wybranym odpowiednio zakresem parametru \) przeksztalcenie zmiennej Species poprawia-
jace problem z poprzedniego punktu. Na podstawie analizy Boxa-Coxa wybra¢ najbardziej
naturalng wartoé¢ A. Dopasowaé¢ nowy model i sporzadzi¢ wykres jego rezydudw.

3. Dopasowaé¢ model poissonowski. Stwierdzi¢, czy jest dopasowany.

4. Obliczy¢ procent dewiacji objasnianej przez model poissonowski i poréwnaé go z warto-
écia R? w modelu liniowym.

5. Sprawdzié, czy ewentualne duze wartosci odstajace sa przyczyna problemu ze stabym
dopasowaniem modelu poissonowskiego.

6. Sprawdzi¢, czy spelnione jest zalozenie dotyczace rozkladu Poissona o rownosci Sredniej

i wariancji. W tym celu narysowaé¢ wykres (y — f1)? jako funkcji od fi.
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Rozdziat 4

Inne wazne zagadnienia

4.1 Wazenie obserwacii

Niekiedy do analizy zebranych danych potrzebne sa wagi (ang. weights). Zdarza si¢ tak, gdy
posiadana préba nie reprezentuje (w sposob rzeczywiscie losowy) calej populacji. Przykladami

takich sytuacji sa:

e Analiza danych z badan kompleksowych, np. préobek warstwowych (stratified samples).
Wéwezas prawodpodobienstwa wlaczenia do badania moga by¢ rézne dla réznych warstw i

stad powinny mieé rézna wage.

Brakujace dane (missing at random data) — (propensity score weighting).

Obserwacje z rozna precyzja — Inverse-variance weighting.

e Zagregowane dane. Wébczas waga koduje liczbe orginalnych obserwacji.

Dane z ankiet, w ktérych konkretne pytania maja konkretna wage (waznosé).

Ponadto metoda wazonych najmniejszych kwadratéw moze by¢ stosowana, gdy nie jest spelnione

zalozenie stalej wariancji bledéw (czyli zalozenie heteroskedastycznosci).

4.2 Offset

Po polsku stowo offset oznacza m.in. wyréownanie, balansowaé, przesuniecie. W kontekscie
uogblnionych modeli liniowych offset oznacza zmienna dla ktérej 5 jest znana. Innymi stowy
znane jest nachylenie prostej regresji w kierunku tej zmiennej. Wéwczas nie ma sensu estymowanie

tej 8. Najlatwiej zrozumieé to zjawisko na przykladach.
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4.2. OFFSET

glm(y ~ offset(y) + x4 + ...+ xp, family = poisson,...)

Przyklad 1. Obserwujemy autobusy przyjeidiajoce na przystanek i zliczamy je, ale w réznych
przedzialach czasowych (rézinej dlugosci). Zakladamy, jak czesto bywa, ze przyjezdiajq one
zgodnie z rozktadem Poissona o intensywnoéci \. Przy takich zaloZeniach, liczba autobuséw
w przedziale A ma rozklad Pois(AN). Zatem srednia liczba zdarzen, to p = A - X i skladowa

systematyczna regresji poissonowskiej wyglada nastepujgco:
log (i) = log(Ai\;) = log(A;) + AT x.
Czynnik log(A;) jest w tyn przypadku offsetem.
Podobnie dzieje sie, gdy agregujemy dane w regresji poissonowskiej.

Przyktad 2. Przypusémy, Ze zmienne objasniajgce x dzielg calq populacje na k < n poziomow.
Niech Y; 1, ...,Y;n, bedqg odpowiedziami zaobserwowanymi na itym poziomie, gdziei < n. MoZemy

wowczas zagregowacé dane: fj; = Z?;l yij ~ Pois(n;p;). Niech A; := EY; = nip,;, wtedy
log(Ai) = log(ns) + 7 x.
Postaé ogdlna GLM z offsetem:
h(ps) =i+ B7x;.
Macierz informacji Fishera w modelu Poissona z offsetem:

x;x; exp(yi + 7 xy).

NE

F(B) =

1

<.
Il

Zauwazmy, ze poniewaz COV(B) =F _1(3), to wzrost y; powoduje spadek bledéw standardowych

N

3.
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Rozdziat 5

Odpowiedzi wielomianowe

W tym rozdziale powiemy sobie o modelu logitowym dla odpowiedzi wielomianowych. Czym jest
odpowiedz wielomianowa? Jest to odpowiedz nominalna o skoriczonej liczbie mozliwych wartosci.
Moze by¢ uporzadkowana (porzadkowa, ordynalna), lecz nie musi. Dla porzadku o odpowiedzi
wielomianowej moéwimy, gdy zm. odpowiedzi przyjmuje wiecej niz 2 wartosci. Jest to naturalne
uogdblnienie regresji logistyczne;j.

Najpierw przywolajmy wiedze potrzebng do omoéwienia tego modelu.

Rozklad wielomianowy

Wektor Y € R* ma rozktad wielomianowy z parametrami n € N, p; > 0,...,pp > 0,
SEpi =1, jesli

n!
PY=y)=———n" p" Iy1 +... +yp =n).
Yi-- - Yk

Oznaczamy Y ~ mn(n,p1,...,pk).

Przyktad 3. Krzys urzqdza urodziny w stumilowym lesie. Ma n cukierkow © k przyjaciol. Krzys
rzuca cukierki w strone przyjaciol, a prawdopodobienstwo Ze osoba j, j = 1,...,k, ztapie cukierka
wynosi p;, Z?:l pj = 1. Wowczas rozklad liczby cukierkéw, ktére zlapiq przyjaciele jest rozkiadem

wielomianowym mn(n, p1,...,pk), tzn. Y = (Y1,...,Yy), Y; — liczba cukierkéw itego przyjaciela.

Nastepny przyktad jest wazny, ze wzgledu na zastosowania.
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5.1. MODEL ODPOWIEDZI WIELOMIANOWEJ

Zwiazek z rozktadem Poissona

Niech Y1,Y5, ..., Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Y; ~ Pois();), A; > 0. Niech
S = Z‘jjzl Y;. Znajdzmy rozktad warunkowy wektora (Y1,...,Y;) pod warunkiem sumy
S.

Dlan e Niyy,y2,...,ys € Np:

P(Yi =y, Y2 =ys,..., Yy =yl =n) = Z=ligee-tozu.5o0 (5.1)
0, S#n

_ 7 (5.2)
* S=n

Po prostych rachunkach dochodzimy do

!
n!
_ Y Y
*_ﬁpll'...-p(ﬂ,
oo gl

gdzie p; = 5 Ai o Zauwazmy, ze Zle pi = 1.

j=1"7

5.1 Model odpowiedzi wielomianowej

Przypus$émy, ze zmienna odpowiedzi przyjmuje C' réznych wartoéci (nominalnych). Moga to byé
wartosci dowolnego typu: nazwy, litery. Dowolne etykiety. W ogélnosci nie zaktadamy o nich nic.
Szczegblnym przypadkiem, ktory omowimy pézniej, sa odpowiedzi o wartosciach uporzadkowanych
liniowo. Niech dalej m; ; = P(Y; = j|x;) dla j € {1,...,C} bedzie prawdopodobieristwem, ze ita

obserwacja jest w jtej kategorii. Oczywiscie

C
Zﬁivj =1.
j=1

Zauwazmy, ze wynika stad, ze nieznanych prawdopodobienstw jest tak naprawde o jeden mniej dla
kazdego i. Liczbe pozioméw dla zmiennej objasniajace oznaczmy przez N. Zatem i € {1,..., N}.
Kategoria referencyjna to jedna wybrana kategoria, ktéra moze, ale nie musi, mie¢ znaczenie
kategorii domyslnej. (Jesli jedna z kategorii jest “domy$lna”; to warto przyjaé ja za referencyjna.
Jesli takiej nie ma, a wszystkie sg dla nas tak samo wazne, to za referencyjng mozemy przyjaé
dowolna kategorie.) Przyjmijmy, ze kategoria referencyjna jest ostatnia kategoria, kategoria C'.

Postaé modelu:

e Skladowa systematyczna:

. , P
log (””) =x8,= Y winbix, j=1....C-1,i=1... N
Ti,C k=0
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5.1. MODEL ODPOWIEDZI WIELOMIANOWEJ

e Skladowa losowa:

P(Y; = jlx;) = mi

dlaje{l,...,C—1}i

c-1
P(Y; = Clx¢) =1 — ZTFM, i=1,...,N.
7=1

7 postaci modelu wynika, ze

Cc-1 ) -t
Ti,C = (1 + Z eXP(Xiﬁj))

j=1
oraz
/ Cil / 71
Tij = exp(&.éj) 1+ Z exp(&ﬁj) .
j=1
Widaé¢ podobienstwo do modelu logistycznego, ktéry jest modelem odpowiedzi wielomianowej

dla dwbch kategorii.

Uwaga 3. Kategoria referencyjna peini wazng role. Zapewnia, Ze prawdopodobienistwa sumujq

ste do 1. Ponadto, gdyby jej nie bylo, to ﬁj nie bylyby jednoznaczne:

exp(x;3;) exp(x;(8; + )

TN a8, Y exp(x,(B, +0))

dla dowolnego c € RPHL,

5.1.1 Interpretacja wynikéw modelu referencyjnego w przypadku binarnej

zmiennej objasniajacej

Rozwazmy przypadek binarnej zmiennej objasniajacej, x; € {A, B}. Zmienna odpowiedzi YV
w dalszym ciggu jest nominalna i przyjmuje C' warto$ci. Dwuwartosciowa zmienna objaéniajaca
obejmuje wiele waznych przykladéw (stary, mtody; wyksztalcony, niewyksztalcony; duze miasto,
male miasto; kobieta, mezczyzna).
Ustalmy teraz kategorie jo € {1,...,C} oraz x. Ilorazem szans kategorii jo nazywamy iloraz

TB,jo

TA,jo
Prosty rachunek pokazuje, ze

TBjo _ TBC

= exp(fBj,.B)-
TAjo TAC B

Natomiast tzw. iloraz szans (odds ratio), to

ORJ'O = €’Bj0’B.
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Rozdziat 6

Rozklady z rodziny Tweedie

Waznym, acz mniej klasycznym przykladem rozktadéw z rodziny wyktadniczej sa rozktady zwane

Tweedie. Jak pokazano w ostatnich latach sa one tez cenne w pewnych kontekstach modelowania.

The Tweedie EDMs

O rozkladzie z rodziny wykladniczej (EDM) powiemy, ze jest Tweedie (albo z rodziny
Tweedie), jesli jego funkcja wariancji jest potegowa: V(i) = ué dla pewnej wartosci
rzeczywistej £ ¢ (0,1), ktéra nazywana jest parametrem indeksujacym (Tweedie index

parameter). Rozklad oznaczamy Twe(u, ¢)

\. .

Do rodziny Tweedie naleza m.in.: rozklad normalny (¢ = 0), rozklad Poissona ({ = 1), rozklad
gamma (§ = 2), rozklad odwrotny gaussowski (£ = 3). Ponadto, mozna podzieli¢ rozklady z tej

rodziny, ze wzgledu na &:

o ¢ <0 rozklad jest ciagly, a nosnikiem jest cala prosta rzeczywista. Dla & < 0 wiadomo, ze

wartos¢ oczekiwana jest dodatnia. Nie ma (na razie) waznych zastosowan w tej podrodzinie.
e ¢ =1 odpowiada zmiennej dyskretnej o nosniku {0, ¢, 2¢, 3¢, ...}.

e 1 < ¢ < 2 —zmienna losowa nieujemna z jednym punktem nieciaggtosci w 0. Wazne
w zastosowaniach, w ktérych wystepuja zera. Rozwazmy ten przypadek na przykltadzie.
Na wykresie gestosci obserwowaé mozemy lokalne maksima w wielokrotnosciach ¢, gdy &

zbliza sie do punktu 1.

e ¢ > 2 — dodatnie, ciagle zmienne losowe. Rozklad staje sie bardziej skosny (w prawo), gdy

& rosnie.
Podstawowym pakietem jest tweedie, ktéry instalujemy w standardowy sposéb i wezytujemy

> \library(tweedie)
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range(fy)

Popatrzymy na wykresy gestoéci, ktore mozna w tym pakiecie generowaé¢ wyjatkowo wygodnie.

y <- seq(0,5,length=100)
d0 <-dtweedie( y, power=1.05, mu=1, phi=1)
# w ten sposdb generujemy gestoscé

# ale nie jest to niezbedne dla wykresu

tweedie.plot( power=1.7, mu=1, phi=1, y=yy, lwd=2)

tweedie.plot( power=1.2, mu=1, phi=1, y=yy, add=TRUE, lwd=2, col="red")

tweedie.plot( power=1.05, mu = 1, phi =1 , y=yy, add=TRUE, lwd=1, col="green")
tweedie.plot( power=1.05, mu = 1, phi =0.5 , y=yy, add=TRUE, lwd=1, col="purple")
legend("topright",lwd=c(2,2), col=c("black","red"), pch=c(19,19),

legend=c("p=1.7","p=1.2") )

g — — p=3.5
e p=1.5
©
©
—— p=1.05, phi=1
< p=1.05, phi=0.5
3
[ ]
°
[gV)
S S
o
°
o
S
T T T T T T
0 1 2 3 4 5
range(y)
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6.1. STRUKTURA TWEEDIE EDM

6.1 Struktura Tweedie EDM

Rozklady Tweedie sa zdefiniowane dla pewnego ¢ € R z funkcja wariancji V(1) = u¢. Wiemy,
ze ta relacja jednoznacznie wyznacza gestos¢ w klasie rodzin wyktadniczych. Ustalajac state
catkowania réwne zero, otrzymujemy

1-¢
“1?5 dla & # 1
logpdlaé =1

0 =

oraz
2-¢

‘;7 dla & #2

logpdla & =2

k(0) =

Przypomnijmy, ze gestos¢ ma postaé

yt — /.;(0)}

P(y:0,6) = a(y, ®) exp{ ;

wiec dla § ¢ {1,2}:

gy pE p
P(y7§7¢)_a(y7¢)exp{ ¢ (1_5_2_§>}

Pokazaé, ze dla danego £ wzory na 0 i x(0) wygladaja tak jak powyzej.
Zmalez¢ warto$é wartosci oczekiwanej i wariancji dla rozkladu Tweedie z parametrami

p=2i6=3/210=-3/2.

Zadanie

Pokazaé, ze dla & ¢ {1,2} dewiancja jednostkowa

max(y,0)>¢  yu't N p?=t
(1-§€2-¢§ 1-¢& 2-¢

d(y, p) =2

Aproksymacja rozktadem y-kwadrat zachodzi, gdy ¢ < min(y)2~¢/3 dla ¢ > 1. Zauwazmy,
ze apkrosymacja moze by¢ staba gdy 0 wystepuje w danych.

Parametr £ tez musimy wyestymowaé. Poniewaz logarytm wariancji zalezy liniowo od
logarytmu sredniej (zobacz sam), to mozna znalez¢ stala tej zaleznosci.

Przyktlad - ciag dalszy

> #Group by SOI phase

> mn <- with(quilpie, tapply(Rain, Phase, "mean"))
> vr <- with(quilpie, tapply(Rain, Phase, "var"))
> coef (Im(log(vr) ~log(mn)))

> # Wiec wyestymowane $\hat\xi = 1.553380%.
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6.1. STRUKTURA TWEEDIE EDM

Lub inaczej

> # Group by Decade
> Decade <- cut(quilpie$Year, breaks=seq(1920, 1990, by=10))
> mn <- tapply(quilpie$Rain, Decade, "mean")

> vr <- tapply(quilpie$Rain, Decade, "var"

A\

coef (Im(log(vr)~log(mn)))

\4

# Tutaj wyestymowane $\hat\xi = 1.9459524$.

Jak wida¢ wyniki sa rézne! Na szczeScie obydwa mieszcza sie w przedziale (1,2).
Azeby uniknaé¢ zaleznosci od sposobu dzielenia na podgrupy nalezy przedsiewziaé dzialania.
Jedna z mozliwosci jest znalezienie MLE dla &. Stuzy do tego funkcja tweedie.profile z pakietu

tweedie.

> quilpie$Phase <- factor(quilpie$Phase)

> plot(Rain~Phase, data=quilpie, ylab = "Total July rainfall", ylim=c(0,100), las=1)
> out <- tweedie.profile(Rain~Phase, do.plot= TRUE, > data=quilpie)

> names (out)

> xi.est <- out$xi.max

> x.est <- round(xi.est, 2); xi.est

[1] 1.37

Funkcja tweedie.profile, miedzy innymi cennymi informacjami, patrz names (out), zwraca

wykres.

-225

=230

-235 —

240 |

-245

12 13 1.4 15 16 1.7 18

& index
(95% confidence interval)
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6.2. TWEEDIE GLM DLA DODATNICH CIAGLYCH DANYCH Z ZERAMI

6.2 Tweedie GLM dla dodatnich ciggltych danych z zerami

Dla 1 < ¢ < 2 Tweedie GLMy sa uzywane do modelowania danych ciaglych na (0, co) ze skokiem
w 0. Motywacja mogg by¢ dane zwiazane z ubezpieczeniami. Przypu$émy, ze N jest liczba szkdd
u pewnego klienta w pewnym, ustalonym, okresie czasu. Niech N ~ Pois(A\*). Oczywiscie N moze
by¢ réwne 0 i bedzie to odpowiadato brakowi szkdd. Jesli natomiast N > 0, tj. zaszta co najmniej
jedna szkoda, to mozemy patrzeé¢ na laczny koszt wszystkich wyptaconych odszkodowan. Niech
wiec Z; bedzie wielkoscia itego odszkodowania dla i = 1,..., N i zakladamy, ze Z; ~ G(u*, ¢*).

Calkowita wyptacona kwota to:

(Suma réwna jest zero, gdy N = 0).

Pokazaé, ze Y ma rozklad Tweedie z parametrem £ € (1,2).

Rozklad ten nazywany jest tez czasem rozkladem gamma—Poissona.

Rozwiazanie

Jesli Y jest zmienna o zlozonym rozkladzie Poissona z Pois(\) i G(«, (), to Y ma wartos$é
oczekiwang, )\% i Var(Y) = Ma(a+1)/p%. Z drugiej strony EY = p i VarY = ¢uP. Wtedy
jesli A = %, o = ]22%111’, 1/B8 = (p — 1)uP~t. Oraz liczymy rozktad Y. Oczywiécie
P(Y = 0) = e~ oraz

7 7 oo ﬁna e A\
fr(y)=e e Y =, y>0.
= T'(na) n!

Poniewaz A\ nie zalezy od p, to cala suma bedzie funkcja a(y;) dla y > 0. Wtedy

1. 2—
0 =—py = —Wa n(0) = (_e(p_l))l/(p Y b(O) = M = l;—:'
otrzymujemy tez przypadki p = 1 (Poisson) i p = 2 (gamma).

Granicznie

6.2.1 IBNR

Ciekawy przyklad zastosowania do estymacji IBNR w praktyce aktuarialnej przedstawia Rob Kaas

w COMPOUND POISSON DISTRIBUTIONS AND GLM’S — TWEEDIE’S DISTRIBUTION.

6.2.2 Studium przypadku

Teraz mozemy dopasowaé¢ model za pomoca funkcji glm(). Zeby w parametrze family moc

wpisa¢ tweedie konieczne jest zaladowanie pakietu statmod.
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6.2. TWEEDIE GLM DLA DODATNICH CIAGLYCH DANYCH Z ZERAMI

> library(statmod)

> # \mu~ (link.power) (if link.power =0,then \log(\mu))

> m.quilpie <- glm(Rain~Phase, data = quilpie,
family=tweedie(var.power=xi.est, link.power=0))

> printCoefmat (coef (summary(m.quilpie)))

Jedli nie wpiszemy parametru link.power, to domyslnie funkcja taczaca bedzie kanoniczna.

Sprobuj sam!

Uswiadom sobie, ze kanoniczna funkcja taczaca dla rozkltadu Twe(p, @), £ € (1,2) ma
postac:

p't

1-¢&

Zgodnos¢ dopasowania sprawdzimy wykresami kwantylowymi.

> #Residua Pearsona, diewiancyjne i kwantylowe

> dres <- resid(m.quilpie)

> pres <- resid(m.quilpie, type = "pearson")

> qresl <- qresid(m.quilpie)

> qres2 <- gresid(m.quilpie)

> qqunorm(dres, main = "Deviance residuals", las=1); > qqline(dres)

> qqnorm(pres, main="Pearson residuals", las=1); qqline(pres)

> qqnorm(qresl, main = "QUantile residuals (setl)", las =1); qqline(qresl)

> qgunorm(qres2, main = "QUantile residuals (set2)", las =1); qqline(qres2)

Poréwnamjmy teraz przewidywang liczbe miesiecy bez opadéw z danymi.

> #Modelowane prawdopodobieistwo P(Y=0)

> new.phase <- factor(c(1,2,3,4,5))

> mu.phase <- predict(m.quilpie, newdata = data.frame(Phase = new.phase), type="response")
names (mu.phase) <- paste("Phase", 1:5)

> mu.phase

> phi.mle <- out$phi.max

> pi0 <- exp(-mu.phase” (2-xi.est)/(phi.mle*(2-xi.est)))
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6.2. TWEEDIE GLM DLA DODATNICH CIAGLYCH DANYCH Z ZERAMI

> # Obserwowane prawdopodobiefnstwo P(Y=0)

>

>

prop0 <- tapply(quilpie$Rain, quilpie$Phase, function(x){sum(x==0)/length(x)})

propO

#Plot
plot(piO~prop0, xlab="Proportion of zeros in data", ylim=c(0,1),
ylab = "Expected prob. if zero rainfall", las=1)
abline(0, 1, 1lwd=2) #linia rdéwnosci
text (prop0, piO, #add labels to the points
labels = paste("Phase", levels(quilpie$Phase)),
pos=c(2,4,1,4,3) #positions of the lables
)

1.0 4

Phase 1 o

0.8

0.6

0.4

Expected prob. if zero rainfall

0.2
o Phase 4

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Proportion of zeros in data

Widzimy, Ze nie jest zle.

Pakiet tweedie oferuje tez mozliwo$¢ rozbicia rozkladu typu Tweedie na miksture rozktadow

Poissona i gamma, zgodnie z interpretacja na poczatku rozdziatu. Stuzy do tego funkcja

tweedie.convert.
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6.2. TWEEDIE GLM DLA DODATNICH CIAGLYCH DANYCH Z ZERAMI

> # Interpretacja jako model Poisson-Gamma

> out <- tweedie.convert(xi=xi.est, mu=mu.phase, phi=phi.mle)

> downscale<-rbind("Poisson mean" out$poisson.lambda,

+ "Gamma mean" = out$gamma.mean,

+ "Gamma dispersion" = out$gamma.phi)

> colnames(downscale) <- paste("Phase", 1:5)

> downscale

[1] Phase 1  Phase 2 Phase 3  Phase 4 Phase b5
Poisson mean 0.07320691 2.620963 0.6670653 1.725099 1.3584917
Gamma mean 0.16595357 1.374692 0.6123964 1.073665 0.9323044

Gamma dispersion 1.44012592 98.818480 19.6106718 60.278817 45.4509207

Dzigki takiemu rozbiciu mozemy szybko zobaczy¢ jaka jest estymowana Srednia liczba opadéw i

jaki jest érednia ilosé pojedyriczego opadu.

> #Mean rainfall from data
> tapply(quilpie$Rain, quilpie$Phase, "mean")
1 2 3 4 5
0.1142857 33.8937500 3.8428571 17.4235294 11.9142857
> #Mean rainfall from model
> mu.phase
Phase 1 Phase 2 Phase 3 Phase 4 Phase 5
0.1142857 33.8937500 3.8428573 17.4235294 11.9142857

> tapply(quilpie$Rain, quilpie$Phase, min)
1 2 3 4 5

0.0 3.6 0.0 0.0 0.0

> round (out$p0, 2)

[1] 0.93 0.07 0.51 0.18 0.26
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Rozdziat 7

GAMLSS

Skrot GAMLSS pochodzi od nazwy: the generalized additive models for location, scale and shape
(uogdlnione modele addytywne dla lokacji, skali i ksztaltu) — Statinopoulus i Rigby, 2007.
Niezalezne obserwacje: v;, i = 1,...,n. Funkcja prawdopodobienstwa (gestosé) f(v;|0°), gdzie
0" = (s, 04,4, 71). Kazdy z czterech parametréw moze byé zalezny od zmiennych objasniajacych.
Te cztery parametry nazywamy parametrami rozktadu. Mozna model stosowaé dla jeszcze wickszej
liczby parametréw.
gr — funkcja taczaca, o ktorej zakladamy, ze jest monotoniczna.

Jk

9k(0k) = e = XpBe + Y Zinvjn
j=1

dla k = 1,2,3, 4.

Oznaczenia:

L ,31? - (/BlkaQk) ceey le/ck)’
e X — macierz eksperymentu (ustalona i znana), wymiaru n x J, ,;,
e Zj — ustalona, znana design matrix wymiaru n x gj,

-1
® ik~ Nij (0, ij )
Estymacja wektoréw i i parametry ’efektu losowego’ v, dla j =1,2,...,Jp ik =1,2,3,4

polega na maksymalizacji funkcji logwiarogodnosci z kara:
1 p Ji T
p=1-75 >3 NikikGirViks
k=1j=1

gdzie | = 321 log f(y:]6").
Biblioteks w R jest gamlss, ktora instalujemy i wezytujemy w standardowy sposob. Przyklady

uzycia sa dostepne w pliku gamlssintro.R.
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Rozdziat 8

Modele graficzne

8.1 Wprowadzenie do pakietéw gRbase, gRain i igraph

# Graphical models - wyktad R
# installing/loading the package:

if ('require(installr)) { install.packages("installr"); require(installr)} #load / install+]

# updateR(F, T, T, F, T, F, T)

setRepositories()

if (!requireNamespace("BiocManager", quietly = TRUE))
install.packages("BiocManager")

BiocManager::install(c("graph", "Rgraphviz", "RBGL"))

install.packages("gRbase", dependencies=TRUE);

install.packages("gRain", dependencies=TRUE) ;

install.packages("gRim", dependencies=TRUE)

library(gRbase)

# Trzy réwnowazne sposoby tworzenia grafu (za kazdym razem wskazujemy kliki) nieskierowaneg:

# ug - undirected graph

ug0 <- ug(~a:b, ~b:c:d, ~e) # po przecinku wskazujemy kolejne kliki
ug0

plot (ug0)

ugl0 <- ug(~a:b + b:c:d + e) # po znaku ’+’ wskazujemy kolejne kliki

ugo <— ug(C("a","b"),C("b","C","d"),"e") # ..

ug0 # jedynie stowne opis
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8.1. WPROWADZENIE DO PAKIETOW GRBASE, GRAIN I IGRAPH

library (Rgraphviz)

plot (ug0) # teraz obrazek

ug0l <- ug(~a:b, ~b:c:d, ~e, result = "matrix") # ten sam graf, inna reprezentacja
ugl1 # graf w postaci macierzy sasiedzctwa

plot (ug01) # niekoniecznie

nodes (ug0) # wierzchotki

edges (ug0) # krawedzie

edges (ug0) $a

nodes (ug01) # nie ma pakietéw doskonarych! (error)

ug0i <- ug(~a:b, ~b:c:d, ~e, result = "igraph") # ten sam graf, inna reprezentacja
ugOi

plot (ug0i)

library(igraph)

V(ug0i) # wierzcholki vertex

E(ug0i) # krawedzie

E(ug) # no céz... brad!

nodes (ug0i) # ...

# Teraz mata modyfikacja...

V(ug0i)$size <- ¢(10,20,30,40,50) # rozmiar wierzchoikdw

V(ug0i)$label.cex <- 5 # rozmiar czcionki etykiet
V(ug0i) # tutaj nie widaé zmian...
plot (ug0i)

# Mozna tez utworzyl igraph bezpoSrednio:
gl <- graph( edges=c(1,2, 3,4), n=6, directed=F )
plot(gl)
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8.1. WPROWADZENIE DO PAKIETOW GRBASE, GRAIN I IGRAPH

class(gl)

gl

# Now with 10 vertices, and directed by default:
g2 <- graph( edges=c(1,2, 2,3, 3, 1, 1, 3), n=10 )

plot(g2)

g3 <- graph( c("John", "Jim", "Jim", "Jill", "Jill", "John"))
# JeSli wierzchotki sa nazwane, to nie trzeba podawaé¢ ich liczby.

plot(g3)

g4 <- graph( c("John", "Jim", "Jim", "Jack", "Jim", "Jack", "John", "John"),
isolates=c("Jesse", "Janis", "Jennifer", "Justin") )

gb <- graph( c("John", "Jim", "Jim", "Jack", "Jim", "Jack", "John", "John"), n=10 ) #btad!

plot(g4, edge.arrow.size=.5, vertex.color="green", vertex.size=15,
vertex.frame.color="gray", vertex.label.color="black",

vertex.label.cex=0.8, vertex.label.dist=2, edge.curved=c(-1, -5, 5, 1))

#itH#H
g <- graph( c(0,1,1,0,1,2,1,3,1,3,1,3,
2,3,2,3,2,3,2,3,0,1)+1 )

curve_multiple(g)

plot(graph_from_literal(a---b, b---c))

# DomySlnie graf jest uproszczony: pozbawiony petli i wielokrotnych krawedzi
# parametr simplify = TRUE lub FALSE

plot(graph_from_literal(a:b:c---c:d:e))
plot(graph_from_literal(a:b:c---c:d:e, c--c), simplify=FALSE)

gl <- graph_from_literal(a-b-c-d-e-f, a-g-h-b, h-e:f:i, j)

plot(gl)

plot(graph_from_literal(a+-b, b+-+c))
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8.1. WPROWADZENIE DO PAKIETOW GRBASE, GRAIN I IGRAPH

#macierz grafu

gall # znaczenie tych wartosci?
gal1,] # pierwszy wiersz
gal,1] # pierWSZa kolumna

# Do sieci sg przypisane atrybuty

V(g4) $name

# I mozna tez dodawaé nowe

V(g4)$plec <- c("m","k","m", "m","k","k","m")

E(g4)$type <- "email" # Atrybut krawedzi: przypisz "email" wszystkim krawedziom
E(g4)$weight <- 10 # Waga krawedzi: przypisz wszystkim wage 10

edge_attr(g4)

vertex_attr(gd)

g4 <- set_graph_attr(g4, "name", "Email Network")
g4 <- set_graph_attr(g4, "something", "A thing")
graph_attr_names(g4)

graph_attr (gd)

g4 <- delete_graph_attr(g4, "something")

graph_attr(gd)

# tadny przyktad wykorzystania atrybutédw
plot(gd, edge.arrow.size=.5, vertex.label.color="black", vertex.label.dist=1.5,

vertex.color=c( "pink", "skyblue") [1+(V(g4)$plec=="k")] )

gds <- simplify( g4, remove.multiple = T, remove.loops = F,
edge.attr.comb=c(weight="sum", type="ignore") )

plot(géds, vertex.label.dist=1.5)

edge_attr(g4ds)

gés

# Opis obiektu typu igraph rozpoczyna sig¢ sekencja czterech lub mniej liter:

#1. D - skierowany lub U - nieskierowany,

#2. N - jesli wierzcholki sa nazwane,
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#3. W - je8li to krawedzi sg przypisane wagi,

#4. B - jesli wierzcholki maja przypisane typ.

#make_empty_graph(n), make_full_graph(n), make_star(n)
tr <- make tree(41, children = 3, mode = "undirected")

plot(tr, vertex.size=10, vertex.label=NA)

rn <- make_ring(40)
plot(rn, vertex.size=10, vertex.label=NA)
er <- sample_gnm(n=100, m=40)

plot(er, vertex.size=6, vertex.label=NA)

plot(er %du’, tr %du’ rn, vertex.size=10, vertex.label = NA)

# Kliki (maksymalne podgrafy peine)
library (RBGL)
is.complete(ug0, c("b","c","d")) # sprawdzamy, czy jest podgrafem peinym
is.complete(ug0, c("b","c")) # ale nie, czy jest klika maksymalng
maxClique (ug0) # a to wypisuje wszystkie klika maksymalne #RBGL
plot (ug0)

# Sciezki i separatory

separates(a = "a", b = "d", S1 = c("b", "e"), ugd) # czy a i b sg separowane przez Sl w gre

separates(a "a", b = "d", S1 c("b", "e"), uglOl) # btad!

lldll, Sl

separates(a = "a", b c("b", "e"), ugOi) # biad!

# podgrafy

ugl <- subGraph(c("b","c","d","e"), ug0) # podgraf indukowany przez zadane wierzchotki

plot (ugl)
adj(object = ug0, "c") # wszyscy sasiedzi nb(c) bd(c)
closure("c", ug0) # sasiedzi razem z wierzchotkiem cl(c)

# Wierzchotek jest *simplicjalny* (prostolinijny!), jesdli jego sgsiedztwo tworzy graf peiny
# Mozna sprawdzié, czy wierzchoiek jest simplicjalny tak:

is.complete(ug0, adj(object = ugld, "c")$c)

# albo tak

is.simplicial(set = "c", object = ug0)
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simplicialNodes(object = uglO) # wszystkie wierzchotki simplicjalne

# A tu skladowe spdjnoSci

connectedComp(g = ug0)

# Graf *chordalny*, to taki w ktdérym kazdy cykl dtugoS§ci >= 4, ma przechatng (chord)

plot (ug0)
is.triangulated(ug0) # obiekt typu graph
is.chordal (ug0i) # obiekt typu igraph

# Niech (A; B; S) bedzie trdéjka podzbiordw V.

# (A; B; S) jest dekompozycja G=(V,E), jesli

# i. (A; B; 8) sa roztaczne oraz V = A \cup B \cup S

# ii. S jest podgrafem peinym

# iii. S separuje A i Bw G

is.decomposition(set = "a", set2 = "d", set3 = c("b","c"), ug0)

# bo nie jest speiniony warunek i.

'ngl <- subGraph(c("b" s nen s ngn s "d") s 'ngO)

plot (ugl)
is.decomposition(set = "a", set2 = "d", set3 = c("b","c"), ugl) # a teraz jest
is.decomposition(set = "a", set2 = c("4d","b"), set3 = "c", ugl)

8.2 Sie¢ bayesowska

Omawiamy przyktad tworzacy sie¢ bayesowska na podstawie zadanych zwigzkéw miedzy zmien-

nymi.
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> install.packages("gRain")

> library(gRain)

> g<-list(~asia, ~tub | asia, ~smoke, ~lung | smoke, ~bronc | smoke,\\
> +  ~either | lung :  tub, ~xray | either, ~dysp | bronc : either)

> chestdag<-dagList(g)

> yn <- c("yes","no")

> a <- cptable(~asia, values=c(1,99),levels=yn)

> t.a <- cptable(~tublasia, values=c(5,95,1,99),levels=yn)

> s <- cptable(~smoke, values=c(5,5), levels=yn)

> 1.s <- cptable(~lung|smoke, values=c(1,9,1,99), levels=yn)

> b.s <- cptable(~bronc|smoke, values=c(6,4,3,7), levels=yn)

> e.lt <- cptable(~either|lung:tub,values=c(1,0,1,0,1,0,0,1),levels=yn)

> x.e <- cptable(~xrayleither, values=c(98,2,5,95), levels=yn)

> d.be <- cptable(~dyspl|bronc:either, values=c(9,1,7,3,8,2,1,9), levels=yn)
> plist <- compileCPT(list(a, t.a, s, 1l.s, b.s, e.lt, x.e, d.be))

> netl <- grain(plist)

Zeby narysowaé graf potrzebujemy pakietu Rgraphviz.

> require(Rgraphviz)
> plot(netl)

> options("prompt"="> ", "width"=85)

Tworzymy sie¢ bayesowska.

> plist <- compileCPT(list(a, t.a, s, l.s, b.s, e.lt, x.e, d.be))
> plist$tub

> plist$either ## Notice: a logical node

> netl <- grain(plist)

> netl

# Zapytania

> querygrain(netl, nodes=c("lung","bronc"), type="marginal")

> querygrain(netl,nodes=c("lung","bronc"), type="joint")

Réwnowaznie
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\4

>

>

>

etl2 <- setEvidence(netl, evidence=list(asia="yes", dysp="yes"))
netl2 <- setEvidence(netl,

+ nodes=c("asia", "dysp"), states=c("yes", "yes"))
pEvidence( netl12 ) # prawdopodobiefistwo warunku, ktdédry narzucamy
querygrain( net12, nodes=c("lung","bronc") )

querygrain( netl2, nodes=c("lung","bronc"), type="joint" )

#warunek o prawdopodobiefistwie O

>

>

netl13 <- setEvidence(netl,nodes=c("either", "tub"),
+ states=c("no","yes"))
pEvidence( net13 )

querygrain( net13, nodes=c("lung","bronc"), type="joint" )

tt <- querygrain( netl, type="joint") #wszystkie scenariusze!
sum(tt==0) /length(tt)

sum(tableSlice(tt, c("either","tub"), c("no","yes")))

widaé, ze prawdopodobienstwo zadanego warunku wynosi O
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