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Rozdziat 1

Uogdlnione Modele Liniowe:

wprowadzenie

All models are approximations. Essentially, all models are wrong, but some are useful. However,

the approximate nature of the model must always be borne in mind.
Box, Draper [Empirical Model-Building and Response Surfaces. Wiley, New York (1987), s. 424]

1.1 Podstawowe pojecia i notacja

Bedziemy rozwaza¢ zmienne losowe Y; (zmienna objasniana) i Xj1,..., Xspp dlai=1,...,N
(zmienne objasniajgce, predyktory), N € N, p € N. Zbiér liczb naturalnych N = {1,2,3,...}.
W razie potrzeby postugiwaé sie bedziemy symbolem Ny := N U {0}.

Obserwacje pochodzace z odpowiednich zmiennych losowych bedziemy oznaczaé¢ matymi

literami: (y;, 1, ..., Tip) jest wektorem obserwacji z (Y, X1, ..., Xip), i =1,...,n.

Model regresyjny liniowy w parametrach (ang. Regression model linear in the parameters)

Zalozenia: E(e;) = 0, Var(e;) = 0 — homoskedastyczno$é, Cov(e;, gj) = 0 dla j # i.

Model:
}/;:f(/80+/81X11+62X12++5szp)+EZa 5j€Ra j:L"'7p7 Z:L:N

Inna postac:

pi=F(Bo+Piza+Pexio+...+ Bptip),

gdzie p; = E(Y;).




1.2. UWAGI OGOLNE

Jedli f = id, to mamy model liniowy; o zmiennych losowych Y; zaklada sie, ze sg z rozktadu
normalnego: Y; ~ N (1, 0%) (sktadowa losowa modelu). Jesli nie, to mamy uogélniony model
liniowy (generalized linear model), w skrécie GLM. Wtedy wprowadzamy pojecie funkcji

taczacej (ang. link function) g, takiej ze
pi =g " (Bo+ P Xir + B2 Xig + ...+ Bp Xip) (1.1)

lub réwnowaznie

9(pi) = Po+ B1 Xi1 + P2 Xio + ... + Bp Xip.

O funkcji taczacej g zaktada sie zwykle, ze jest r6zniczkowalna, monotoniczna, odwracalna.

Sktadowa losowa modelu: Y;, ¢ = 1,...,n, pochodza z okreslonego rozklady z rodziny
wyktadniczej (EDM). Definicje EDM podamy pézniej. Waznymi przykladami rozkladéw z tej
rodziny sa: normalny, gamma, Poissona.

Notacja macierzowa

XF=(1, Xi,..., Xsp)

ﬁZT = (B0, B1,---,0p)

Yi=X]-B, +e

Wtedy

Y = f(X78) +e,

gdzie X jest macierzg eksperymentu i

1 X1 - Xm
X =
1 Xy Xop
GLM:
g(p) = X"B,

gdzie pp = (p1, .-, pn)-

Analogiczne oznaczenia wprowadzamy dla obserwacji: x, x;, y.
1.2 Uwagi ogdlne
Zmienne objasniajace dziela si¢ na:

e ilosciowe (quantitative)

e jakosciowe (faktory, qualitative) przyklad indykatorowego oznaczania faktoréw;



1.2. UWAGI OGOLNE

— Zmienne jako$ciowe, ktére sa nieuporzadkowane: nie ma zadnej kolejnosci: czarny %

bialy — zmienne nominalne;

— Zmienne jakoSciowe, ktére sa uporzadkowane — zmienne porzadkowe (ordinal); np.
wyksztaltcenie: szkola podstawowa<szkota srednia<studia wyzsze lic<mgr<dr<... —
mozna je traktowaé¢ dwojako: jak indykatorowe (i zapomnie¢ o uporzadkowaniu) albo

jak ilosciowe, np. reprezentowane za pomocy liczb 1,2,3,4,....

Interpretacja: nie indywidualnie tylko podpopulacyjnie.

Przyklad: nauka matematyki

Niech y; — wynik testu z matematyki itego studenta, x;; — liczba lat edukacji matematycznej

itego studenta. Rozwazamy model

ti = Bo + B1xi1.

e Bledna interpretacja: ,jesli ten model jest prawdziwy to wzrost o 1 rok edukacji

danego studenta powoduje wzrost o 81 wyniku z testu”;

e Poprawna interpretacja: ,,jesli ten model jest prawdziwy, to jesli porownamy popu-
lacje studentow ktoérzy uczyli sie matematyki = lat z populacjg studentéw, ktérzy

uczyli sie x + 1 lat, to réznica $rednich wynikéw bedzie wynosita 3;1”.

\. J

Bledna interpretacja, ktéra sie tutaj pojawila, zaktadala zwigzek przyczynowo—skutkowy.
Nasz model nie uwzglednia takiego zwiazku. (Sa jednak modele, ktére badaja przyczynowosé,

patrz rozdzial [} )



Rozdziat 2

Modelowanie proporcji — model

logistyczny

Dane binarne to dane, w ktérych zmienna odpowiedzi przyjmuje dwie wartosci, oznaczane
(zwykle) jako 0i 1. Zwykle 1 odpowiada pewnemu wyrdznieniu, np. posiadaniu jakiejs cechy czy
odniesieniu sukcesu (bycie mtodym, bycie chorym itp.), ale nie musi tak by¢é — mozemy przeciez
rozwaza¢ dwie opcje, ktore sa tak samo wazne (np. bycie kobieta i bycie mezczyzna). Spdjrzmy
na losowa sktadowa GLM dla takich danych.

Niech Y bedzie binarna zmienna odpowiedzi. Niech 7 :=P (Y =1) = p, a zatem 1 — p =
1—7=P(Y =0). Zauwazmy, ze P(Y =y) =7¥ (1—7)'"Y, y € {0,1}. Poniewaz u = EY =,

to mozna rozklad binarny traktowaé jak rodzine rozkladéw parametryzowanych przez p € (0, 1):
Ply,p) = p’ (1—p)' 7, ye{o, 1}.

Wéwezas Var(Y) = pu(1 — p).
Mozliwa jest tez inna parametryzacja, ktéra istnieje dla wszystkich rozkladéw z rodziny

wykladniczej (patrz rozdzial .

Parametryzacja kanoniczna

Zauwazmy, ze

P(y, ) = exp {y log (£;) +log(1 — ) } =: exp {y 0 — n(6)} (2.1)
gdzie
ef
HZIOg(TfTL) < M= :14—%

k(0) = —log(1 — p) = log(e? + 1)




2.1. DANE ZGRUPOWANE - MODEL DWUMIANOWY

W jaki spos6b dobraé sktadowa systematyczna? Poza spelnianiem warunkéw technicz-
nych, o ktérych powiemy pézniej, funkcja taczgca musi byé sensowna. Zobaczmy co to oznacza
dla rozkladu dwupunktowego i jakie funkcje taczace sa (w tym sensie) dopuszczalne.

Niech Y bedzie (ukryta) ciagla zm. los. taka, ze {Y = 1} = {Y > 6}, (réwnowaznie
Y 1[0, 00)] = Y™[{1}]) gdzie # € R jest nieznang wartoscia krytyczna. Rozwazmy model

?:XTﬁ—i—e,

gdzie —¢ jest zmienng losowa o dystrybuancie F' odpowiadajaca za szum losowy. Zakladamy, ze

€ i X sa niezalezne. Wowczas
1(x) =P(Y =1|x) =P(Y 2 0|x) =P(c 2 § - X" §|x) =P(c > 0 —x" 3 |x) = F(x" ),

gdzie B = [—6,0,...,0]T + B. (Zwréémy uwage na przedostatnia réwnosé, ktéra wynika z nieza-

leznosci € i X.) Zauwazmy, ze dla dowolnej ciaglej dystrybuanty F':
(a) m(x) € [0;1],
(b) 0 (nieznana warto$¢ krytyczna) znika w .
Szeroko stosowanymi przyktadami F' sa:
e dystrybuanta rozktadu normalnego N (0, 1) — model probitowy,

o F(x)= — model logistyczny,

efE
1+4e®
e F(z) = exp(—exp(x)) — model loglog,
o F(x) =1—exp(—exp(z)) — model conplementary loglog.

Zgodnie z (L.1)) g = F~ 1.

2.1 Dane zgrupowane — model dwumianowy

Rozwazmy dane:

(3 Y X1 XQ Xp
Llyi | 211 712 ... Ty
2| y2 | w21 w22 ... T2p
3| ys | T3t x32 ... T3y
J 1Y T Ty2 Ljp
n Yn Inl In2 l’np




2.1. DANE ZGRUPOWANE - MODEL DWUMIANOWY

gdzie Y(w) € {0,1} oraz 7 =P (Y =1)=1-P(Y =0).

Moze si¢ zdarzy¢, ze dla réznych k € {1,...,n} wektory (1,2, ..., %jp) i (Tk1, Th2, - - - Thp)
beda takie same. Wéwczas wart{l zgrupowaé dane ze wzgledu na wektor = (z1,...,xp). Zbior
indekséw wpadajacych do itej grupy oznaczmy przez A;, i = 1,..., N. W ten sposéb otrzymujemy

przeksztatcone dane:

T m; Z | Xy X ... X,
1 miy Z1 11 12 Tip
2 mo | 22 | 31 T2 ... Ty
3 ms z3 I31 32 T3p
J o My |z | Til Zh2 Ljp
N my |2zv | TNt ZTn2 ... TNp

gdzie m; = |A;| jest licznodcia jtej grupy, a z; = > ;¢ A, Yi Jest laczng liczbg sukceséw w jtej
grupie. Oczywiscie, m1 + ...+ my = n.

Proporcje sukceséw defniujemy jako F' := Z/m, gdzie Z ~ bin(m, 7). Z wlasnosci wartosci
oczekiwanej EF = m = EY. Natomiast wariancja

(1l —m)

Var(Y).
- < Var(Y)

Var(F) = %Var(Z) =

Mamy dziesieciu pacjentéw z 2 réznych szpitali (X;), ktérych poddajemy trzem réznym

terapiom (X3). Wynik leczenia kodujemy za pomoca zmiennej Y: {y; = 1} oznacza, ze

ity pacjent wyzdrowial, a {y; = 0} oznacza, ze nie wyzdrowial.

! Chociazby ze wzgledu na pamieé i szybkosé obliczeri!



2.2. ESTYMATOR NAJWIEKSZEJ WIAROGODNOSCI

Przyktad

1 | Y | Xi Xo
1 10| 1 1
2101 2
310 2 1
4 10 1 2
5o |1 1 2
6 | 1| 1 1
7111 2
8|1 2 2
9 1|1 3
101 2 3

Dane te mozemy zgrupowac i zapisa¢ w mniejszej tabeli:

1l my 4 Fp | X1 Xo
1] 2 1 051 1 1
214 2 06| 1 2
311 0 O 2 1
411 1 1 2 2
5| 1 1 1 1 3
6| 1 1 1 2 3

2.2 Estymator najwiekszej wiarogodnosci

2.2.1 Score function — funkcja oceny

Score-function to pochodna funkcji log-wiarogodnosci po wektorze 3:

dlog P
S(8) = ogaﬂ(y, 2

Im wigksza jest jej warto$é, tym mozemy moéwié o lepszej estymacji. (Pytanie do czytelnika:

dlaczego?)

10



2.2. ESTYMATOR NAJWIEKSZEJ WIAROGODNOSCI

Stwierdzenie

A modelu logistycznym

n n

S(B) = 1w — ma)mit, - -, (Yi — p)wip]” = D% - (i — )
=i i=1

Ponizej znajduje sie rozumowanie dowodzace prawdziwosci powyzszego stwierdzenia.

Dla funkcji prawdopodobienstwa postaci danej w (2.1)), log—wiarogodnosé (log-likelihood)

wynosi
log P(y, ) =y 6 — x(6).

Zauwazmy, ze k'(0) = 6‘9/(1 + 66). Stad

OlogPly, 1) _,
a0
Natomiast (z reguly tanicuchowej)
dlog P(y, p) _ Olog P(y, n) 90 _ (y— 1) l—pl—ptp _ ()~ = (y— ) 1
ou 00 ou o (1 —p)? p(1=p) VarY "

To nie jest przypadek!

Dla préby : y1,...,Yn.

0;

Przypomnienie: ;ng =0 =log (1 fLZ) Roéwnowaznie p; = h(6;) = 1i69i.

Wiarogodnoéé:
n

L(B) =[] P(yi, wi) = [[i = 1" exp{y i — w(6:)},

i=1
gdzie r(8;) = log(e? +1).

Log-wiarogodnos¢:

I(B) :=log L(B) = Zn:log Py, pi) = zn:yl 0; — k(6;).
i=1

i=1

Score-functions:

ol " dlog P(yi, pi
S(8j) = a,(ﬁj):;()gaéi/ i)

Natomiast

Olog P(yi, pi) _ Olog P(yi, pi) Opi _ (v — 1) 1 Opi 90;
IB; Opti 0p; p(1 — ) 90; 0,

Poniewaz

o; !

o0 — Ly enp Ml

11



2.2. ESTYMATOR NAJWIEKSZEJ WIAROGODNOSCI

oraz
00; .
0p; -
to
dlog P(yi, i
5(85) = Oé) = (Yi — i) Tij-
j

2.2.2 Estymator najwiekszej wiarogodnosci

Estymatorem najwickszej wiarogodnoéci (MLE) 3 jest é taki, ze

(Z prawej strony réwnosci p jest funkcja g )
W terminach Bj mamy nastepujace nieliniowe rownanie estymacji:

o & exp(x!p)

;& Yi = 2 X 1+ (B n eXP(XiTé).
Uwaga 2.1 (Istnienie MLE). Estymator ML dla binarnych danych istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy nie ma separacji lub quasi-separacji. Tzn. nie istnieje wektor 0 € RP taki, ze xi0 > 0
gdy yi = 1 i xt0 <0 gdy y; = 0. Zauwaimy, Ze jesli istnieje taki 0, to oznacza, ze mamy
hiperplaszczyzne, ktora oddziela zera od jedynek (i w zwigzku z tym nie musimy nic estymowad,

tylko klasyfikowaé za pomocq tej hiperplaszczyzny).

W przypadku istnienia MLE B nie umiemy znalez¢ ﬁ analitycznie. Dlatego potrzebne sg

numeryczne metody znajdowania przyblizonego é .

2.2.3 Metoda Newtona-Raphsona

Jest to metoda iteracyjna szukania miejsca zerowego funkcji. Chcemy znalezé f takie, ze S (f ) =0.
Metoda Newtona—Raphsona polega na przyblizeniu funkcji (w naszym przypadku funkcji S)

dwoma wyrazami jej rozwiniecia Taylora. Stad otrzymujemy krok iteracyjny:
GO — G T (g(k))*l 5 (&W) .

gdzie Z,s jest macierzg informacji obserwowanej w modelu logitowym i

o*(B)

Tovs(B,yi) = —W-

Policzmy element macierzy Zgps:

921(B) O(yi — pi)xis exp(x{ B)

_ = = xii i (1 — ) Tik = T35 :
08,087 B L )T =TT o kT B))?

12



2.2. ESTYMATOR NAJWIEKSZEJ WIAROGODNOSCI

Stad
Tobs(B,yi) = X1 - W - X,

gdzie
W = diag (p1(1 — 1), - -+ (1 = pin)) -

ZAUWAZMY, ze Typs nie zalezy od y! Ogélnie nie musi tak by¢.

Mamy zatem

(k1) _ é(lc) N (XT W X>—1 xT (X— M(r)) .

Przyktad

Metoda N.-R. zastosowana do maksymalizacji funkcji log-wiarogodnosci bazujacej na

RS

pojedyriczej obserwacji (tzn. n = 1) z rozkladu bin(N, p) (IV — ustalone, estymujemy p).
I(p) = ylogp + (N — y)log(1 — p). Pochodne:

o _y—Np 3_21__<y u)
op  p(l—p)  p? '

W tym przypadku Z,,s zalezy od y! Stad

N _ -1 Npk)
p(k+1) _ p(k) + y + Y . g
(@2~ (1—p®)2| pk)(1 — pk))
Jesli
o p0 = %’ to p) = 4 = p. To jest dobrze, bo 5’—; ‘p:y/n =0.

o p0) £ %, to zbieznos¢ po kilku iteracjach.

Sprébuj sam!

Napisz funkcje NR(y, n, x0) zwracajacej argmax i max (np. w formie wektora)
funkcji log-wiarogodnosci dla pojedyniczej obserwacji y z rozkladu bin(n, p).
Przetestuj dla kilku wybranych wartosci x0, y i n. Czy nasuwaja sie jakies

wnioski?

2.2.4 Algorytm Fisher Scoring

Modyfikacje algortymu N.R. - zamiast macierzy informacji obserwowanej wstawiamy jej wartosc

oczekiwanag, tzn.

7(8) =E(Zs(8,Y)).

13



2.3. INNE FUNKCJE LACZACE

Macierz ta nazywana jest macierzq informacji oczekiwanej lub macierzq informacji Fishera.

Krok iteracyjny jest teraz postaci

QD) _ ) 4 7 (g(k))‘l 5 (E),

Przyktad c.d.

% B, A I
Pt (1-p)?

Poniewaz EY = Np, to
N N

N
I(B)=—+ = :
& p 1-p p(l-p)
Stad krok iteracyjny jest nastepujacy:

) _ 0, (N N\ y=Np® oy
i ! PO —p®) /) pB(1—pk)) N’

Jest lepiej niz w N.R.! Od razu dostajemy, ze p(") = % dla kazdego r > ¢ (niezaleznie od

warunku poczatkowego).

W przypadku regresji logistycznej (modelu logitowego):

ol ol
5(8) = "5 = 3wy, ~ mirta)
= =1

2.3 Inne funkcje lgczace

GLM dla proporcji: modelujemy 7, jesli g(m;) = QT&, réwnowaznie m; = g_l(éT&).
Za g mozemy wzia¢ dowolna funkcje o wartosciach w [0, 1]. Pozadane jest, aby ¢g byla monotoniczna
i rézniczkowalna. W modelu logistycznym
1/ QT efxi
g (ﬁ Xz‘) = @'
Jest to dystrybuanta rozktadu logistycznego. Mowiac $cislej, rozktad logistyczny o sredniej p i
rozproszeniu 7 > 0 ma dystrybuante

Pa) - _le = m)/]

T Trexpl@—w/ "N

Réwnie dobrze mozemy wzia¢ inng dystrybunate...

1. Regresja probitowa

g(mi) = @~ (m),

14



2.4. PROBKOWANIE PROSPEKTYWNE I RETROSPEKTYWNE W KONTEKSCIE REGRESJI
LOGISTYCZNEJ

gdzie ® — dystrybuanta N(0,1) (mozna ogélniej wziaé N(u, 02).)

Tak samo jak logitowa regresja probitowa jest symetryczna wokét 1/2, tzn.
h(m(z)) = —h(1 — 7w(z)).
W przypadku logitu:

logit(m(x)) = log 1%;3@) = —log _Z(x = —logit(1 — w(z)).

2. Complementary log-log

3. log-log
g(m) = log(—log(m))
Cazyli
log(—log(m(z)) = a + Bz = 7(x) = exp[—exp(a + fz)]
Zbiega do 0 szybciej niz do 1! (Uzyteczny przy niesymetrycznosci.)
Ten model odpowiada dystrybuancje o rozkladzie Gumbella (jest to jedna z tzw. extreme

value distributions).

Uwaga: Jesli model complementary log-log zachodzi dla 7 to log-log zachodzi dla 1 — .

2.4 Prébkowanie prospektywne i retrospektywne w kontekscie

regresji logistycznej
Dany jest model logistyczny:

Y ~ bn(L,7(x;)), m(x;

)

) =P(Yi=1x;) =1 -P(Y; = 0lx;), i=1,....N

oraz

eXP@T&‘)
1+exp(87x;)
gdZie é = (607517 ceey BP)T i X; = (17'%'7;17 s 7':Uip)'

Zeby zrozumieé idee prébkowania retrospektywnego i prospektywnego rozwazmy dane doty-

m(x;) = W(Xﬁﬁ) = = h(é&),

czace metody karmienia nowonarodzonych dziewczat i chtopcow:

Butelka Pier§ + butelka  Piers
Chtopcy 77/458 19 / 147 47/494
Dziewczynki | 48/384 16/127 31/464

15



2.4. PROBKOWANIE PROSPEKTYWNE I RETROSPEKTYWNE W KONTEKSCIE REGRESJI
LOGISTYCZNEJ

W tabeli podana jest liczba dzieci chorych do (/) liczby dzieci zdrowych. Dane te mogly
by¢ zbierane na rézne sposoby. Prospektynie, gdy wybieramy prébe z nowonarodzonych
dziewczynek i chlopcow, ktérych rodzice wybrali konkretng metode karmienia i patrzymy na ich
zdrowie w pierwszym roku. Inna nazwa prébkowania prospektywnego to cohort study (badanie
kohortowe).

W podejsciu retrospektywnym, to stan zdrowia jest ustalony, a my patrzymy na predyktory.
Np. patrzymy na chore dzieci, ktore przyszyt do lekarza i zapisujemy ich pte¢ i sposéb karmienia.
Osobno dostajemy prébke dzieci zdrowych (tzw. préoba kontrolna) i zapisujemy ich pleé i sposéb
karmienia. Zakladamy przy tym, ze to czy osobnik zostal objety spisem jest niezalezne od
wartosci predyktoréw (czyli sposéb karmienia i pte¢ nie maja wpltywu na to czy kto$ przyjdzie
do lekarz czy nie). Inna nazwa to case—control study (badanie kliniczno—kontrolne, studium
przypadku).

W préobkowaniu prospektywnym predyktory (czyli zsy) sa ustalone i obserwujemy wyniki

(czyli yeki).

1. Podejécie prospektywne: (x1,¥1,--.,X,,Yn) — dane otrzymane przy prébie prospektywnej,
tj. xq,...,X, — ustalone (nielosowe), y1, ..., y, — niezalezne (losowe). Wiarogodno$¢ wynosi
wowczas

Lpros(éa X1, Y1y - .- 7§n7yn) = H {ﬂ-(ﬁjﬁé)yj (1 - ﬂ-(zj?é))liw} = H hYi (gzj)}_lliyj (ﬁ§)7

J=1 J=1

gdzie h(x) =1 — h(x).

2. Podejscie retrospektywne: wybieramy prébe n—elementowa z listy (y1,%1),..., (yn,Xn)
retrospektywnie, tzn. X probkujemy z naszych zebranych danych takich ze Y =1 (’cases’)
i z takich, ze Y = 0 ("control’). Dokladniej Xi, X», ..., Xy, niech bedzie préba z rozkladu
P(z|Y =0),a X|,..., X, zrozkladu P(z|Y" = 1).
Niech Z; — indykator zdarzenia wyboru itego elementu do préby, tzn. Z; = 1 wttwg ity element
zostal wybrany do préby i Z; = 0 wpp. Niech
m =P(Z;=1|Y; =1)

Zalozenie : mo i 71 nie zaleza od x; i j! Wowcezas

n
Lretro(B, 70, 1, Y1, X1, -+ Uns X)) = [ [ P(Yi = 1|x;, Zi = DYP(Y; = 0|x;, Z; = 1)1 ¥
i=1
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2.4. PROBKOWANIE PROSPEKTYWNE I RETROSPEKTYWNE W KONTEKSCIE REGRESJI
LOGISTYCZNEJ

Zauwazmy, ze

PY=1,X=x,Z=1)
P(X =x,Z=1)
P(Z=1Y =1,X =x)P(Y = 1|X = x)P(X = x)
B P(Z = 1|X = x)P(X =x)
P

= (%)
Poniewaz Z nie zalezy od X, to
m1h(Bx)
Wlh(gz) + Woh(gl’)

_ h(Bx)
h(Bx) + mo/m1h(Bx)

(x) =

Oznaczmy r := my/m. Stad

7 MBx) \" rhBx)  \""
Lretro(é77r0a7rlay1a§17'--:ymzn)_H (h(ﬁxl)—i-rﬁ(ﬂxz)) : (h(ﬂxl)—i—rﬁ(,@xl)) .

W modelu logistycznym h(z) = <. Wtedy

e a a 1.a a
h(a) Tre e e ~e e

— — — T —

h(a) +r(1 — h(a)) —lfea —i—r(l——lfea) et r(l+et) —ret et 47 - 1+ Leo T 1+ed’

gdzie @ = a + log %
Zatem

Lretro() = ﬁ h(é&l — log T)yi(l — h(ézz —log T))l—yi.
=1

Whiosek: Lprosp 16zni si¢ od Lyesp, tylko sktadnikiem By przy zalozeniu modelu regresji logistyczne;j.

17



Rozdziat 3

Zliczanie

3.1 Regresja Poissonowska

Regresja Poissonowska, tak jak omoéwiony wczesniej model dwumianowy, zlicza okreslone zdarze-
nia. Poniewaz opiera si¢ ona na modelowaniu zmiennej odpowiedzi rozkladem Poissona, to ma

sens o tyle, o ile spelnione sa ponizsze zalozenia:

(a) nie ma gérnego ograniczenia na liczbe tego co zliczamy lub ograniczenie to jest bardzo duze
(np. ograniczeniem na liczbe zachorowan jest liczba wszystkich oséb w danej populacji,

ktora jest bardzo duza);
(b) zliczane zdarzenia sa (lub moga by¢ uznane za) niezalezne.

Przypomnimy podstawowe fakty dotyczace rozktadu Poissona. Niech wigc Y ~ Pois()), gdzie

A > 0, tzn.
Ak
P(Y = k) :e_’\g, k=0,1,2,....
Woéwczas:
—> EY =),
—> Var(Y) = A,

> RetY — e—A1-¢")
—> jesli X ~ Pois(n) oraz X i Y sa niezalezne, to X + Y ~ Pois(\ + 7).

Student /czytelnik kazda z tych wlasnosci powinien bez trudu udowodnié.

Wprowadzmy oznaczenie P(y; ) :==P(Y = y), jesli Y ~ Pois(u).
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3.1. REGRESJA POISSONOWSKA

Sprobuj sam!

Przekonaj sie, ze

P(y;p) = c(y) exp{yd —x(0)},  y €N,

gdzie 0 = In(p), x(0) = € = p.

Ile wynosi ¢(y)?

Model regresji poissonowskiej

Niech:

(yi, X;) — n niezaleznych obserwacji,

pi = E(Yilzs),

Yi|x; ~ Pois(u;) — sktadowa losowa modelu.

Sktadowa systemowa (czyli dalsze zalozenia modelu):

p; = exp(xy B) < log p; = x; B.

Zauwazmy, ze f1; > 0 dla dowolnej wartosci x; € RPH! dla kazdego i = 1,...,n.
Wazng zaleta regresji poissonowskiej jest tatwos¢ interpretacji wspotczynnikéw. Dzieki temu

lepiej rozumiemy, co oznaczaja konkretne wartosci estymatoréow. Spdjrzmy:
1(x) = exp(x’B) = €% . P . e™Pr

czyli 3; ma multiplikatywny wplyw na u:

,M(l'l, s Lj—1, Ty + 1axj+17 s 7xp) _ eﬁj
lu(xla sy Lj—15Lgy Ljly e - - 7331))
albo
IOg/L(.Il, ey Lj—1,T5 + 1,£Ej+1,. .. ,.Tp) — log,u(a:l, ey Lj—1, LGy L1y e e - ,ﬂfp) = Bj'

Widzimy, ze zwigkszenie wartoéci jtej zmiennej objasniajacej o jeden powoduje zmiane p(x)
doktadnie e razy.

Inne mozliwe funkcje taczace dla rozktadu Poissona:

e n(z) = 2% Wtedy \/p = x{ B. Jednak p(x) = (8o + Biz1 + ... + Bpzp)? jest trudne

w interpretacji!

o h(z) =|z|, czyli u(x)) = Bo+ f1x1 + ...+ Ppzp|. Tutaj problemem jest nierézniczkowalnosé

w 0.
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3.2. MLE DLA REGRESJI POISSONOWSKIEJ

3.2 MLE dla regresji poissonowskiej

Poniewaz
MY
Ply;p) =e™" i exp {—u +ylogu —logy!},

to
n n

Uy, 1) = U(B) = Y [wilog s — s —logy!] = 3 [yax] B — exp(x] B) — log yi!] .

a i—1 i—1

Dalej

[
B =g =xTy — XTp,

= 0B
gdzie p” = p"(B) = [exp(x] B), exp(x3 B), . .., exp(x} B)].

Szukamy B takiego, ze:

n n
s(B) =0 And Z&yz‘ = Z&; exp(&Tﬁ).
i=1 i=1
To jest nieliniowe réwnanie, wiec nie ma rozwigzan analitycznych — koniecznosé stosowania
optymalizacji numerycznej. Tak jak byto w przypadku regresji logistycznej.

Macierz informacji obserwowanej wynosi:

?1(B) =
I(B.y) =E l— %%T] = 2. x;x7 exp(x; B) = XWX,

gdzie W = diag(exp(x; 8)) = W(B). Poniewaz, macierz informacji obserwowanej nie zalezy od

¥, to macierz inf. Fishera J(8) = I(8,y). Zatem algorytm Fisher Scoring jest tym samym, co

algorytm Newtona-Raphsona, i:

7

Bin =B, —T7(B,) (B,

= (XTW(B,)X) ' XTW(B,) [XB, + W (B~ i(B,)] -

3.3 Overdispersion — nadwyzka rozproszenia

Dla rozkladu Y ~ Pois(u) wariancja Var(Y) = p. Jednak w praktyce wariancja (warunkowa
pod warunkiem obserwacji x) czesto przekracza p (a czasem jest ponizej wartosci oczekiwanej).
To zjawisko nazywamy nadwyzka rozproszenia (overdispersion). Przeciwne zjawisko, czyli
rozproszenie mniejsze niz wynikatoby to z modelu, to niedobér rozproszenia (underdispersion).

Przyczyny nadwyzki rozproszenia moga by¢ rézne i czasem sa trudne do wykrycia. Mozliwe

przyczyny to m.in.:
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3.3. OVERDISPERSION - NADWYZKA ROZPROSZENTA

e niejednorodnosé danych, ktéra nie jest uchwycona przez dany model,

e dodatnia korelacja zmiennych.

Nadwyzka /niedobér rozproszenia wplywaja na estymatory bledéw standardowych!

Co mozna zrobié?

1. Modele kwaziwiarogodnosciowe (quasi-likelihood, quasi-log-likelihood)
W modelu regresji poissonowskiej Var(y) = u.
Teraz tak nie jest: E(y;|lz;) = p = h(giTii), ale Var(y;|z;) = ¢V (u;) (w reg. Poiss.
V(p) =pie=1). Gdy ¢ > 1 — overdispersion, gdy ¢ < 1 — underdispersion (niedob6r
rozproszenia).
Zauwazmy, ze parametr ¢ i funkcja V' sa wspolne dla wszystkich i = 1,...,n. Nie zakladamy
jednak postaci rozkladu Y|z, a jedynie zwiazek miedzy $rednia a wariancja warunkowa.
Z ogélnej teorii GLMéw wynika, ze réwnania estymacyjne sie nie zmieniaja (¢ sie skraca),

wiec estymatory parametréw tez si¢ nie zmieniaja. Natomiast

(Cov(é) = @F_l(g).

(Czyli bledy rosna, gdy ¢ roénie.)

z)

Estymacja parametru rozproszenia ¢. Gdy ¢ = 1, to x> = 3 (yl i jest statystyka

X2

W przypadku nadwyzki/niedoboru rozproszenia i postulatu VarY = pu;, to powyzsze 2
nie jest statystyka x2, ale x2/¢ jest suma kwadratéw n wystandaryzowanych skltadnikéw,

wiec (przy spelnieniu odpowiednich zalozen modelu) asymptotycznie

W szczegélnosci (poniewaz jesli Z ~ x2(K), to EZ = K):

2 2
E (X ~n—p =e~E X
® n—p

Zatem estymator momentowy ¢ ma postaé

Postepowanie jest nastepujace:
e dopasowujemy zwykly model poissonowski i estymujemy fi,
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3.3. OVERDISPERSION - NADWYZKA ROZPROSZENTA

e estymujemy ¢,
e w celu uzyskania poprawnej macierzy kowariancji Cov(ﬁ ) mnozymy macierz uzyskana
z MLE przez ¢,

e bledy standardowe mnozymy przez /.

2. Model ujemy dwumianowy (Gamma—Poisson model)

Ogélna uwaga:

Niech g - zmienna losowa i niech 6 := E(u). Jesli Y|u ~ Pois(u), to EY =
EE(Y|x)] = Ep = 0 oraz Var(Y) = E [Var(Y|u)] + Var [E(Y|u)] = Ep + Varp =
0 + Vary > 6.

Rozkltad Gamma Rozklad ujemny dwumianowy

Z ~ G(a,b), a,b>0: Z ~ NB(r,p), r>0,p € (0,1):
1&) =t e Lo.00)(2); B(Z = k) = Toatrt (1 =)',
E(Z) = ¢, dlak=0,1,2,...
Var(Z) = 3E(2) = §. E(Z) = %,

Var(Z) = £5E(Z) = 725

Zalézmy, ze Y|\ ~ Pois(\) oraz A ~ T’ (1/, ﬁ) Wéwczas
PY=y) = /0 P(Y = y|A = u) fa(u)du

oo k v v
U v—1 —ju fV 1
— PR 12 _ d
/0 TR <u> Tw)™

o /me_(ﬁﬂ)“u”y—ldu
0

) L)y
)

Vo1 I(v+vy)

T (541)”

D) (7)o

A zatem Y ma rozklad ujemny dwumianowy NB (1/, ﬁ) iVar(Y)=p+ “72 > p, a wiec

N
+ | <

dlay €{0,1,2,...}.

model ten ttumaczy poissonowska nadwyzke rozproszenia.

Zauwazmy, ze gdy v jest mate, to nadwyzka rozproszenia jest duza, a gdy v — oo,
to nadwyzka zbiega do 0, a wigc Var(Y) — p. Parametr 1/v zwany jest parametrem

rozproszenia.
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3.3. OVERDISPERSION - NADWYZKA ROZPROSZENTA

Jedli v jest ustalone, to rozklad ujemny dwumianowy nalezy do rodziny rozktadéw

wyktadniczych.
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Rozdziatl 4

Rodziny wykladnicze rozkladow

prawdopodobienstwa

W GLM zakladamy, ze zmienna odpowiedzi Y pochodzi z rozktadu, ktéry nalezy do rodziny
wyktadniczej. Rodzina wyktadnicza, to rodzina rozktadéw, ktore maja gestosé specjalnej postaci.
Dzieki tej specjalnej postaci spetniaja wlasnosci i mozna dla nich wyprowadza¢ pewne ogdlne

wzory na rézne rzeczy, np. zwiazek éredniej z wariancja, postaé¢ estymatora, dewiancje itp.

Definicja 4.1. Naturalna rodzina wykladnicza (ang. natural exponential family NEF) to rodzina

rozkladéw p-stwa o gestosci (lub funkcji prawdopodobierstwa) postaci:
f(y:0) = a(y) exp {0y — k(0)}, 0€Q,
gdzie
o k — funkcja kumulanty (cumulant function),
e 0 — parametr kanoniczny (canonical parameter),

o ) — przestrzen parametrow kanonicznych.
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Rodzina wyktadnicza z parametrem rozproszenia

(ang. exponential dispersion model family EDM) to rodzina rozkladéw p-stwa o gestosci

(lub funkcji prawdopodobienistwa) postaci:

Oy — k(0)

f(y;8,0) = a(y, p) exp { .

} , 0eQ,
gdzie

e  — funkcja kumulanty (cumulant function),

e 0 — parametr kanoniczny (canonical parameter),

e () — przestrzen parametréw kanonicznych,

e  — parametr rozproszenia (dispersion).

Przyktady rozkladéw z rodzin wykladniczych

1. rozktad Poissona: Y ~ Pois(u), |mu > 0

flyspm) = W el —4)

1
) :?eXP{ylogM—ML y € No

wiec 0 =logp < p=-¢€ k() =p, aly) = % — to jest NEF
Kanoniczna przestrzen parametréw: 2 = R (tam gdzie jest zbiezna calka z gestosci, czyli

gdzie gestosé jest gestoscia).

2. rozklad normalny: Z ~ N(u,0?), p €R, 0 >0

1 — )2 1 2 .y
fy;p,0®) eXp{—(y ) }: e 2 exp{uyaf}, y €R

- V2o 202 2ro

2

2
. Yy
wigc ¢ = 0'2, 0= 1, KJ(Q) = %7 (I(y,g&) = Tlﬂgoe 2¢

3. rozklad Bernoulliego i rozklad dwumianowy: Y ~ b(n,p), n € N, p € [0, 1].

f(zyn,p) = <:>pz(1—p)”_z = (Z) exp {zlog (161)) + log(1 —p)} , z2€{0,1,...,n}.

Jesli n = 1 (czyli Bernoulli), to jest to element z NEF, wtedy 6 = log (l%p), k(0) =
log(1 + exp(f)) (niech studenci sprawdza sobie).

Jedlin > 1, to niech Y := %

wige 0 = log (12;), £(6) = log(1 + exp(8)). @ = L. alu,¢) = ().
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4.1. WEASNOSCI ROZKEADOW Z RODZIN WYKEADNICZYCH

4.1 Wtlasnosci rozkladéw z rodzin wyktadniczych

Stwierdzenie 4.1. Niech

y9—f<:(9)}'

Y ~ fy(y,0,¢) = aly, ¢) -eXp{ "

Witedy E(Y) = /(6) = d':g), VarY = @r”(0) = pp/(6).

Dowdd. Mamy réwnosé

Rézniczkujemy obustronnie po 6:

0= [ 25tw.0.00y = [ ctyoexp{ L0y - o)} v~ w0ty = L5y - 0
Rézniczkujac jeszcze raz po 6:
1 L, 1, N R
0= [ clueexp { (00— w(O) |- | 50— KO = " (O)] dy = Var(v) = Zw'10).
A,

Niech 7(0) = &/(0) = p = E(Y). Wtedy 7/(f) > 0 dla dowolnego 6 € Q (bo wariancja
jest dodatnia), wiec T jest funkcja rosnaca i réznowartosciowa. Zatem definiuje jednoznaczne
przeksztalcenie: 7: Q — M C R, gdzie M jest przestrzenia wartosci oczekiwanej (mean value

space).

Wariancje mozna wiec wyrazi¢ jako funkcje wartosci oczekiwanej

Niech

bedzie funkcja wariancji (variance function). Wtedy

Var(Y) = oV ().

Wazne: funkcja wariancji V' (u) jednoznacznie wyznacza rozklad (z dokladnoscia do pa-
rametréw) wewnatrz rodziny wykladniczej, poniewaz wyznacza k(6) z dokladnoscia do stalej

addytywnej
Przyktad 4.1. V(u) = p?, p > 0. Poniewaz V() = du/df, to df/dp = pu=2, wiec § = —1/p
(stala calkowania = 0). Dalej poniewaz p = dr(0)/df, to k(0) = —log(—0) = log u. Zatem

y(=1/p) —logﬂ}
5 .

P(y) = aly, ») eXp{

I otrzymalismy rozklad gamma (z dowolnoscig parametrow).
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4.1. WEASNOSCI ROZKEADOW Z RODZIN WYKEADNICZYCH

Szczegdlnym przypadkiem jest V(u) = 1, tzn. nie ma zaleznosci $redniej i wariancji. Wtedy
rozklad jest normalny.

Mamy zatem dwie réwnowazne reprezentacje rozktadéw:

e przez funkcje kumulantowa k z parametryzacja przez parametr kanoniczny 6 i parametr

rozproszenia .

e przez funkcje wariancji V', ktora specyfikuje wariancje jako funkcje wartosci oczekiwanej

u € M i przez parametr .

Niech V() = p?. Jaki to rozklad?

Rozwiazanie: p/(0) = p(0) = w(f) = aexp(f). Stad 6 = log(u). Z kolei u(0) = «/(6),
a wiec k(0) = exp(f). Jest to rozklad Poissona.
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Rozdziat 5

Uogdlnione modele liniowe

Pionierami wprowadzajacymi GLM byli John A. Nelder i P. McCullagh w 1983.

5.1 Funkcje taczace

Tak jak do tej pory, niech (Y;);=1... n beda zmiennymi objasnianymi o rozkladzie z rodziny

=1,...,

wykladniczej, X; = (1, X;1,...,X;,) dlai=1,..., N — zmiennymi objasniajacymi.
Definicja 5.1. Funkcjg tgczacg w modelu GLM (EY = p) nazywamy funkcje g takq, Ze
g(p) =X"B =:1.
Zakladamy, Ze g jest monotoniczna i rézniczkowalna (na interesujgcej nas dziedzinie, np. (0,00)).
Parametr n = XT3 nazywamy predykatorem liniowym.
Uwaga 5.1. Tylko parametr 0 (a nie ¢) zwigzany jest ze zmiennymi objasniajgcymi:
9(n) = g(x'(9)) = X' B.
Uwaga 5.2. Mozliwe sq rozne funkcje tgczgce.

Definicja 5.2. Kanoniczna funkcja taczaca (canonical link function) to taka funkcja lgczqca

g, e g(p) = 0.

Zauwazmy, ze 1 = k'(0), a zatem w przypadku kanonicznej funkcji taczacej g=! = /. Wtedy
tez 0 =n=g(u) = XTQ , wiec predykator liniowy n modeluje wlasnie parametr kanoniczny 6.
Warto uzywaé kanonicznej funkcji taczacej réwniez ze wzgledu na dobre wlasnosci matematyczne

i uproszczenia we wzorach.
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5.2. ESTYMACJA NAJWIEKSZEJ WIAROGODNOSCI DLA RODZIN WYKLADNICZYCH

Przyktady kanonicznych funkcji taczacych

1. Y ~ N(u,02): 0 = u, wiec g = id;

2. Y ~ Pois(u): 0 = log p, wige g(p) = log(p);

3. Zwb(n,p),Y:%: 0= log( ) uw=REY =p: g(u) =log (%) = logit(u).

5.2 Estymacja najwiekszej wiarogodnosci dla rodzin wykladni-

czych

Niech y1, ..., ¥y, — niezalezne obserwacje z rodziny wyktadniczej. Wtedy

n
yb — K(0)
) => ~———
i=1 ®
(pozwalamy sobie pomingé wyrazy, ktére nie zalezg od ).

oLg)
0B

Odwrotnosé funkeji taczacej g oznaczymy przez h.

s(B) =

Stwierdzenie 5.1. Score function (funkcja oceny) dla obserwacji yi, . .

czej ma postac

— M 8h("7z)
(a) s(8) = Var(Y)& an

(b) W przypadku kanonicznej funkcji {gczqcej

s(é) _ ZXi Yi —Hz’.

Dowadd. Dla rozktadu z rodziny wyktadniczej
_ zn: (?/ﬂi - "6(9i)>
i=1 ©i

Zatem

" 0l;(B) 06; Oh(n;) On;
5(8) 22: 80 o On B’

-y Yn 2z Todziny wykladni-

Policzymy kazda z pochodnych czastkowych pojawiajacych si¢ w powyzszym wzorze.

. 0L(B) _yi—K'(0:) _yi—pi,

00 i ©i

N aez-(u):<8u<9i))‘1:<an’<9@-))‘1: Lo _¢

ou 90 90 @) pi  Var(Y;)’
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5.2. ESTYMACJA NAJWIEKSZEJ WIAROGODNOSCI DLA RODZIN WYKLADNICZYCH

omi(B)  9(B'x;) N
o8~ o

3.

Po wstawieniu do wzoru na s(f8) otrzymujemy teze.

(b)

Dla kanonicznej funkcji taczacej

Oh(n)  Var(Y;)
on i

\, /

Notacja macierzowa. Wyprowadzone wzory warto zapisa¢ za pomocg macierzy. Daje to

nie tylko bardziej zwiezly zapis, ale tez mozliwo$é prostszej implementacji. Ponadto, pewne
wlasnosci stajg sie bardziej widoczne.

W Swietle ostatniego stwierdzenia mozemy napisaé, ze

s(B) = X'DE"H(y — p),

gdzie X jest macierza eksperymentu, ¥ = diag(Var(Y7), ..., Var(Y,)), D = diag (8}18(21), . 6h6(2")>.

Zdefiniujmy W := DX 1D~!. Wtedy
s(8) = X'WD(y — ).
A jesli h jest kanoniczng funkcja taczaca, to

s(B) = XS (y — ),

gdzie ¥ = diag(p1,. .., n).
Znajdziemy postaé macierzy informacji obserwowanej i macierzy informacji Fishera dla

rodziny wyktadniczej. Skorzystamy przy tym z faktu, ze dla rodziny wyktadnicze;

01(B) _ ol(B) ol(B)
0308 oB; Bk

Stwierdzenie 5.2. Dla rodziny wykladniczej macierz informacji Fishera

1(8) = - X'WX,

gdzie W = DS'D, D = diag (agggﬂ . 6’5571")), Y = diag(VarYy, . .., VarYy).

Jesli h jest kanoniczng funkcjg lgczqcqg, to

1(8) = XTWX,

gdzie W = diag (Vagyl Yooy VarQY").
o7 ©n
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5.2. ESTYMACJA NAJWIEKSZEJ WIAROGODNOSCI DLA RODZIN WYKLADNICZYCH

Dowdd. Dowdd sprowadza sie do rachunkéw.

w
Stwierdzenie 5.3. NiechY;, j =1,...,n, bedg zmiennymi losowymsi takimi, ze Y; ~ EDF(0, ¢, k(0)).
Wowczas
1 & ©
—>"Y; ~EDF (6, =, k(0) ) .
n “ n
J=1
Czyli zmienna losowa %E?:l Y; ma gestosé postaci

fly)=¢ (y, i) exp{ye;/':b(e)} :

Sprobuj dowiesé sam!

Nalezy policzy¢ funkcje charakterystyczng Y;, nastepnie funkcje charakterystycznag

1<

j=1Y; 1 zorientowac sig, ze to koniec.

Powyzsza wlasnosé gwarantuje sensownosé grupowania danych w GLM. Widzimy, ze jesli dane
indywidualne zgrupujemy, to pozostaniemy w tej samej rodzinie EDF ze zmienionym parametrem

rozproszenia. Odpowiada to intuicji statystyka.
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Rozdziat 6

Modele graficzne

QOwver the last decades, the collection and rapid diffusion of network data originating from a wide
spectrum of scientific areas have created the need for new statistical theories and methodologies

for modeling and analyzing large random graphs.
Lauritzen, Rinaldo, Sadeghi [Random Networks, Graphical Models, and Exchangeability, 2017]

Modelowanie zachowania duzych systemow zmiennych to aktualnie wielkie wyzwanie. Zmienne
w systemach zalezg od siebie i wplywaja na siebie. Odnalezienie takich struktur zaleznosci
i niezaleznosci jest bardzo cenne i pozwala znacznie (!) zmniejszy¢ zlozono$é obliczeniowa
i pamieciows sieci.

Modele graficznie miedzy innymi temu stuzg, aby daé strukture i narzedzia odpowiednie do

modelowania sieci z wewnetrznym systemem warunkowych niezaleznodci.

Przyktad: warto zauwazaé¢ warunkowa niezalezno$c!

Przypusémy, ze mamy pewien model py(y; z1,...,T,) pojawiania sie konkretnych stéw
w mailach spamowych. Wartosé¢ y méwi, czy dany mail jest spamem, a x1, . . . , x, mOwia czy
ite stowo (z ustalonego stownika) pojawilo si¢ w tym mailu. Zatem mamy tu do czynienia
z bardzo prosta sytuacja, ale... Wszystkich mozliwych warto$ciowan y, x1, ..., x, jest
27+1 Jedli n jest duze, a przeciez jest!, to jest tego ZA duzo (i rosnie wykladniczo wraz
z n). Jest to problem, ktéry mozna rozwiazaé¢ zauwazajac lub zakladajac warunkowe
niezaleznosci. Jesli zalozy¢, ze wystepowanie stéw pod warunkiem ze mail jest spamem,

jest niezalezne, to
n

P(y;z1,- . xn) = p(y) [[ p(zily)-
=1

Kazdy z parametréw p(z;|y) jest opisywany przez, tylko!, 4 czynniki. Zatem, suma

sumarum, mamy 4(n + 1) czynnikéw, czyli O(n).
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Warunkowa niezalezno$¢ pozwala sie tatwo wyreprezentowaé na grafie. Ma przy tym te zalete,

ze jest intuicyjnie rozumiana przez szerokie grono odbiorcéw.

Ten graf opisuje sytuacje przedstawiona powyzej. Brak krawedzi miedzy wierzchotkami
oznacza warunkowa niezalezno$é¢ pod warunkiem (w tym przypadku) y. Mozemy dopowiedzieé
sobie: najpierw wybieramy czy dany mail jest spamem czy nie (y), a potem generujemy niezaleznie
stowa z rozkladu dla spamu/niespamu.

Inference: Modele graficzne maja tez udostepnia¢ narzedzia do odpowiedzi na zapytania
(np. jakie jest prawdopodobienstwo, ze mail jest spamem, jesli widze stowo "pigutka"). Typowe

inqueries (zapytania):

e marginal inference: Jakie sa prawdopodobienistwa brzegowe w modelu?

p(z1) = ZZ---ZP(M,@,-W%)

T2 T3 Tn

o Mazimum a posterioi inference: jaka jest najbardziej prawdopodobna konfiguracja x-séw.
Np.:

max p(xi,...,Tn,y =1).
TlyeeesTm

Cho¢ powyzsze zadania sa matematycznie jasne, to czesto okazuja sie NP-trudne.

Uczenie: Nasze ostatnie kluczowe zadanie odnosi si¢ do dopasowania modelu do zbioru
danych (ktérym moze byé np. duza liczba oznakowanych przykladéw spamu). Przegladajac
dane, mozemy wnioskowaé o wystepujacych w nich wzorcach (np. ktére stowa czesciej znajduja
sie w spamie). Nastepnie, mozemy je wykorzysta¢ do przewidywania przyszlodci (inference).
Zobaczymy jednak, ze uczenie si¢ i wnioskowanie sa réwniez z natury rzeczy powiazane w bardziej
subtelny sposob, poniewaz wnioskowanie okaze si¢ kluczowa podprograma, ktéra bedziemy
wielokrotnie wywolywaé¢ w ramach algorytméw uczenia sie. Temat uczenia sie bedzie réwniez
charakteryzowal si¢ waznymi powiazaniami z teorig uczenia sie obliczeniowego — ktéra zajmuje
sie takimi zagadnieniami jak uogélnianie na podstawie ograniczonych danych i overfitting — jak
réwniez ze statystyka bayesowska — ktéra méwi nam (miedzy innymi) o tym, jak potaczyé

wcezesniejsza wiedze i zaobserwowane dowody w sposéb pryncypialny.
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6.1. MODELE LOG-LINIOWE

6.1 Modele log—liniowe

Modele log—liniowe to modele dla wielowymiarowych dyskretnych danych zliczajacych ile byto
przypadkéw o poszczegdlnych cechach. Dane te sa czesto reprezentowane w postaci tablic

kontyngencji zwanych tez tabelami krzyzowymi.

Przyktad: zwyczaje wron i gawronéw

Gatunek liczba jaj wielko$é gniazda
Mate Srednie Duze

Wrona 1 32 2 3

2 12 20 12

3 10 10 10
Gawron 1 7 20 3

2 1 20 12

3 2 10 50

6.1.1 Notacja

W dalszej czeéci N bedzie zwykle oznaczalo liczbe obserwacji w zbiorze danych. Liczbe zmiennych
(objasniajacych, dyskretnych) — d. W przykladzie powyzej N = 324+124+20+10+10+10+7+1+
20+2+ 10+ 50 = 184, a d = 3. Caly ten wektor zmiennych losowych zapisujemy: X = (X,),en.
Poziomy to mozliwe wartosci, ktére zmienna losowa moze przyjaé¢ (z angielskiego levels). Liczbe
pozioméw dla zmiennej X, oznaczamy |X,|. Przyjmujemy, ze poziomy mozemy oznaczy¢:
1,2,...,|Xy| dla kazdego v (cho¢ w praktyce one co$ znacza). Warto$é przyjmowana przez X ozn.
i = (i1,...,1q) (zwana jest tez komérka (ang. cell). Symbol Z oznacza zbiér wszystkich mozliwych
do przyjecia komoérek. Zakladamy, podobnie jak w regresji Poissona i w modelu wielomianowych,
ze obserwacje sa niezalezne. Chcemy modelowaé¢ prawdopodobienstwa p(i) = P(X = 1), i € Z.

Zatem laczne prawdopodobienstwo zastanych wartosci ¢V, v=1,..., N, to
N .
p(*, v=1,...N)=[[p6") =[] p()"?, (6.1)
v=1 i€
gdzie n(7) jest liczba wystapient komérki i w caltej prébie. (Wiec jest tez wartoscia w odpowiednim
miejscu tabeli krzyzowej/kontyngencji.) Z drugiej strony

N!
[Liez [Liez p(i)"®°

p({n(i)}ier) =
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6.1. MODELE LOG-LINIOWE

Nalezy upewnic¢ sie, ze rozumie sie dlaczego tak jest. To wyrazenie r6zni sie od (6.1)) tylko o staly
wspdélezynnik iloczynowy, ktéry nie wplywa na zachowanie funkcji wiarogodnoéci (a dokladnie
na polozenie jej ekstreméw):

L(p) o [] p(i)"®.

i€l

Zr6b to sam!

Pokazaé (standardowa metoda), ze estymatorem najwiekszej wiarogodnosci p w opisanej

wyze]j sytuacji jest

Pozyzszy estymator jes ENW w sytuacji, w ktérej nie ma zadnych dodatkowych restrykcji na
rozklad p. Ten model nazywany jest modelem wysyconym (saturated).

Jakie to moga by¢ restrykcje? Méwimy o narzuceniu warunkowych niezaleznosci poszczegdl-
nych zmiennych. Czyni si¢ to, aby zaoszczedzi¢ na obliczeniach, przestrzeni, strukturze.

Dalsze oznaczenia:

e m(i) — wartos¢ oczekiwana licznosci danej komorki, wiec m(i) = np(i);

e (i) := Np(i) — wartosci dopasowane m(i);

e iy := (iy)yea — komérka marginalna zdefiniowana dla dowolnego A C A.

e n(iyg) ip(ia) - odpowiadajace licznosci i prawdopodobienstwa, czyli

p(ia) = > p(i) i n(a)= > n(i)
Hlxe:Z]A if1€=Ij:A

6.1.2 Model log—liniowy hierarchiczny

Ogdlna posta¢ modelu log-liniowego:

logp(i) =u+ Y u(ia).
ACA

Niektére wspolezynniki u4 moga byé réwne zer — to sg ograniczenia zwigzane z warunkows,

niezaleznoécia. Przykladowo dla danych dotyczacych wron i gawrondéw mielibySmy
logp(i) = u + u' () + u?(k) +u® (1) +u'2(j, k) + P (k, 1) + u'2(5,0) + u'22(j, &, 0).

Parametry u zwane sa interaction terms. Jesli zalozymy, ze nie ma efektu wspélnego dla liczby

jak i gatunku, ktéry by wplywal na liczbe takich obserwacji, to u'? = 0 i model upraszcza sie.
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6.1. MODELE LOG-LINIOWE

Definicja 6.1. Model jest hierarchiczny, jesli prawdziwa jest implikacja
=0 = (VBCA: AcCcB = 4P = )

Jesli model jest hierarchiczny, to mozemy go scharakteryzowaé poprzez podanie 'najwyzszych’

niezerowych wspotczynnikéw u. Taki zbiér nazywamy zbiorem generatoréw lub generujacym.

Jesli A = {1,2,3}, i model jest hierarchiczny, to model o generatorach {a,b} {b,c} jest
postaci

log p(i) = u+ ul(4) + w?(k) + u3(l) + ur2(4, k) + u?3(k, 1).

Uwaga 6.1 (Faktoryzacja funkcji prawdopodobiefistwa). Niech X = (X1,..., Xy). Wiowczas

Xa L XplXc <= p(z) =p1 (vauc) p2 (TBUC)
gdzie py — pewna funkcja |A U C| zmiennych, pa — pewna funkcja |B U C| zmiennych oraz
zp = (xj)jep dla dowolnego podzbioru D zbioru {1,...,N}.
(Jesli ktos tego nie wie, to powinien sobie udowodnié!)
Definicja 6.2. Grafem zaleinosci hierarchicznego modelu log—liniowego nazywamy nieskierowany
graf G = (V, E), gdzie V = A i {u,v} € E jesli uy, # 0. Czyli krawedZ wystepuje wszedzie tam,
gdzie dozwolona jest interakcja czynnikow.

Definicja 6.3. Hierarchiczny model log—liniowy jest modelem graficznym, jesli istnieje graf

G = (V, E) taki, ze V = A i 2bior klik G jest tozsamy ze zbiorem generatoréw modelu.

model niegraficzny

Najprostszym przyktadem modelu, ktory nie jest graficzny jest
logp(i) = u+u' (§) + u?(k) +u (1) + ' *(j, k) + w?(k, 1) + u' *(5,1).

Latwo zauwazy¢, ze graf zaleznosci tego modelu jest taki sam jak graf zaleznosci modelu
wysyconego (ze wszystkimi interakcjami, a wiec dodatkowo z interakcja wszystkich trzech

czynnikéw) 1 wyglada nastepujaco:

Zaleta tych modeli log—liniowych, ktére sg graficznymi jest to, ze moga by¢ catkowicie
interpretowane (czy reprezentowaé¢) w terminach warunkowych niezaleznosci, ktére z kolei

mozemy przedstawiaé¢ za pomoca grafu (zaleznosci)
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6.1. MODELE LOG-LINIOWE

6.1.3 Estymacja i dopasowanie modelu

Definicja 6.4. Model M jest dekomponowalny jesli jego graf (zaleinosci) jest chordalny (po
angielsku jest tez stowo triangulated, ale po polsku brak odpowiednika, bo ‘trangulizowalny’ brzmi

dziwnie).
Definicja 6.5. Graf jest chordalny, jesli kazdy cykl dlugosci co najmniej 4 ma przekgtng.

Dla modeli dekomponowalnych mozna podaé¢ analityczne formuly na estymatory najwiekszej
wiarogodnosci. (Dlatego te modele sa szczegdlnie wazne!)

Dane jest model graficzny: A, N, n(i) dla i € Z oraz graf zaleznosci G = (V, E). Niech
C = (C4,...,Ck) bedzie sekwencja klik uporzadkowana zgodnie z porzadkiem topologicznym
wierzchotkéw. Niech & = (S, ..., Sk) bedzie sekwencja odpowiadajacych separatoréw: Sy =
Cr N Cr_1, wiec w szczegdlnodei S = (). Wowcezas estymator najwickszej wiarogodnosci wartosci

oczekiwanej licznosci komoérki ¢ jest rowny

H?:l n(icj)

M) = T nis)

, 1= (i1,...,1q) € L.
Dalej p(i) = m(i)/N.
W przypadku modeli, ktére nie sa dekomponowalne stosowane sa metody iteracyjne, np. IPS

— iterative proportional scaling.

6.1.4 Testowanie hipotez

Wezeéniej (6.1.1) uzasadnilismy, ze L(p) o [Liez p(i)™?. Zatem maksymalna warto$é log—
wiarogodnoéci, z doktadnoscia do stalej addytywnej, wynosi
L= n(i)logp(i),
€T
gdzie p(i) jest MLE.
Z definicji dewiancji (D = 2(I(p) — l(pm), gdzie ppq jest estymatorem uzyskanym w modelu)

—22 logA(,)).

i€l

Jeéli model M jest prawdziwy, to D ma asymptotycznie rozktad x2(k), gdzie k jest réznica w
liczbie parametréw modelu wysyconego i M.
Alternatywna statystyka testowa hipotezy o dobrym dopasowaniu M jest test dopasowania
Pearsona. Statystyka asymptotycznie ma rozklad y?:
2 (n(i) = m(i)* Hy -
1€T
Wiecej na temat dopasowywania i porownywania modeli znajduje sie w czesci praktycznej

(wraz z przykladami).
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6.2. PODSTAWOWE POJECIA

6.2 Podstawowe pojecia

Graf skierowany to para G = (V, E), gdzie V jest skoficzonym zbiorem wierzchotkéw, a E C V xV
jest zbiorem krawedzi. Z kazdym wierzchotkiem i € V' kojarzymy zmienna losowa X;. Zakladamy;,
ze V.= {1,2,...,n} i wszystkie zmienne losowe skojarzone z wierzchotkami ze zbioru V sa
osadzone na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Bedziemy zakladaé, ze wszystkie X; sa
dyskretne (tak jak bylo w modelach log-liniowych) lub ze wszystkie sa ciaglte. Symbolem
Xa, gdzie A = {ay,...,a;} C {1,...,n} oznaczamy wektor losowy (X,,...,X,,). Bedziemy
rowniez korzystac z pojecia podgrafu indukowanego. Dla danego podzbioru wierzchotkéw W C V

podgrafem indukowanym przez W nazywamy graf
GW)= (W, E(W)), gdzie E(A)={(z,y) € E:x,y€ A}.
Notacja
o i—~j <— (i,j)€E,
o j~j <= 1 —=>j5Vj]—1,
e N(v)={w eV : w~ v} - zbiér sasiadéw wierzchotka v,
o P(v) ={w eV : w— v} — zbidr rodzicéw wierzchotka v,

uv-$ciezka, to zbior krawedzi laczacych wierzchotki u i v (bez powtérzen),

podgraf indukowany przez zbiér A C V, to

Ga=(AEx), Ex=ENAxA,

klikg nazywamy maksymalny (w sensie inkluzji) podgraf pelny, czyli zbiér W C V jest
klika, jesli Gy = K\W| oraz Gyyqw) # Kjw|41 dla dowolnego w € V '\ W.

Definicja 6.6. Wierzcholek v jest simplicjalny, (simplicial) jesli jego sqsiedztwo tworzy graf

pelny, tzn. Gny = K|N(v)|-
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6.2. PODSTAWOWE POJECIA

Dekomponowalnosé

Niech (A, B;S) bedzie tréojka podzbioréw zbioru V. (A, B;S) tworzy dekompozycje

grafu G, jesli
(i) zbiory A, B i S sa rozlaczne oraz AUBU S =V
(ii) Gg jest grafem pelnym;
(iii) S separuje A i B.

Definicja 6.7. Graf jest dekomponowalny, jesli jest grafem pelnym lub istnieje dekom-
pozycja G na grafy dekomponowalne (tzn. istnieje trajka (A, B; S) tworzgca dekompozycje
G taka, ze grafy Ga, Gp i Gs sq dekomponowalne).

Definicja dekomponowalnosci ma rekursywny charakter i stad dekomponowalno$é jest trudna
do sprawdzenia. Jednak jest wiele warunkow réwnowaznych, ktérych sprawdzenie jest czesto

duzo prostsze.

Twierdzenie 6.1. Graf jest dekomponowalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest chordalny.

Doskonate uporzadkowanie wierzchotkow

Niech V' = {1,2,...,n}. Méwimy, ze wierzcholki sa doskonale uporzadkowane (perfect
ordered), jesli Vi—a ., S(i) = N(i) N {1;...;i — 1} jest grafem pelnym.

Przyktad

To jest porzadek doskonaly: A to nie:

GF— &
5
© ©
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6.3. SIECI BAYESOWSKIE

| 0 .0 .1
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Rysunek 6.1: Przyklad do oméwienia pochodzacy ze strony https://ermongroup.github.io/cs228-notes/

6.3 Sieci Bayesowskie

Pojecie sieci Bayesowskich jest czesto uzywane przez praktykéw. Jest to “potoczne” okreslenie
na modele graficzne oparte na DAGu, tj. grafie skierowanym, w ktorym nie ma skierowanych

cykli. Idea opiera sie¢ na zasadzie tanicuchowej:

p(‘xla vee 7$TZ) = p(ml)p($2|x1) . -p(xn‘xn—la v 71:271.1)'

Pozostajemy przy oznaczeniach z poprzedniego rozdzialu: Niech X = Xy = (X,,),ev bedzie
dyskretnym wektorem losowym. Poziomy przyjmowane przez X ozn. i = iy = (iy; v € V) i

zbioér mozliwych wartosci Z.

Sie¢ Bayesowska

Sie¢ Bayesowska to para (G,p), gdzie G = (V, E) jest grafem skierowanym acyklicz-
nym (DAG) i p rozkladem prawdopodobienstwa. O p zakladamy, ze faktoryzuje sie
wzgledem G, tzn.

p(iV) = H p(ivﬁpa(v))v

veV

gdzie pa(v) jest zbiorem rodzicéw wierzchotka v
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6.4. MODELE GRAFICZNE NIESKIEROWANE

Sprébuj sam!

Przekonaj sie, ze grafowi przedstawionemu na Rys. [6.1} odpowiada faktoryzacja:

p(l,9,i,d,s) = p(l | g)p(g | i,d) p(i) p(d) p(s | 7).

Innym sposobem interpretacji wykreséw kierunkowych jest opowies¢ o tym, jak dane
zostaly wygenerowane. Jaka historia moze kry¢ sie za tym grafem?

W powyzszym przyktadzie, w celu okreslenia jakodci listu referencyjnego, mozemy najpierw
wylosowaé¢ poziomu inteligencji i trudnosci egzaminu; nastepnie probkowana jest ocena
studenta z uwzglednieniem tych parametrow; w koncu, na podstawie tej oceny generowany

jest list polecajacy.

Nietrudno zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo reprezentowane przez sie¢ bayesowska bedzie

)
poprawne: oczywiscie, bedzie nieujemne i mozna pokazac, ze suma po wszystkich przypisaniach
zmiennych bedzie réwna 1. I odwrotnie, mozemy réwniez pokazaé za pomoca kontrprzykladu, ze

kiedy G zawiera cykle, to zwigzane z nim prawdopodobienistwa nie moze sie sumowac¢ do jednego.

6.4 Modele graficzne nieskierowane

Sieci bayesowskie sg klasa modeli, ktére moga zgrabnie reprezentowaé¢ wiele interesujacych
rozkladéw prawdopodobienstwa. Jednak niektore rozkltady moga mieé zatozenia dotyczace
niezaleznoéci, ktére nie moga by¢ reprezentowane przez strukture sieci bayesowskie;j.

W takich przypadkach, o ile nie chcemy wprowadzi¢ falszywych zaleznoéci pomiedzy zmien-
nymi naszego modelu, musimy wréci¢ do mniej zwartej reprezentacji (ktéra moze by¢ postrzegana
jako graf z dodatkowymi, niepotrzebnymi krawedziami). Prowadzi to do dodatkowych, nie-
potrzebnych parametrow w modelu, a takze utrudnia nauke tych parametréw i wykonywanie
przewidywan. (Wiecej o tym powiemy w czesci praktycznej).

Istnieje jednak inna technika kompaktowego przedstawiania i wizualizacji rozktadu prawdo-
podobienstwa, ktéra opiera sie na jezyku grafow nieskierowanych. Ta klasa modeli znana jest

pod nazwa Markowskich P4l Losowych (Markov Random Fields lub MRFs).
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6.4. MODELE GRAFICZNE NIESKIEROWANE

Przyklad (wart implementacji!)

Osoby A, B,C, D glosuja w wyborach. Wiemy, ze (A, B), (B,C) i (C, D) sa przyjaciéimi,
a pozostali nie znaja sie. Przyjaciele wptywaja na swoje wzajemne preferencje wyborcze.

Mozemy zilustrowaé to za pomoca grafu:

Definicja 6.8. Zbiory A, B CV sg separowane przez zbior C C V., jesli dla kazdego a € A i

dla kazdego b € B przeciecie ab-sciezki i zbioru C nie jest puste. Oznaczamy A Lo B.

Innymi stowy A i B sa separowane przez zbiér C, jedli kazda $éciezka z A do B przechodzi
przez zbior C. Definicja nie wymaga, aby rozwazane zbiory byly roztaczne, jednak jesli dla
zbioréw A i B istnieje separator (czyli zbiér, ktéry jest separuje), to A i B sa rozlaczne. Co
wiecej, jesli C jest separatorem A i Bijesli C C D CV, to D jest separatorem A i B. Z reguly

przedmiotem zainteresowania beda minimalne separatory (w sensie inkluzji).

Wtasnos$ci Markowa

Niech dany bedzie graf G = (V, E'). Rozklad p spelnia wzgledem G:
(a) pairwise wlasno$é Markowa, jesli

Yu,veV: a(u~v) = X, L Xv|XV\{u,v}v

(b) globalng wlasno$é Markowa, jesli

VA,B,CCV: (CN(AUB)=0AALlc B = X, 1 Xp|Xc),

(c) lokalng wtasno$é Markowa, jesli

VueV: Xy L Xy nw)l Xnw)

Definicja 6.9. Graf G jest perfect-map rozkigdu P, jesli
A1l B|C < A lg B|C.

Twierdzenie 6.2. Globalna wlasnosé Markowa implikuje lokalng wilasnosé Markowa. Co wiecej,

jesli p(i) > 0 dla kazdego i € I, to wilasnosci te sq réwnowazne.
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6.5. BUDOWA SIECI BAYESOWSKIEJ

6.5 Budowa sieci Bayesowskiej

Na podstawie R. Nagarayan Bayesian Networks in R, Springer, 2013.
W przypadku graféw acyklicznych skierowanych, czyli tzw. DAG (directed acyclic graphs), re-
lacje niezaleznosci warunkowych sa reprezentowane przez pojecie tzw. d-separacji (od angielskiego

directed separation).

Definicja 6.10. Jesli A, B, C sq trzema rozlgeznymi podzbiorami zbioru wierzchotkéw w DAGu
G, to C d-separuje A i B, ozn. A 14 B|C, jesli kazda §c7jez'kcE| z wierzchotka z A do wierzcholka

B ma co najmniej jeden wierzcholek v taki, Ze

(a) v jest w C i nie jest kolidujgcy;
LUB

(b) v jest kolidujgcy i ani v ani Zaden z jego potomkdéw nie jest w C.

Wierzchotek u jest kolidujacy na Sciezce P, jesli istnieja v — u,u < w € P.

Jesli rozktad P spelnia wtasno$¢ Markowa wzgledem grafu G, to oznacza, ze z d-separacji wy-
nikaja warunkowe niezaleznoéci. Powiemy, ze rozklad ten jest wierny, jesli innych warunkowych
niezaleznoéci nie ma. Majac dany DAG G i rozklad P, ktéry spetnia MP dla G, otrzymujemy, ze

P faktoryzuje sie na iloczyn warunkowych rozktadéw w nastepujacy sposob:

n

Plar,...xn) = [ [ PlailB(i),

i=1

gdzie (i) jest zbiorem rodzicéw wierzchotka i € V(G).

Lprzez §ciezke rozumiemy tutaj sekwencje krawedzi z A do B niezaleznie od ich skierowania
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6.5. BUDOWA SIECI BAYESOWSKIEJ

3 wierzchotki

Rozwazmy trzy mozliwe konfiguracje skierowan dla drzewa o 3 wierzchotkach:
(a) A—C— B,
(b) A« C — B,
(c) A—C «+ B.
W przypadku (a), mamy: P(A) =0, P(B) = {C} i P(C) = {A4}. Zatem
P(A,B,C)= P(B|C)-P(C|A)- P(A).
Dla grafu (b): B(A) = {C} = B(B), P(C) = 0. Stad
P(A,B,C) = P(B|C) - P(A|C) - P(C).

W ostatnim przypadku, tj. przypadku gdy C' jest wierzchotkiem kolidujgcym, otrzymujemy:
B(A) =0 ="P(B), B(C) ={A, B} i

P(A,B,C) = P(B) - P(A) - P(C|A, B).

Zauwazmy, ze w tym przypadku A i B sg niezalezne, ale nie sg warunkowo niezalezne pod

warunkiem C.

6.5.1 Klasy rownowaznosci

W powyzszym przykladzie mozna sprawdzié, ze przypadki (a) i (b) sa tak naprawde réwnowazne.
Jedno wyrazenie na P(A, B,C) mozna przeksztalci¢ do drugiego stosuja twierdzenie Bayesa.
(Zréb to jako ¢wiczenie!) DAGI, ktére reprezentuja réwnowazne struktury niezaleznosci tworza

jedng Markowska klase ré6wnowaznoSci.

Definicja 6.11. Graf Gy = (V, E1) i graf Go = (V, E2) majq te same v-struktury, jesli {(u, v, w) :

u—v—wwE} ={(u,v,w): u— v ww Ey}.

Twierdzenie 6.3 (Chickering, 1995). Grafy o tych samych v-strukturach sq¢ w tej samej Mar-

kowskiej klasie rownowaznosci.
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6.6. MODELOWANIE STATYCZNEJ SIECI BAYESOWSKIEJ

6.5.2 Moralizacja

Niech Z bedzie zbiorem v-struktur grafu G. Graf G jest moralny, jesli (a,b,c) € Z — a~c
dla dowolnych a, b, c € V. Operacja moralizacji grafu polega na dodaniu krawedzi do grafu tak,
aby byl moralny. Znéw, w praktyce interesuje nas minimalny (w sensie inkluzji) zbiér krawedzi,

ktory trzeba dodaé. Dodawane krawedzie moga by¢ skierowane w dowolny sposob.

Przyktad

Dany graf (tylko czarne krawedzie) jest nie- a e

moralny. Moralizacja polega na dodaniu kra-

wedzi taczacych a i c oraz b i d. Na rysunku

czerwone krawedzie. e a

6.6 Modelowanie statycznej sieci Bayesowskiej

Budowanie statycznej sieci bayesowskiej odbywa sie w dwéch krokach: wybér modelu (grafu) i
estymacji parametréw rozkladu. Pierwszy krok nazywamy uczeniem struktury (structure learning)
i polega on na zidentyfikowaniu grafu sieci Bayesowskiej. Najwazniejsze przyktady uzywanych w
celu zbudowania sieci algorytmoéw omawiamy na praktycznej czesci kursu.

6.7 Drzewa laczace i propagowanie informacji

Algorytm propagowania informacji (message passing) po drzewie taczacym (junction tree) pozwala
szybko (i wykonalnie) oblicza¢ prawdopodobienistwa w duzych sieciach bayesowskich: rozklady
taczne podzbioréw wierzchotkéw, rozktady brzegowe, warunkowe jak i rozktady pod warunkiem

interwencji, o ktorych bedzie mowa pdzniej.

Definicja 6.12. Drzewo T jest grafem lgczgcym, jesli jego zbior wierzcholkow V jest zawarty
w zbiorze podzbioréw pewnego V' oraz kazdy wierzcholek C na Sciezce tgczgceej Cp, Cy € V spelnia:

ciNnCy CC.

Uwaga: Jesli graf G = (V, E) jest dekomponowalny, to istnieje drzewo taczace T = (V, &),

takie, ze zbior V jest zbiorem klik w G. Nie ma tu jednoznacznosci.

45



6.7. DRZEWA LACZACE I PROPAGOWANIE INFORMACJI

6.7.1 Potencjaly

Definicja 6.13. Niech C bedzie skonczong rodzing podzbiorow zbioru V. Mowimy, ze C spelnia
running intersection property (RIP), jesli C = {C1,Cs,...,Ck} dla pewnego k € N i dla kazdego
j=2,3,...,k istnicje o(j) < j takie, ze

j—1

Cin Ci=CinCy).
i=1
Innymi stowy przeciecie kazdego zbioru ze wszystkimi poprzednimi zawiera sie w przecieciu z

jednym z nich.
Zbiory {1,2,3}, {3,4}, {2,3,5}, {3,5,6} speliaja RIP w tej kolejnosci. Formalnie: Jesli
Chy=1{1,2,3}, Co = {3,4}, C3 ={2,3,5} i Cy = {3,5,6}, to rodzina C = {C},Cy, Cs,Cys}
spetnia RIP.
Nie istnieje kolejnosé taka, zeby zbiory Cy = {1,2}, C2 = {2,3}, C3 = {3,4}, Cy = {4,1}
spetniaty RIP.

(Mozna sie o tym przekonaé¢ sprawdzajac wszystkie mozliwe porzadki.)

Niech T bedzie drzewem laczacym takim, ze V = {Ci,...,C;}. Dla C € V definiujemy
potencjal ¥ : RICT 5 R,

Definicja 6.14. Niech C,D € V. Potencjaly p i Yo s¢ zgodne, jesli

> veol(ze) = Y ¥plzp) = g(zcnp).

To\D Tp\c
Twierdzenie 6.4. Niech C4,...,Cy bedg wierzcholkami drzewa lgczgcego ponumerowanymsi
zgodnie z RIP. Niech S, ...,Sy bedq odpowiadajgcymi separatorami, tzn.Sy = Cy, N Ci_1. Niech
p(zy) = T15, ZZ ig)) gdzie S1 = 0 i ¢y = 1). Wowczas éc,(xc,) = p(xe;) dla kaidego

i=1,...,k wtedy i tylko wtedy, gdy kazda para potencjaléw (o nie pustym przecieciu) jest zgodna.

Dowdd. Dowdd implikacji “tylko wtedy” jest natychmiastowy.

Implikacje w druga strone (czyli w prawo) dowiedziemy poprzez indukcje po k. Zakladamy
zatem, ze kazda para potencjatéw jest zgodna. Dla k = 1 nie ma czego dowodzi¢. Dla k wiekszych
od jedynki, niech Ry = Cy \ Sk. Wtedy

_ _ s Y, (sz)
p (xV\Rk) = play) = g Vs, (75 X s ( Z”t/fck (zcy,)-

335
TRy, k TRy,

Ostatnia réwnos$¢ wynika z tego, ze Ry = Cj \ >_j<k Cj. Dalej, poniewaz zakladamy zgodnos¢
potencjatéw, to

> e (we,) = s, (s,),

fERk
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6.7. DRZEWA LACZACE I PROPAGOWANIE INFORMACJI

wiec
p(ovn) = IT 2202, 62)

Z zaltozenia indukcyjnego ¢c,(zc,) = p(xc,) dlai < k — 1. Z RIPa wynika, ze S, = C; N Cj, dla

pewnego j < k. To wraz ze zgodnoscia daje:

Vs (zs,) = > ve;(ze;) = > plze,) = pls,).

Ci\Sk C5\Sk
Wstawiamy teraz (6.2)) do wyrazenia z tresci twierdzenia:

¢Ck ( )

Vs, (2s,) :p(xV\Rk)ika(ka)-

plav) = plavp,) S0 20 Fo

Stad, wprost z definicji prawdopodobienstwa warunkowego,

ROEC) — o, oy,
Poniewaz wyrazenie z lewej strony zalezy tylko od Cj, to p(zg,|rv\g,) = p(Tr,|Ts,) (bo
S =CrN(V\ Ryg) ). (Prosze si¢ upewnié, ze to widaé¢!) Ostatecznie wigc (z dwédch ostatnich
réwnosci)

(CleN (xck) = p(‘rsk)p(ka‘xSk) = p(kaUSk) = p(xck)‘

Uaktualnienie (update) potencjatu

Przypusémy, ze kliki C' i D sasiaduja w drzewie taczacym oraz S = DN C. Update z C do

D polega na aktualizacji wartoéci g i ¥p w nastepujacy sposob:

Ys(Ts)
Ys(zs)

zs) = Y vYolzc), ¢plap)= Yp(zp).

To\S

Zauwazmy, ze
1. po update, potencjaly ¥g i ¥¢ sa zgodne (wykonaé rachunek),
2. jesli ¥p i 1g bylo zgodne przed update, to dalej sa zgodne (wykonaé rachunek),

3. Iloraz iloczynu potencjatéw klik i iloczynu potencjaléw separatoréw pozostaje niezmienny.
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Algorytm propagacji informacji na drzewie taczacym - API

Niech 1 < 2 < ... < k bedzie topologicznym porzadkiem wierzchotkéw w drzewie taczacym
T.

For t in k, \ldots, 2 do:
update z \psi_t do \psi_k, k\in pa(t);

End for.
For t in 2, ..., k do:
update z \psi_k do \psi_t, k \in pa(t);

End for.

Zurdé potencjaty.

Twierdzenie 6.5. Niech T bedzie drzewem lgczgcym. Po API wszystkie pary potencjalow bedg

zgodne.

Dowdd. Wynika z wlasnosci (1-3). w

Potencjaly wygodnie jest inicjalizowaé nastepujaco. Dla separatoréw ustalamy g = 1.
Ponadto kazdy wierzcholek przypisujemy do doktadnie jednej z klik zawierajacych ten wierzchotek

i wszystkich jego rodzicow. Niech v(C') oznacza zbiér wierzchotkéw przypisanych do kliki C'.

Wéwezas mozemy przyjac: ve(xc) = Ilyep(cy P(To]Tpa(v))-

6.7.2 'Triangulizacja

W czesci praktycznej zapoznamy sie z algorytmiczng metoda trangulizacji o nazwie Tarjan

method.
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6.8. WNIOSKOWANIE PRZYCZYNOWE (CAUSAL INFERENCE)

6.8 Wnioskowanie przyczynowe (causal inference)

Korelacja czy zaleznos¢ zmiennych nie musi oznacza¢ zwigzku przyczynowo skutkowego miedzy
nimi ( correlation does not imply causation, jak gtosi stynny frazes). Zeby lepiej to sobie uswiadomié
rozwazmy pewng osobe, ktéra moze mie¢ lub nie mie¢ raka pluc oraz moze pali¢ lub nie palié¢
(tak jako kot Shrodingera). Mamy wiec tu prosty uktad dwoch zmiennych. Niech X bedzie
zmienna binarna oraz niech {X = 1} = {w € Q : osoba pali}. Dalej niech Y bedzie zmienna
binarna taka, ze {Y = 1} = {w € Q : osoba ma raka pluc}. Zalozenie, ze zmienne X i Y nie sa
niezalezne wydaje si¢ sensowne. Jednak sam brak niezaleznosci nie méwi nam nic o kierunku
wplywu! Czy palenie wplywa na prawdopodobienstwo wystapienia raka czy odwrotnie?
Dlatego wprowadzono dodatkowy nosnik wplywu, ktory oznacza cos wiecej niz tylko zaleznosé.
Méwi bowiem réowniez o kierunku i charakterze tej zaleznoséci. Oczywiscie, to nie jest doskonaly

nosnik, ale méwi wiecej niz rozktad warunkowy.

Operator ‘do’

Popatrzmy na model graficzny zadany przez graf: 27 — X — Y oraz Z — Y. Policzmy

p(z,y[do(z¥)).

Poniewaz
plz,y,2) =p(2) p(z|2) pylz 1),
to
p(z,yldo(a™)) =p(2) p(y|z 7).
Podczas gdy rozklad warunkowy wyglada nastepujaco

p(zyla) =p(z|2") p(y|z27).

Wykorzystanie i interpretacje tego operatora oméwimy i przeéwiczymy w czeéci praktyczne;j.

6.9 Literatura

Uogdlnione modele Liniowe
o Agresti, Foundations of linear and generalized linear models, Wiley 2015;

e Dobson, Barnett, Introduction to Generalized Linear Models, Chapman & Hall / CRC
Press 2008;
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