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Funkcjonał zależny od więcej niż jednej funkcji. Ekstrema warunkowe.

3.1 Znaleźć ekstremale funkcjonałów

a) J =

π
√

2
∫

0

(

−yz + (y′)2 + (z′)2
)

dx, y(0) = z(0) = 0, y( π√
2
) = z( π√

2
) = 1

b) J =

1
∫

0

(

(y′)2 + (z′)2 + 4x2y + exz
)

dx, y(0) = 1, y(1) = 2, z(0) = 1, z(1) = 3

c) J =

1
∫

0

(

(y′)2 + (z′)2 + y′z′
)

dx

d) J =

1
∫

0

(

2yz2y
2 + (y′)2 − (z′)2 + y′z′

)

dx

3.2 Znaleźć ekstremum warunkowe funkcjonałów

a) J =

1
∫

0

(

(y′)2 + yx
)

dx z warunkami y(0) = 1, y(1) = 2,

1
∫

0

ydx = 1

b) J =

1
∫

0

(

(y′)2 + yex
)

dx z warunkami y(0) = 1
2
, y(1) = e,

1
∫

0

ydx = 1

c) J =

1
∫

0

(

(y′)2 + x2
)

dx z warunkami y(0) = y(1) = 0,

1
∫

0

y2dx = 2

Odpowiedzi:

3.1: a) y = sin

(

x
√
2

)

, z = sin

(

x
√
2

)

, b) y = 1

6
x4 + 5

6
x + 1, z = 1

2
ex + 5−e

2
x + 1

2
, c) y =

2C1 − C2

3
x+C3, z =

2C2 − C1

3
x+C4, d) y = C1 sin x+C2(x sin x−2 cosx)+C3 cosx+C4(2 sinx+

x cosx), z = C1 sin x+ C2x sinx+ C3 cosx+ C4x cosx

3.2: a) y =
1

12
x3+
23

8
x2−
47

24
x+1, b) y =

1

2
ex+
9e− 12

2
x2+(3− 2e)x, c) y = 2 sin kπx, k ∈ Z


