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Zad. 1| Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | Zad. 5 | SUMA

1. (10p.) Pokaz, ze w kazdym grafie |E(G)| > (X(QG))-

Rozwigzanie. Rozwazmy kolorowanie grafu G na x := x(G) koloréw. Zauwazmy, ze dla kazdej pary kolorow
a,b musi istnie¢ krawedZ miedzy wierzchotkiem w kolorze a a wierzchotkiem w kolorze b. W przeciwnym
przypadku moglibysmy kazdy wierzchotek w kolorze b przekolorowaé na kolor a i w ten sposob otrzymalibySmy
kolorowanie grafu G na x — 1 koloréw, sprzecznosé. Co wiecej, sasiedztwo dla kazdej pary koloréw musi by¢
zrealizowane przez inng krawedz. Poniewaz par kolorow jest doktadnie (g‘), w grafie G istnieje co najmniej

tyle krawedzi. 0
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2. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem spojnym. Pokaz, ze G jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego V! CV, V' £ (), V' %V liczba krawedzi taczacych V' i V' \ V' jest parzysta.

Rozwigzanie. (<) Rozwazmy dowolny wierzchotek v. 7 zalozenia liczba krawedzi taczacych zbiory wierz-
chotkow {v} i V'\ {v} jest parzysta, czyli stopien wierzchotka v jest parzysty. Poniewaz G jest spojny, to z
tw. Eulera otrzymujemy, ze G jest eulerowski.

(—) Rozwazmy dowolny zbior V' C V., V #£ (), V # V i niech K oznacza zbior krawedzi miedzy V' i
V \ V'. Nazwijmy wierzchotki z V’ bialymi, a z V' \ V’ czarnymi.

Niech C' = vg, e1,v1, 9,09, ..., €, bedzie obwodem Eulera w G. Zauwazmy, ze usuniecie krawedzi z K z
ciagu C dzieli go | K| niepustych podciagéow (moze sie zdarzy¢, ze podciag sktada sie z jednego wierzchotka).
Wszystkie wierzchotki w jednym podciagu maja ten sam kolor, a kolejne podciagi maja rézne kolory. Zatem
liczba podciagéw musi by¢ parzysta, a co za tym idzie, | K| jest parzyste. ([l
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3. (10p.) Niech r € N. Niech G = (V, E) bedzie grafem niespojnym grafem r-regularnym o co najmnie;
trzech wierzchotkach. Wykaza¢, ze G, czyli dopetnienie grafu G, jest grafem hamiltonowskim.

Rozwigzanie. Dla dowolnego grafu G i jego dowolnego wierzchotka prawda jest, iz

degg(v) = [V(G)| = 1 — degg(v),

czyli w przypadku rozwazanego grafu degg(v) = [V| — 1 —r, co oznacza, ze graf G jest regularny.
Rozwazmy teraz skladowa S grafu G, ktéra ma najmniej wierzchotkow. Mamy |V (S)| < |V|/2. Poniewaz
kazdy wierzcholek skladowej S sasiaduje w grafie G z wierzchotkami wszystkich pozostatych sktadowych
grafu G, to jego stopieit musi by¢ rowny co najmniej [V'|/2. Ale poniewaz G jest regularny, to 6(G) > |V|/2.
Poniewaz G ma co najmniej trzy wierzchotki, z twierdzenia Diraca wynika, ze jest on hamiltonowski. 0
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4. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem planarnym spelniajacym §(G) > 4, w ktérym nie ma wierzchotkow
stopnia 5. Pokaz, ze G ma co najmniej 6 wierzchotkéw stopnia 4.

Rozwigzanie. Oszacujemy sume stopni wierzchotkow grafu G. W tym celu oznaczmy liczbe wierzchotkow
stopnia 4 przez k:

> " degg(v) > 4k +6([V] — k) = 6]V| — 2k.

veV

Dzieki lematowi o usciskach dtoni otrzymujemy 2|E| > 6|V|—2k. Poniewaz G jest planarny, to |E| < 3|V|—6.
Lacznie te dwie nieré6wnosci daja nam

6]V|—12 > 6|V| — 2k,

co jest rownowazne temu, ze k = 6. O



MD2, Informatyka. E1. 28.01.2019. Imie i nazwisko .......cooiiiiiiiiiii it it

5. (10p.) Niech G bedzie grafem dwudzielnym o réwnolicznych klasach dwudzielnosci X, Y, w ktorym dla
kazdego S C X zachodzi |S| < |N(S)| + 2. Udowodnij, ze dla dowolnego k > 2, graf G O Cy;, ma skojarzenie
doskonale.

Uwaga: Zalozenie z pierwszego zdania nie jest potrzebne do rozwiazania zadania. Nie byto to dziatanie
zamierzone, najwidoczniej zadanie przypadkiem wyszto tatwiejsze niz zakladane. Rozwiazanie ponizej nie
korzysta nigdzie z zalozen o grafie G. Dziekuje studentom z roku 2020/21 za uwage.

Rozwigzanie. Oznaczmy V(G) = {vy,va,...,0,}, V(Co) = {u1,ua,...,ug}. Dla kazdego j € [n] graf
G O Cor[{(vj,u),u € Co}] jest cyklem dlugosci 2k. Z kazdej z tych kopii Cyy, bierzemy co druga krawedz do
skojarzenia M. Dokladniej M = Uvje\/(G) M;, gdzie M; = {(v;, ugi—1)(vj, uz) : i € [k]}.

Dla kazdego j € [n] w M; mamy krawedzie o parach indeksow przy u: (1,2),(3,4),...(2k — 1, 2k), zatem nie
maja wspolnych wierzchotkéw. Dwie krawedzie z M; i M; nie maja wspolnych wierzchotkow, gdyz réznig si¢
pierwsza wspohrzedna wierzchotka (v; w M; i v; w M;). Zatem M jest skojarzeniem w G O Cy. Co wiecej,
zauwazmy, ze kazdy wierzchotek z V(G) x V(Cy) nalezy do pewnej krawedzi ze skojarzenia M, wiec M jest
skojarzeniem doskonatym. 0



