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Zad. 1| Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | Zad. 5 | SUMA

1. (10p.) Dla dwoch liczb k,d > 1, siatkg Hamminga, ozn. H(k,d), nazywamy graf, ktorego wierzchotkami
sa wszystkie d-elementowe ciagi nad alfabetem [k| (= {1,2,...,k}), za$ krawedzie tacza te ciagi, ktore roznia
sie na dokladniej jednej wspotrzednej. Znajdz x(H (k,d)).

Rozwigzanie. Pokazemy, ze x(H (k,d)) = k. Najpierw zauwazmy, ze zbior wierzchotkow

(1,1, 1,0) i€k}

d—1 razy

indukuje w H(k,d) klike o k wierzcholtkach. Zatem x(H (k,d)) > k.
Teraz zdefiniujmy funkcje f: V(H(k,d)) — {0,1,...,k — 1} w nastepujacy sposob:

f((al,a%--- Zal modk:

Pokazmy, ze f jest poprawnym kolorowaniem grafu H(k,d). Rozwazmy sasiadujace wierzcholki tego grafu:
a=(a,ay,...,aq) i b= (b1,bs,...,b4). Z definicji wiemy, ze istnieje j € [d], takie ze a; # b; i dla kazdego
J' # j zachodzi a; = bj.

Oznaczajac przez =;, przystawanie modulo k, otrzymujemy:

d

f(a) = f(b) = Zaz (mod k)) (sz (mod k))
=k ;ai_;bi

=k a5 — bj.

Poniewaz rozne liczby z przedziatu [k] daja rézne reszty modulo k, otrzymujemy, ze f(a) — f(b) # 0, czyli
f(a) # f(b). Zatem f jest poprawnym kolorowaniem grafu H(k,d), a poniewaz [ uzywa k kolorow, otrzy-
mujemy x(H(k,d)) < k. O



MD2, Informatyka. E1. 05.02.2020. Imie i nazwisko .......cooiiiiiiiii it it

2. (10p.) Niech n = k? dla pewnego k > 1 i rozwazmy graf pelny, ktérego wierzchotkami sg liczby 1,2, ..., n.
Pokaz, ze dla kazdego kolorowania krawedzi grafu K,, na czerwono i niebiesko, otrzymamy czerwony graf pelny
o k wierzchotkach lub niebieska Sciezke o k wierzchotkach, na ktorej kolejne wierzchotki tworza ciag rosnacy.

Rozwigzanie. Przez Sciezke rosngcg bedziemy mieli na mys$li niebieska $ciezke, ktorej kolejne wierzchotki
tworzg ciag rosnacy.

Przypiszmy kazdemu wierzchotkowi v grafu K, liczbe f(v), ktora jest rowna liczbie wierzchotkow na
najdtuzszej rosnacej Sciezce, zaczynajacej sie w v (czyli v jest najmniejszym wierzchotkiem z tej Sciezki). Za-
uwazmy, ze jesli dla jakiegos wierzchotka f(v) > k, to graf ma rosnaca Sciezke o k wierzchotkach. Przypusémy
zatem, ze dla kazdego v zachodzi f(v) < k, czyli f przyjmuje wartosci ze zbioru {0,1,..., k — 1}. Z zasady
szufladkowej mamy, ze istnieje ¢ € {0,1,...,k — 1}, takie ze dla co najmniej n/k = k wierzchotkow wartosé
f wynosi . Niech X bedzie zbiorem tych wierzchotkow v, dla ktorych f(v) = i.

Pokazemy, ze wszystkie krawedzie, laczace wierzchotki z X, sa czerwone. Rozwazmy dwa wierzchotki
u,v € X, takie ze u < v, i przypusémy, ze krawedZ uv jest niebieska. Skoro v € X, istnieje rosnaca Sciezka
zaczynajaca sie z v, ktéra ma ¢ wierzchotkow. Zauwazmy, ze po dodaniu na poczatek tej $ciezki wierzchotka
u, otrzymujemy rosnaca $ciezke, zaczynajaca sie w u, ktéra ma ¢ + 1 wierzchotkoéw. Jest to sprzeczne z tym,
zeu € X.

Zatem skoro X ma co najmniej k wierzchotkéw i wszystkie krawedzie o obu kornicach w X sa czerwone,
otrzymalismy czerwona klike o k& wierzchotkach. U
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3. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem o n wierzchotkach i 2n krawedziach i niech ¢ : E — [n] bedzie
poprawnym kolorowaniem krawedziowym G, takim ze kazdy kolor wystepuje na doktadnie dwoch krawedziach
oraz ze kazdy wierzchotek widzi doktadnie 4 kolory.

Pokaz, ze istnieje zbior E' C E, taki ze kazda krawedz z £’ ma inny kolor i graf G’ = (V| E’) nie ma
izolowanych wierzchotkow.

Rozwigzanie. Zdefiniujmy graf dwudzielny B o klasach dwudzielno$ci X i Y w nastepujacy sposob. Niech
X :=V(G)iY :=[n|. Dlax € X iy €Y istnieje krawedz zy wtedy i tylko wtedy, gdy w G istnieje krawedz
o jednym z koricow w z, ktorej ¢ przypisuje kolor y (czyli gdy wierzchotek = widzi kolor y). Oczywiscie
X = V(@) =n =Y.

Zauwazmy, ze szukany zbior £’ w G odpowiada skojarzeniu doskonatemu w grafie B. Dla kazdej krawedzi
xy ze skojarzenia dodajemy do E’ krawedz grafu G w kolorze y wychodzaca z x. Poniewaz skojarzenie jest
doskonate, dla kazdego elementu z X dolgczymy do E’ pewna krawedz, dzieki czemu zaden z wierzchotkow
nie pozostanie izolowany. 7 drugiej strony, dla kazdego koloru musi istnie¢ wierzchotek, dla ktorego istnieje
w E' krawedz w tym kolorze.

Zauwazmy, ze graf B jest regularny — kazdy element zbioru X zostaje polaczony z doktadnie czterema
kolorami z Y, a kazdy kolor z Y wystepuje na dwoch krawedziach, czyli (skoro kolorowanie ¢ jest poprawne)
na czterech wierzchotkach grafu G. Wiemy (z ¢wiczen) ze w kazdym grafie dwudzielnym regularnym istnieje
skojarzenie doskonate, co konczy dowdd. O
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4. (10p.) Powiemy, ze graf G jest hamiltonowsko spdjny, jesli dla kazdej pary réznych wierzchotkow w,v
istnieje $ciezka Hamiltona o koncach w u i v. Wykaz, ze jesli G jest hamiltonowsko spojny oraz |V (G)| > 4,

to
B> TP,

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze

3v(@
{3|V(G)\ + 1J B % dla parzystego |V (G)],
=\ 3v(@)+1 .
2 % dla nieparzystego |V (G)].
Pokazemy najpierw, ze jesli G jest hamiltonowsko spojny oraz |V (G)| > 4, to dla kazdego v € V(G)
zachodzi deg(v) > 3. Przypusémy przeciwnie i niech u bedzie wierzchotkiem o stopniu co najwyzej dwa.
Mamy trzy mozliwosci:

1. deg(u) = 0. Jednak wowczas G nie jest spojny, wiec nie istnieje w nim zadna $ciezka Hamiltona. Z tego
wynika, ze nie moze by¢ hamiltonowsko spojny, sprzecznosé.

2. deg(u) = 1. Niech z bedzie sasiadem u. Zauwazmy, ze x musi by¢ drugim wierzchotkiem kazdej $ciezki
Hamiltona, ktora rozpoczyna sie w u, a skoro G ma co najmniej cztery wierzchotki, oznacza to, ze nie
istnieje Sciezka Hamiltona o koncach w w i x. Sprzecznos¢.

3. deg(u) = 2. Niech x i y beda réznymi sasiadami u. Niech P bedzie $ciezka Hamiltona z x do y.
Wierzchotek © ma tylko dwoch sasiadow, jednym z nich jest x, wiec v musi by¢ drugim wierzchotkiem
na P — w przeciwnym wypadku nie uda nam sie stworzy¢ Sciezki, ktéra bedzie przechodzié¢ przez u. Ale
wowcezas kolejnym wierzchotkiem na P musi by¢ y, bo u nie ma juz innych sgsiadéw, a poniewaz G ma
co najmniej cztery wierzcholtki, P nie jest $ciezka Hamiltona, sprzecznosé.

Skoro wiec z kazdego wierzchotka grafu G wychodza co najmniej 3 krawedzie, z lematu o usciskach dtoni
otrzymujemy, ze 2|E(G)| = >, cy(q) deg(v) = 3|V(G)], co koficzy dowdd dla parzystych [V(G)[. Poniewaz
2|E(G)] jest liczba parzysta, to w przypadku gdy |V (G)| jest nieparzyste, mozemy dodatkowo zapisaé, ze
2|E(G)| = 3|V(G)] + 1, co rowniez pozwala otrzymaé zadang nieréwnosc. O
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5. (10p.) Niech n > 1, a V' bedzie zbiorem wszystkich permutacji zbioru [n]. Zdefiniujmy graf G, ktorego
zbiorem wierzchotkéw jest V', a o, m € V sasiaduja w G, jesli 0 mozna otrzymac z m przez transpozycje, czyli
zamiane dwoch wyrazow miejscami (mozemy zamienia¢ dowolne wyrazy, niekoniecznie kolejne). Zbadaj, dla
jakich n graf G jest eulerowski.

Rozwigzanie. Zauwazmy na poczatku, ze graf G jest zawsze spojny. Wynika to cho¢by ze znanego z algebry
liniowej faktu, ze kazda permutacje mozna otrzymac z permutacji identycznosciowej przez ciag transpozycji,
albo z faktu, ze algorytmem sortowania babelkowego mozna posortowaé dowolna permutacje.

Niech 0 € V. Permutacja ¢ ma n wyrazéow, wiec jest (g) par jej wyrazéw. Tym samym mozemy z
o otrzymac (”) permutacji przez transpozycje, a to oznacza, ze degq(o) = (”) Skoro permutacja o byta

2 2
wybrana arbitralnie, to G jest grafem (g)—regularnym. Pozostaje zbadaé, kiedy (Z) jest parzyste. Mamy

()=

Aby ta liczba byla parzysta, to licznik w rozktadzie na czynniki pierwsze musi mieé¢ 2 co najmniej w drugiej
potedze. Czynnik 2 nie moze jednoczesnie pojawiac¢ sic w n i n — 1, wiec n lub n — 1 musi by¢ podzielne przez
4. Podsumowujac, G jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy n =0 (mod 4) lub n =1 (mod 4). O



