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1. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem. Udowodnij, ze

V]
AG)+1

Przypomnijmy, ze «(G) oznacza liczbe wierzcholtkéw najwiekszego zbioru niezaleznego w grafie G.

a(G) =

Rozwigzanie 1. Niech A C V bedzie zbiorem niezaleznym najwiekszej licznosci w G (czyli |A| = «a(G)).
Wtedy kazdy wierzchotek ze zbioru V' \ A ma co najmniej jednego sasiada w A — inaczej taki wierzchotek
moglibysmy dotaczy¢ do A, tworzac wiekszy zbior niezalezny. Stad V' \ A C |J ., N(a), gdzie N(a) oznacza
zbiér sasiadow wierzchotka a. W konsekwencji

U N(a)

a€A

acA

[V —Al< <D IN(@] < Y0 AG) = a(G)A(G)

a€A acA

i dalej

VI =1[Al+ [V Al < a(G) + a(G)A(G) = o(G)(A(G) + 1),
z czego wynika
V]

a(G) = NS

Rozwigzanie 2. Rozwazmy nastepujacy algorytm zachtanny, konstruujacy zbiér niezalezny.

1. S«

Jesli V' = (), zakoricz i zwroé S.

v <— dowolny wierzchotek z V'

S+ Su{v}

V <V \ N[v] (gdzie N[v] := N(v) U{v})
Wréoé do kroku 2.

Zauwazmy, ze zbior konstruowany przez ten algorytm jest niezalezny, poniewaz po dotaczeniu nowego
wierzchotka do S, usuwamy z grafu wszystkich jego sasiadéw. Niech k bedzie licznoscia zbioru skontruowanego
przez powyzszy algorytm, oczywiscie a(G) > k.

Zauwazmy, ze k jest rowne liczbie wykonan instrukeji w linii 4. Ile razy wykona sie na linijka? Po kazdym
wykonaniu usuwamy z grafu domkniete sasiedztwo pewnego wierzchotka, czyli co najwyzej A(G) + 1 wierz-
chotkéw. Zatem liczba iteracji algorytmu wynosi co namniej |V|/(A(G) + 1). Podsumowujac, otrzymujemy

Vi
AG)+1

AR AN ol o

a(G) =k >
O

Rozwigzanie 3. Przypomnijmy, ze kazdy graf G ma poprawne kolorowanie na A(G) 4 1 koloréw. Ustalmy to
kolorowanie i rozwazmy zbioér X wierzchotkow w kolorze, ktory wystepuje najczesciej. Jest to zbior niezalezny;,
a z zasady szufladkowej jego rozmiar wynosi co najmniej |V|/(A(G) + 1). Zatem

V]
AG)+1

Jest do wtasciwie to samo zadanie, co 5.1. z ¢wiczen. O

a(G) = |X] >
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2. (10p.) Niech d > 1 i niech G = (V, E) bedzie grafem o n wierzchotkach, m = @ krawedziach oraz

d(n+1)“ .

najmniejszym stopniu 6(G) > d. Pokaz, ze w G istnieje skojarzenie licznosci ( yEET)

Rozwigzanie. Pokazemy, ze istnieje poprawne (2d + 1)-kolorowanie krawedziowe G, a zatem w jednym z 2d + 1

koloréw musi by¢ co najmniej {zgﬁw = {dﬂ(‘gié)w krawedzi. Oczywiscie krawedzie te tworza skojarzenie. W

tym celu pokazemy, ze A(G) < 2d. Zaldézmy nie wprost, ze istnieje w G wierzchotek u o stopniu wiekszym

niz 2d. Poniewaz G ma @ krawedzi, to z lematu o usciskach dtoni mamy:

Zdeg(v) =2|E|=d(n+1).

veV

Podstawiajac, ze deg(u) > 2d + 1 dostajemy:

D deg(v) = deg(v) — deg(u) <d(n+1) — (2d+1) =d(n—1) — L.
veV\{u} veV

Z drugiej strony, poniewaz 6(G) > d, to:

co daje nam sprzecznosé. Zatem A(G) < 2d i z twierdzenia Vizinga dostajemy x'(G) < 2d + 1, co oznacza,

. .. . . . . . . rd(n+1 .
ze w (G musi istnie¢ skojarzenie o co najmniej ( 1(1312)} krawedziach. 0
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3. (10p.) Niech n € N, i niech T,, bedzie grafem o zbiorze wierzchotkow
V(T,) ={(z,y,2) :x,y,2 €{0,1,...,n} oraz x + y + z = n},

takim ze (z1,y1,21) 1 (2, Y9, 22) sa krawiedzia wtedy i tylko wtedy, gdy réznia sie na kazdej wspotrzednej o
co najwyzej 1 (oraz (x1,y1,21) # (%2, Y9, 22)). Pokaz, ze T,, jest eulerowski.

Rozwigzanie. 7 twierdzenia Eulera wiemy, ze pokazanie, ze T,, jest eulerowski jest rownowazne pokazaniu, ze
T, jest spojny oraz ze kazdy jego wierzchotek ma stopien parzysty.

Zeby pokazaé, ze T), jest spojny, wystarczy pokazaé, ze z dowolnego wierzchotka (x,, z) istnieje $ciezka
do wierzchotka (n,0,0). Skonstruujemy te Sciezke w dwoch krokach.

Najpierw rozwazmy Sciezke P = (a1,b1,2), (a2, be, 2), (as, bs, 2), ..., (ays1,by41, 2), gdzie a = z,b; =
Y,ayy1 = N — z,byy1 = 0, a dla kazdego + > 1 mamy a; = a,—; + 1 oraz b, = b;_; — 1. Intuicyjnie,
Sciezka ta zaczyna w wierzcholku (z,y,2) i kazdy jej kolejny wierzcholek powstaje z poprzedniego przez
zwiekszenie pierwszej wspohrzednej o 1 i zmniejszenie drugiej wspohrzednej o 1. Zauwazmy, ze P jest (x,y, 2)-
(n — 2,0, z)-Sciezka w T,,. Podobnie mozemy zdefiniowaé $ciezke @ = (1,0, dy), (¢2,0,d3), ..., (¢241,0,d.41),
gdzie ¢y = n — 2,dy = 2z,¢,41 = n,d,; = 0, a dla kazdego ¢ > 1 mamy ¢; = ¢;_1 + 1 oraz d; = d;_; — 1.
Intuicyjnie, w tej $ciezce kazdy kolejny wierzchotek powstaje z poprzedniego przez zwiekszenie pierwszej
wspohrzednej o 1 1 zmniejszenie trzeciej wspotrzednej o 1. Zauwazmy, ze @Q jest (n — 2,0, 2)-(n, 0, 0)-Sciezka
w T, istnieje wiec (z,y, 2)-(n,0,0)-Sciezka w T,, powstala z potaczenia P i Q.

Pozostato pokazaé, ze kazdy wierzchotek T, ma stopien parzysty. Zauwazmy, ze w T, sa trzy rodzaje
wierzchotkow:

e wierzcholki (n,0,0), (0,n,0) i (0,0,n), kazdy z nich ma doktadnie dwoch sasiadow:

N((n,0,0)) = {( 1’1a0)>( 17071)}a
N((O,TL,O)):{( ),(0,%—1,1)},
N((0,0,n)) = {(0, 1,n 1),(1,0,n — 1)}

e wierzcholki (z,y,0), (0,z,y) i (z,0,y), takie ze x,y ¢ {0,n} (czyli x+y = n), kazdy z nich ma doktadnie
czterech sasiadow:

N((l’,y,O)) = {(l’ - 17y+ 170)7 (l’—i— 17y - 170)7 (‘T - 17y7 1)7 (l’,y - 171)}7
N((()?may)) {(va + 1ay - 1)7 <O7x - Ly + 1)7 (1,1’ - 17y)7 (1,x,y - 1)}>
N((z,0,y) ={(x— 1,0,y + 1), (x + 1,0,y — 1), (z, 1,y — 1), (x — 1, 1,9) }.

e wierzcholki (z,y, 2), takie ze x,y, z ¢ {0,n}, kazdy z nich ma dokladnie szesciu sasiadow:

N((z,y,2)={(x—1,y+1,2),(x+ 1L,y—1,2),(x — 1,y,z + 1),
(x+17y72_1)7<$7y+172_1)7(x7y_17'Z+1)}

Zatem z twierdzenia Eulera otrzymujemy, ze T,, jest parzysty. 0
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4. (10p.) Niech G bedzie 2-spojnym, 3-regularnym grafem planarnym, i niech z,y,z € V(G) tworza trojkat
w G. Pokaz, ze w kazdym rysunku ptaskim grafu G istnieje $ciana incydentna z wierzchotkami z,y, z i tylko
7z nimi.

Rozwigzanie. Nazwijmy $ciane, ktoéra jest incydentna z wierzchotkami x,y, 2z i tylko z nimi dobrg. Zalézmy,
ze istnieje rysunek ptasku grafu G, ze zadna Sciana nie jest dobra, ustalmy go.

Krzywe reprezentujace krawedzie zy, yz i zx tworza krzywa zamknieta, ktora dzieli ptaszczyzne na dwa
rozlaczne obszary — wewnetrzny C; i zewnetrzny Cy. Zaden z nich nie jest dobra §ciang, zatem zaréwno w C,
jak i w C5 musza znajdowac sie jeszcze jakies wierzchotki grafu G, nazwijmy je odpowiednio v i u. Poniewaz
G jest 2-spojny, jest spojny, musi istnie¢ krawedz e o dokltadnie jednym konicu w {z,y, z}, ktorej wnetrze jest
zawarte w C (a doktadniej mowiac, wnetrze krzywej, ktora reprezentuje e w naszym ustalonym zanurzeniu
ptaskim). Podobnie, musi istnie¢ krawedz f, ktorej wnetrze jest zawarte w Cy 1 ma doktadnie jeden koniec w
zbiorze {x,y, z}. Poniewaz graf jest 3-regularny, krawedzie te nie sg incydentne z tym samym wierzchotkiem
z {x,y, z}. Bez utraty ogolnosci zatozmy, ze e jest incydentna z x, natomiast f z y. Ponadto, niech g bedzie
krawedzia incydentna z z, ktorej drugi koniec nie jest w {z, vy, z}.

Poniewaz G jest 3-regularny, jedyne krawedzie incydentne z y to f,xy i yz. Zauwazmy, ze jesli wnetrze
g jest zawarte w (', wierzchotek y jest wierzchotkiem rozcinajacym — jedyna wv-u-$ciezka przechodzi przez
f, zatem tez przez y. Analogicznie, jedyne krawedzie incydentne z x to e, xy i zx, jesli wiec wnetrze g jest
zawarte w Cy, wowczas x jest wierzchotkiem rozcinajacym — jedyna v-u-$ciezka przechodzi przez e, wiec i
przez x. W obu przypadkach otrzymujemy sprzeczno$é z 2-spojnoscia G. 0
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5. (10p.) Niech G bedzie rodzina grafow. Pokaz, ze nastepujace zdania sa rownowazne.

1. Istnieje funkcja f: N — N ze kazdy graf z G o co najmniej f(t) wierzchotkach zawiera podgraf K; lub
podgraf indukowany K.

2. Istnieje funkcja g: N — N, ze kazdy graf z G o co najmniej g(r) wierzchotkach zawiera podgraf K, ,.

Przypomnijmy, ze przez K, , oznaczamy graf pelny dwudzielny, ktérego kazda klasa dwudzielnosci ma n
wierzchotkow. Mowimy, ze graf G zawiera graf H jako podgraf indukowany, jesli istnieje zbiér wierzchotkow
X C V(@) taki, ze podgraf G indukowany przez zbior X jest izomorficzny z H.

Rozwigzanie. Pokazmy najpierw, ze (1) — (2). Zdefiniujmy ¢(r) := f(2r) i rozwazmy dowolny graf G € G o
co najmniej g(r) = f(2r) wierzchotkach. Z wlasnosci (1) wiemy, ze G zawiera (a) podgraf Ky, lub (b) podgraf
indukowany Ko, o,. Zauwazmy, ze kazda z tych dwoch struktur zawiera K, , jako podgraf. W przypadku (a)
nalezy podzieli¢ wierzchotki grafu pelnego na dwa zbiory rozmiaru r i usunaé¢ wszystkie krawedzie wewnatrz
zbiorow. W przypadku (b) nalezy wybra¢ dowolne r wierzcholtkéw z kazdej klasy dwudzielnosci grafu Ko, o,

Teraz pokazemy, ze (2) — (1). Zdefiniujmy f(¢) := g(R(¢)), gdzie R(-) jest liczba Ramseya. Rozwazmy
dowolny graf G' € G o co najmniej f(t) = g(R(t)) wierzchotkach. Z wtasnosci (2) wiemy, ze G zawiera podgraf
KRr@)r(t), niech X 1Y bedg klasami dwudzielnosci tego podgrafu.

Jesli G[X] lub G[Y] zawiera t-elementowy podgraf pelny, jest to tez oczywiscie oszukany podgraf peiny
w G. W przeciwnym przypadku, w definicji liczby Ramseya wiemy, ze istnieja zbiory niezalezne X' C X i
Y’ CY, kazdy rozmiaru t. Zatem zbiéor X' UY" indukuje w G podgraf K, co koniczy dowdd. OJ



