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1. (10p.) Niech G bedzie grafem k-regularnym i niech ¢ bedzie jego poprawnym k-kolorowaniem krawedziowym.
Niech X C FE(G) bedzie minimalnym (pod wzgledem inkluzji) krawedziowym zbiorem rozcinajacym w G.
Pokaz, ze wszystkie zbiory X N¢~1(i) dla i € [k] maja te sama parzystosc.

Rozwigzanie. Niech A bedzie pewna sktadowa grafu G— X. Zauwazmy, ze nie ma w X krawedzi o obu koncach
w A: gdyby istniala taka krawedz e € X, to A z dodana krawedzia e jest sktadowa grafu G — (X \ {e}), czyli
X nie jest minimalnym zbiorem rozcinajacym, sprzecznosé.

Rozwazmy dowolny kolor ¢ € [k]. Skoro graf G jest k-regularny, a ¢ jest poprawnym k-kolorowaniem,
zbior krawedzi ¢~ 1(i) jest skojarzeniem doskonalym w G. Zatem kazdy wierzcholek z A jest incydentny z
krawedzia w kolorze i: moze by¢ to krawedz, ktorej oba korice leza w A (nazwijmy je krawedziami typu 1;
przypomnijmy sobie, ze te krawedzie nie sa w X ) lub krawedz ze zbioru X N¢~(i) (nazwijmy je krawedziami
typu 2). Zauwazmy, ze kazda krawedz typu 1 jest incydentna z doktadnie dwoma wierzchotkami z A, a kazda
krawedz typu 2 jest incydentna z doktadnie jednym wierzchotkiem z A. Niech x bedzie liczba krawedzi typu
1. Podsumowujac, otrzymujemy

|A| =2z + [ X N~ (1),

zatem parzysto$é |A| jest taka sama jak parzystos¢ zbioru X N ¢~'(i). Z dowolnosci wyboru koloru i otrzy-
mujemy teze. [
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2. (10p.) Niech n > 3. Pokaz, ze dla kazdego kolorowania krawedzi grafu K, na czerwono i niebiesko istnieje
w nim cykl Hamiltona, ktory sktada sie z co najwyzej dwoch monochromatycznych sciezek (jednej czerwonej
i jednej niebieskiej).

Rozwigzanie. Indukcja po n. Dla n = 3 mamy dwa przypadki: albo wszystkie trzy krawedzie maja ten sam
kolor, albo dwie krawedzie sa w jednym kolorze, a trzecia w innym. W obu przypadkach teza oczywiscie
zachodzi.

Rozwazmy graf K, i niech v bedzie dowolnym wierzchotkiem K,,. Z zatozenia indukcyjnego wiemy, ze dla
kazdego dwukolorowania krawedzi grafu K, — v istnieje cykl Hamiltona C’ = vy, v, ..., v,_1, v1, ktory sktada
sie z co najwyzej dwoch monochromatycznych $ciezek. Zauwazmy, ze dowolna permutacja wierzchotkoéw grafu
pelnego zawsze wyznacza cykl Hamiltona.

Jesli C" sklada sie z jednej monochromatycznej Sciezki (wowczas jest to Sciezka zamknieta), krawedzie
C" sa w jednym kolorze (bez utraty ogolnosci — czerwonym). Wtedy szukany cykl Hamiltona w K, to
C = vy,v9,...,Unp_1,v,v1. Istotnie, jesli v,_yv,vv; sa czerwone, C' sklada sie z jednej monochromatycznej
sciezki. W przeciwnym wypadku te z krawedzi v,,_1v, vv; ktore sa niebieskie tworza niebieska Sciezke, pozostate
krawedzie z C' tworza czerwona Sciezke.

Jesli C” sktada sie z dwoch monochromatycznych Sciezek, bez utraty ogolnosci mozemy zatozyé, ze kolejne

wierzchotki niebieskiej $ciezki to vy, ..., v, a kolejne wierzchotki czerwonej to v, ...,v,_1,v1, dla pewnego
ke{l,...,n— 1} (zawsze mozemy zmieni¢ numery wierzchotkow, aby ten warunek byt spelniony).
Przypusmy, ze krawedz vv; jest czerwona. Wowcezas szukany cykl Hamiltona to C' = vy, v,va, ..., vp_1, 1.
Istotnie, jesli krawedz vvy réwniez jest czerwona, mamy w C' czerwong Sciezke vy, . .., v,_1,v1, v, U9 1 niebieska
Vg, ..., V. W przeciwnym przypadku (vvy jest niebieska), mamy w C' czerwong $ciezke vy, ..., v,_1,v1,0 i
niebieska v, vy, . .., vy.
Jesli krawedz vvy jest niebieska, analogicznie rozumujac mozemy pokazaé, ze C' = vy, v,v,_1, ..., Vg, V1 jest

szukanym cyklem Hamiltona. 0
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3. (10p.) Znajdz wszystkie drzewa T, ktorych dopekienie T tez jest drzewem.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze K; = K, a K, jest grafem niespéjnym, wiec nie jest drzewem.

Zatozmy teraz, ze liczba wierzchotkow drzewa jest rowna co najmniej 3. Jedli 7' ma co najmniej trzy
liscie, to w dopetieniu 7T liscie te indukuja tréjkat, a wiec T nie jest drzewem. Stad wystarczy rozwazyé
jedynie drzewa o dwoch lisciach. Jak wiadomo, takie drzewa to Sciezki. Niech P, = vivy...v,. Jedlin > 4,
to {v1, v3, v, } indukuje w P, trojkat, a wiec znowu P, nie jest drzewem. Pozostaja do rozwazenia drzewa Ps
i P,. Jak mozna przekona¢ sie bezposrednio, P jest grafem niespojnym, a P, =2 P,. Podsumowujac - istnieja
dwa drzewa, ktorych dopelnienie rowniez jest drzewem i sg to drzewa Ki i Pj. 0
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4. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem takim, ze x(G) < 4. Pokaz, ze w E istnieja dwa roztaczne podzbiory
E,, E, takie, ze Ey U Ey = E (innymi stowy jest to podzial E) i grafy (V) Ey) i (V, Es) sa dwudzielne.

Rozwigzanie. Ustalmy poprawne kolorowanie ¢ : V' — [4] grafu G, takie istnieje, bo x(G) < 4. Dla i € [4],
niech V; bedzie zbiorem wierzchotkow G, ktére w tym kolorowaniu maja kolor i. Oczywiscie kazdy z tych
zbioréw jest zbiorem niezaleznym. Zdefiniujmy teraz E; jako zbiér wszystkich krawedzi, ktore sa pomiedzy:
(i) Vi i Va, (ii) Vo i V3, lub (iii) V3 1 V4. Natomiast Fs zdefiniujmy jako zbior krawedzi miedzy: (i) V31 Vi,
(i) V1 i Vi, lub (iii) V4 i V. Zauwazmy, ze tak zdefiniowane zbiory E; i Ey sa rozlaczne oraz pokrywaja caly
zbior F, poniewaz nie ma krawedzi wewnatrz zbiorow V; dla i € [4]. Oznaczmy G, = (V, Ey) i Gy = (V, Es).

Pozostaje pokazaé¢, ze GGy i G5 sa dwudzielne. Niech X; = VL, UV, Xo := VLUV, V) = V3 U Vs,
Y, := V3 U V). Zauwazmy, ze wewnatrz zbiorow X; i Y7 nie ma zadnej krawedzi z E7, a wewnatrz X, a Y5 nie
ma zadnej krawedzi z Fy. Zatem umiemy podzieli¢ V' na dwa zbiory niezalezne w G, i umiemy podzieli¢ V'
na dwa zbiory niezalezne w Gs. Czyli oba te grafy sa dwudzielne. U
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5. (10p.) W pewnym miescie, na ktorego krancach znajduja sie dwa garaze dla ptugéw $nieznych, x i y,
chcemy zaplanowaé trase ptugéw z = do y. Po drodze musimy odwiedzi¢ ulice zgtoszone do od$niezenia, a
mamy do dyspozycji tylko k ptugow.

Formalnie, mamy dany graf skierowany G = (V, A), dwa wierzchotki z,y € V', podzbior M C A oraz liczbe
naturalng k. Chcemy stwierdzi¢, czy w grafie G istnieje zbior D skierowanych z-y $ciezek taki, ze |D| < k
oraz dla kazdego tuku m € M istnieje co najmniej jedna Sciezka w D, ktora przechodzi przez m.

Zaproponuj algorytm rozwiazujacy ten problem poprzez sprowadzenie go do jednego z probleméw omaw-
ianych na ¢éwiczeniach.

Rozwigzanie. Pokazemy, ze ten problem mozna sprowadzi¢ do problemu istnienia cyrkulacji z dolnymi i
gérnymi ograniczeniami na przeptywy na tukach — zadanie 8.5 b).

Zdefiniujmy graf G' = (V' A’) taki, ze V! = VU {2’} oraz A’ = AU{(2/,x), (y,2')}. Zdefiniujmy réwniez
funkcje ¢ (dolne ograniczenia na przepltyw) i ¢ (gorne ograniczenia na przeplyw) nastepujaco:

1dl M dl ! !
ﬂ(a = aac ’ oraz C(CL) — k aae{(a:,x),(y,m)},
0w p.p. oo dlaa € A,

Pokazemy teraz, ze problem istnienia cyrkulacji w tak skonstruowanym grafie G’ jest rownowazny istnieniu
zbioru D o wlasnosciach jak w zadaniu.

Najpierw przypusémy, ze istnieje cyrkulacja f : A" — [0, 00). Przypomnijmy sobie, ze mozemy zalozy¢, ze
wartodci funcji f sa calkowite (analogicznie jak z przeptywami). Luki z A, dla ktorych f jest rowne ¢ bedziemy
traktowaé jako krawedzie, przez ktore przechodzi doktadnie ¢ Sciezek z D. Zauwazmy, ze przydzielenie tych
krawedzi skierowanym x-y Sciezkom nie jest jednoznaczne, ale jest mozliwe ze wzgledu na warunek Kirchoffa,
tzn. dla kazdego wierzchotka v € V\{z, y} wchodzi do niego tyle samo $ciezek, co wychodzi. Ponadto, |D| < k,
poniewaz liczba a-y Sciezek jest rowna co najwyzej f1(z) — Z(u’z)e 4 f(u,z), a to z warunku Kirchoffa jest
rowne f(2',z) < c(o',z) = k. Zauwazmy tez, ze kazdy tuk m € M spelia ¢(m) = 1, wiec nalezy on
do przynajmniej jednej Sciezki w D. Zatem jesli istnieje cyrkulacja, to istnieje tez zbior D o wymaganych
wlasnosciach.

Przypusémy teraz, ze istnieje zadany zbior $ciezek D. Dla kazdego tuku a € A definiujemy f(a) jako i
jesli a nalezy do doktadnie i $ciezek z D, gdzie i € {0,...,k}. Nastepnie definiujemy f(y,z’) = f(2/,x) =
@) = [~ (@)

Pokazemy teraz, ze f jest cyrkulacja. Zauwazmy, ze do kazdego wierzchotka v € V'\ {z, y} musi wchodzi¢
tyle Sciezek z D, co wychodzi, a te wartosci sa odpowiednio réwne f~(v) i f*(v), wiec warunek Kirchoffa
jest spelniony dla kazdego takiego wierzchotka. Dla wierzcholkéow x, 2" warunek Kirchoffa zachodzi z definicji
funkeji f. Ponadto ten warunek zachodzi rowniez dla y, poniewaz f(y,x’) jest réwne licznosci zbioru D, a to
jest rowne f~(y) — > , yea f(y, u). Pozostaje sprawdzi¢ funkeje c i €. Z definicji ¢, dla Tukéw a € A zachodzi
f(a) < c(a). Dla (2/,z) i (y,2") wartosci f na tych tukach to liczba $ciezek z D zatem nie przekraczaja one
k=c(a,x) = c(y,2'). Dla kazdego tuku a € A\ M zachodzi f(m) > ¢(m) z definicji . Natomiast dla tukow
m € M wlasnosé¢ f(m) > ¢(m) wynika z faktu, ze byt on odwiedzony przez przynajmniej jedna Sciezke z D.
Zatem pokazalismy, ze f jest cyrkulacja, co konczy dowdd. 0]



