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..............................................

1. (10p.) Niech G bedzie eulerowskim grafem ptaskim. Niech g bedzie dowolnie wybranym regionem. Pokaz,
ze jesli stopien kazdego regionu poza g jest podzielny przez 3, to stopien g tez jest podzielny przez 3.

Rozwigzanie. Wiadomo z ¢wiczen, ze jesli graf ptaski G jest eulerowski, to jego graf dualny G* jest dwudzielny.
Niech X,Y beda jego klasami dwudzielnosci i bez straty ogolnosci zalozmy, ze g € Y. Wowcezas |E(G*)| =
> rex degae [ =2y dege. f. Wylaczajac z drugiej sumy g, otrzymujemy:

dege. g = Z dege. f — Z degq- f.
fex g#feY

Wszystkie sktadniki wystepujace po prawej stronie tej rownosci sa podzielne przez 3, zatem jej warto$é jest
podzielna przez 3. Wynika stad, Ze i lewa strona, réwna deg. g, dzieli si¢ przez 3. 0
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2. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem spojnym takim, ze |E| > |V|. Pokaz, ze kazdemu wierzchotkowi
v € V mozna przyporzadkowaé unikalng krawedZ e € FE, z ktora v jest incydentny (tzn. istnieje funkcja
roznowartosciowa f : V' — E taka, ze dla kazdego v € V', krawedz f(v) jest incydentna z v).

Rozwigzanie 1. Niech H bedzie grafem dwudzielnym takim, ze V(H) =V UE i1 E(H)={ve |v eV Ae €
E ANv € e}. Pokazemy, ze w H speliony jest warunek Halla dla V', co, na mocy twierdzenia Halla, zakoriczy
dowod.

Niech § C V. Jesli S = V, to N(S) = FE oraz |[N(S)| = |E| > |V| = |S|. Niech teraz S # V i
rozwazmy graf G[S]. Niech Gy, ..., G} beda spojnymi sktadowymi G[S]. Wewnatrz dowolnej sktadowej G,
i=1,...,k, istnieje co najmniej |V (G;)| — 1 krawedzi (ze spojnosci G;). Dodatkowo, kazda ze sktadowych G;
zawiera krawedz o jednym koncu wewnatrz sktadowej i jednym na zewnatrz niej, inaczej G' bytby niespojny.
Ta krawedz nie moze mie¢ konica w zadnej ze skladowych G;, j # 4, bo inaczej G[V(G;) U V(G,)] bylby
spojny, co byloby sprzeczne z podzialem G[S] na spdjne sktadowe. Zatem, jesli oznaczymy zbior krawedzi
incydentnych z V(G;), ktore nie maja korica w innej sktadowej przez E;, zachodzi |E;| > |V (G;)|. Zbiory E;,
i=1,...,k, sa ponadto parami roztgczne. Ostatecznie,

k k

NI =) IEI= ) VG =S|,

=1 i=1

zatem warunek Halla istotnie jest spetniony w H dla V. O

Rozwigzanie 2. (dziekuje KO) Niech T bedzie drzewem rozpinajacym grafu G. Poniewaz |E(T)| = |V| -1 <
|E|, na pewno istnieje krawedz e € E'\ E(T'). Niech x bedzie jednym z jej konicow.

Potraktujmy 7' jako drzewo ukorzenione w x, to definiuje nam relacje rodzic-dzieci. Kazdemu wierz-
chotkowi poza x przypisujemy unikalna krawedz prowadzaca do jego rodzica w T'. Oczywiscie te krawedzie
sa parami rézne. Wierzcholek = nie ma rodzica w 7', ale mozemy mu przypisa¢ krawedz e. Te krawedz nie
wystepuje w T', wiec na pewno jest rézna od wszystkich wybranych dotad. ([l
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3. (10p.) Znajdz wszystkie drzewa T o co najmniej trzech krawedziach, dla ktorych graf krawedziowy L(T)
jest 2-spojny.

Przypomnijmy, ze przez L(T') oznaczamy graf o zbiorze wierzchotkow E(T'), taki ze e, f € E(T') tworza
krawedz w L(T') jesli maja wspolny koniec w 7.

Rozwigzanie. Wykazemy, ze T' musi by¢ gwiazda. Przypu$émy, ze w T' sa co najmniej dwa wierzchotki stopnia
wiekszego niz 1, u i v. Poniewaz drzewo jest grafem spojnym, istnieje Sciezka P miedzy wierzchotkami u i v,
ztozona z co najmniej jednej krawedzi. Poniewaz T jest drzewem, kazda krawedz jest mostem; wynika stad, ze
u, v maja sasiadow poza $éciezka P. Niech e bedzie dowolng krawedzig na P. Skoro e jest w T" mostem, ktory
rozdziela wierzchotki u, v, a kazdy z nich jest incydentny z krawedzia rézna od e, zatem e jest wierzchotkiem
rozcinajacym w L(T'), przeczac 2-spojnosci. Wobec tego w T' istnieje co najwyzej jeden wierzchotek stopnia
wiekszego niz 1, tj. T' jest gwiazda.

7 drugiej strony, jesli T jest gwiazda o co najmniej trzech krawedziach, jej graf krawedziowy jest klika o
co najmniej trzech wierzchotkach. Graf ten jest zawsze 2-spojny. 0
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4. (10p.) Pokaz, ze dla w > 2, kazdy graf o liczbie chromatycznej wickszej niz (“2’) zawiera klike (podgraf
pelny) o w wierzchotkach lub indukowany podgraf K ;.
Rozwigzanie. Przypusémy ze graf G nie zawiera kliki rozmiaru w ani Kj3. Pokazemy, ze x(G) < (%).
Rozwazmy dowolny wierzcholek v € V(G). W zalozenia wiemy, ze w jego sasiedztwie nie ma kliki rozmiaru
w — 1 ani zbioru niezaleznego rozmiaru 3, bo w przeciwnym przypadku otrzymalibysmy jedng z zabronionych
podstruktur.

Wynika z tego, ze stopien wierzcholka v jest ostro mniejszy niz R(w — 1,3), gdzie R(-,-) oznacza liczbe

Ramseya. Korzystajac ze wzoru R(s,t) < (sﬁf) i z dowolnosci wyboru v, dostajemy

A(G) < Rlw —1,3) < <<“_ 1);3_2) = (;j)

Skoro x(G) < A(G) + 1, dostajemy x(G) < (%) O
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5. (10p.) Niech a,b beda liczbami naturalnymi wiekszymi od 1. Hobbit mieszka w lewym gérnym rogu
szachownicy o wymiarach a x b. Hobbit (jak to hobbit) chcialtby p6js¢ tam i z powrotem, czyli odwiedzié
kazde pole pole szachownicy dokladnie raz i dodatkowo w ostatnim ruchu wréci¢ do domu (czyli wykonamy
doktadnie ab ruchow). Z jednego pola mozna przejsé na inne wtedy i tylko wtedy, gdy maja one wspolny bok.
Wykaz, ze zaplanowana wyprawa jest mozliwa wtedy i tylko wtedy, gdy liczba ab jest parzysta.

Rozwigzanie. Rozwazmy graf G, ktorego wierzchotkami sa pola danej szachownicy, i sasiaduja one w grafie
doktadnie wtedy, gdy sasiaduja na szachownicy (bez sasiadowania po przekatnej). Zadanie polega na sprawdze-
niu, kiedy graf G jest hamiltonowski.

Ustalajac na danej szachownicy standardowe kolorowanie na biato i czarno, widzimy, ze G jest grafem
dwudzielnym. Jesli wiec liczba pol — wierzchotkow G — jest nieparzysta, nie moze on zawieraé¢ cyklu Hamiltona
(np. dlatego, ze w grafie dwudzielnym w ogole nie ma cykli o nieparzystej dtugosci).

Przypu$émy zatem, ze liczba ab jest parzysta. Oznacza to, ze ktoéras z liczb a, b jest parzysta — bez straty
ogolnosci przyjmijmy, ze a. Zorientujmy szachownice tak, aby a byto wymiarem pionowym (wysokoscia). Pola
oznaczamy przez (i,7), gdzie i € {1,...,a} jest numerem wiersza, a j € {1,...,b} jest numerem kolumny.
Trasa hobbita przebiega nastepujaco (patrz tez rysunek ponizej):

1. Z pola startowego (1, 1) pierwszym wierszem idzie do pola (1,b) i przechodzi do pola (2,b) (korzystamy
tutaj z tego, ze a > 1).

2. Idzie drugim wierszem do pola (2,2) i przechodzi do pola (3,b),
3. Idzie trzecim wierszem do pola (3,b) i przechodzi do pola (4, b),

4. Kroki 21 3 (oczywiscie dla wlasciwych indeksow wierszy) powtarza az do ostatniego wiersza. Zauwazmy,
ze skoro a jest parzyste, znajduje sie na polu (a, 2).
5. Przechodzi na pole (a, 1) i kolumna pierwsza wraca do domu.

W ten sposob udalto sie odwiedzi¢ kazde pole doktadnie raz, a potem w jednym ruchu wréci¢ do domu.
Wszedzie dobrze, ale w domu najlepie;j. U
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Definicje, twierdzenia, wzory.

G jest grafem o zbiorze wierzchotkéw V' i zbiorze krawedzi E. Oznaczamy
n := |V| im := |E|. Dla X C V przez G[X] oznaczamy podgraf G
indukowany przez zbior X, czyli (X,{e€ E | e C X}).

Spo6jnosé.
Def. Graf jest spojny, jesli dla dowolnych dwoch wierzchotkéw w, v ist-
nieje u-v-$ciezka. Graf jest k-spojny, jesli |G| > k i dla kazdego V' C V,
V'] < k graf G — V' jest spojny. Graf jest k-spojny krawedziowo, jesli
|[E| > 01 dla kazdego X C E, | X| < k graf G — X jest spojny.
Def. Sp6jnosé wierzcholtkowa, ozn. k(G) — najwieksze k, dla ktérego
graf jest k-spojny.
Def. Spéjnosé krawedziowa, ozn. ’(G) — najwigksze k, dla ktérego
graf jest krawedziowo k-sp6jny.
Nieré6wnosé Whitneya. «(G) < £/(G) < §(G).
Tw. Mengera 1. Dla dowolnych A, B C V, niech k bedzie rozmiarem
najmniejszego A-B-separatora. W G istnieje k rozltacznych A — B $ciezek.
Tw. Mengera 2. Graf G jest k-spojny wtw. gdy dla kazdej pary wierz-
chotkéw wu, v istnieje k wewnetrznie rozlacznych u-v Sciezek.
Tw. Mengera 3. Graf G jest k-spojny wtw. gdy dla kazdego x € V
iU € V\ {z}, |U| = k, istnieje z-U-wachlarz, czyli k wew. rozlacznych
$ciezek o poczatku w z i konicach w réznych wierzchotkach z U.
Tw. Mengera 4. Graf G jest k-spojny krawedziowo wtw. gdy dla kazdej
pary wierzchotkow u, v istnieje k krawedziowo roztacznych u-v Sciezek.

Obwod Eulera.

Tw. Eulera (wersja z obwodem). Multigraf spojny ma obwdd Eulera
wtw. gdy kazdy wierzcholek ma stopien parzysty.

Tw. Eulera (wersja z droga). Multigraf sp6jny ma droge Eulera wtw.
gdy liczba wierzcholkéw stopnia nieparzystego jest mniejsza lub réwna 2.

Cykl Hamiltona.

‘Warunek konieczny. Jesli G ma cykl Hamiltona, to dla kazdego S C V,
S # () graf G — S ma co najwyzej |S| spojnych sktadowych.

Tw. Diraca (warunek dostateczny). Jesli G jest prosty i n > 3 oraz
dla kazdego v € V' zachodzi deg(v) > 7, to G jest hamiltonowski.

Tw. Orego (warunek dostateczny). Jesli G jest prosty i n > 3 oraz
dla kazdych u,v takich, ze uv ¢ E, zachodzi deg(u) + deg(v) > n, to G
jest hamiltonowski.

Kolorowanie krawedzi.
Tw. Vizinga. A(G) < X' (G) < A(G) + 1.

Kolorowanie wierzcholkoéow.

Def. Zbior niezalezny — zbiér wierzchotkow takich, ze zadne dwa nie sa
polaczone krawedzia.

Def. Graf G jest krytyczny, jesli dla kazdego jego wlasciwiego podgrafu
H zachodzi x(H) < x(G). Graf jest k-krytyczny, jesli jest krytyczny i
X(@) = k.

Lemat. Jesli G jest k-krytyczny, to 6(G) > k — 1.

Tw. x(G) < A(G) + 1 (algorytm zachlanny).

Tw. Brooksa Jesli graf spdjny G nie jest nieparzystym cyklem ani grafem
pelnym, to x(G) < A(G).

Tw Mycielskiego. Dla kazdego k istnieje graf G bez trojkatow taki, ze
x(Gk) = k.

Def. Talig grafu nazywamy dlugosé najkrotszego cyklu w tym grafie.
Tw. Erdd&sa Dla dowolnych k, ¢ € N istnieje graf G taki, ze x(G) > k i
talia grafu G jest co najmniej £.

Skojarzenia.

Def. Skojarzeniem nazywamy zbiér rozlacznych krawedzi grafu.
Skojarzeniem maksymalnym nazywamy skojarzenie, ktoére nie jest
podzbiorem zadnego innego skojarzenia. Skojarzeniem doskonalym
nazywamy skojarzenie, ktore pokrywa kazdy wierzchotek.

Def. Sciezka naprzemienna wzgledem skojarzenia M nazywamy
$ciezke, ktorej krawedzie na przemian naleza i nie naleza do M. Sciezka jest
powiekszajaca wzgledem skojarzenia M, jesli jest naprzemienna wzgle-
dem M oraz zaczyna i konczy si¢ w wierzcholku niepokrytym przez M.
Tw. Berge’a. Skojarzenie M jest najwieksze wtw, gdy nie ma Sciezki

powiekszajacej wzgledem M.

Tw. Halla. Niech G bedzie grafem dwudzielnym o klasach dwudzielnosci
X,Y. W (G istnieje skojarzenie pokrywajace X wtw, gdy dla kazdego
X'’ C X zachodzi |[N(X")| > | X'|.

Sieci i przeplywy.
Niech N = (G, ¢, s,t) bedzie siecia, G = (V, A). Dla funkcji f : A — Rxo
definiujemy:
e DlaveV: ft(v):= Dwouea fou) i f7(v) =30 pea fluv)
o Dla S CV: fH(S) := S uvea f(uv) i f7(S) =D puca flvu)
u€eS u€eS
vgS vES
Def. Funkcje f : A — Ry nazywamy przeplywem, jedli dla kazdego
a € A zachodzi f(a) < c¢(a) oraz dla kazdego v € V \ {s,t} zachodzi
fH@) = £~ (o).
Def. Wartosé przepltywu f to val f:= f+(s) — f~(s).
Fakt. f+(s)— f~(s) = /(1) — /7 (0). B
Def. Dla dowolnego S C V takiego, ze s € Sit € S := V\S, przekrojem
(S, S) nazywamy zbior krawedzi o poczatku w S i koricu w S. Przepus-
towoscia przekroju K = (S, S) nazywamy cap K := >y c(a).
Lemat. Dla dowolnego przeplywu f i dowolnego przekroju (S, §) za-
chodzi val f = f+(S) — f=(9).
Tw. Dla dowolnego przeptywu f i dowolnego przekroju K zachodzi
val f < cap K. Jesli val f = cap K, to f jest najwiekszym przeplywem,
a K najmniejszym przekrojem.
Def. Dla $ciezki P (niekoniecznie skierowanej), przeptywu f i tuku a z P
definujemy:
r(a) = O 7@ estiad !
f(a) jesli a jest krawedzia w tyl.
Dla $ciezki P definiujemy 7(P) :== min _7r(a).
a - tuk P

Sciezka P jest powiekszajaca jesli jest s-t $ciezka i r(P) > 0. Wowczas

jesli a jest krawedzia w przod,

mozna zdefiniowaé przeptyw f(a) jako:

f(a) +r(P), jeslia € A(P) jest tukiem w przod,
f(@) =1 f(a) —r(P), jesli a € A(P) jest lukiem w tyl
f(a), jesli a ¢ A(P).

Tw. Forda-Fulkersona. Przeplyw f jest najwiekszy wtw. gdy nie ma
Sciezki powiekszajacej. ~

Whiosek Jesli f* jest najwigkszym przepltywem, a K najmniejszym
przekrojem, to cap K = val f*.

Planarnosé.

Tw. Kuratowskiego. Graf G jest planarny wtw. gdy nie zawiera pod-
podziatu K33 lub Ks.

Tw. Dla grafu plaskiego G zachodzi ZfeF(G) degqg f = 2m, gdzie przez
F(G) oznaczamy zbiér regionéw ($cian) grafu ptlaskiego G.

Formuta Eulera. Dla spdjnego grafu plaskiego G zachodzi n — m +
|F(GQ)| = 2.

Lemat. Dla prostego grafu planarnego G o n > 3 wierzchotkach i talii k
zachodzi m < k(n —2)/(k — 2).

Whiosek. Dla prostego grafu planarnego G o n > 3 wierzchotkach za-
chodzi m < 3n — 6.

Whiosek. Kazdy graf planarny ma wierzcholek stopnia co najwyzej 5.
Tw. o czterech kolorach. Jesli G jest planarny, to x(G) < 4.

Def. Dla grafu ptlaskiego G, jego grafem dualnym G* nazywamy graf,
ktoérego wierzcholtkami sa regiony G i istnieje bijekcja miedzy E(G*) a
E(G): krawedz e* taczy dwa wierzcholki f1, fo w G* wtw, gdy odpowiada-
jaca jej krawedz e z G jest incydentna z f1 i fa.

Teoria Ramseya.

Def. Liczba Ramseya, ozn. R(t), to najmniejsze n takie, ze przy dowol-
nym dwukolorowaniu krawedzi K, znajdziemy jednokolorowa kopie¢ K.
Przez R(t1,t2,...,t;) oznaczamy najmniejsze n takie, ze przy dowolnym
kolorowaniu K;, na k koloréw znajdziemy kopi¢ K¢, w pierwszym kolorze,
K, w drugim kolorze, ... lub K¢, w k-tym kolorze.

Tw. Ramseya (Erdé&sa-Szekeresa). Dla kazdego ¢ zachodzi R(t) < 4%.
Tw. Erdésa. Dla ¢ > 3 zachodzi R(t) > 2t/2.

Tw. Dla s,t > 1 zachodzi R(s,t) < R(s,t — 1) + R(s — 1,1).

Whiosek. Dla s,t > 1 zachodzi R(s,t) < (S:EIQ) = (Tj;g)



