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Zad. 1 Zad. 2 Zad. 3 Zad. 4 Zad. 5 SUMA

1. (10p.) Niech G b¦dzie grafem dwudzielnym o n wierzchoªkach, który ma ±cie»k¦ Hamiltona. Wyznacz
rozmiar najwi¦kszego zbioru niezale»nego w G.

Rozwi¡zanie. Poka»emy, »e najwi¦kszy zbiór niezale»y w G ma rozmiar dn/2e. Najpierw zauwa»my, »e skoro
G jest dwudzielny, to jego wierzchoªki mo»na podzieli¢ na dwa zbiory niezale»ne, a z zasady szu�adkowej
jeden z tych zbiorów b¦dzie miaª co najmniej dn/2e wierzchoªków.

Teraz poka»my, »e w G nie ma zbioru niezale»nego rozmiaru wi¦kszego ni» dn/2e. Przypu±¢my przeci-
wnie, niech S b¦dzie takim zbiorem. Niech P = v1, v2, . . . , vn b¦dzie ±cie»k¡ Hamiltona. Podzielmy zbiór
wierzchoªków na podzbiory: {v1, v2}, {v3, v4}, a» do {v2bn/2c−1, v2bn/2c}. Dodatkowo, je±li n jest nieparzyste,
dodajmy podzbiór {vn}. Tym sposobem uzyskali±my podziaª zbioru wierzchoªków na dn/2e podzbiory. Z
zasady szu�adkowej wynika, »e co najmniej dwa wierzchoªki z S s¡ z jednego podzbioru. Oczywi±cie nie mo»e
by¢ to podzbiór jednoelementowy, a wierzchoªki w ka»dym podzbiorze dwuelementowym s¡ s¡siaduj¡ce, wi¦c
nie mog¡ by¢ w zbiorze niezale»nym � sprzeczno±¢. �
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2. (10p.) W gra�e pªaskim G o n wierzchoªkach zewn¦trzna ±ciana jest ograniczona cyklem dªugo±ci k, a
wszystkie ±ciany wewn¦trzne s¡ ograniczone cyklami dªugo±ci 4. Wszystkie wierzchoªki grafu G maj¡ stopie«
3 lub 4. Ile jest wierzchoªków stopnia 3?

Rozwi¡zanie. Niech m b¦dzie liczb¡ kraw¦dzi, a ` liczb¡ ±cian. Z formuªy Eulera wynika, »e (1) ` = m+2−n.
Z lematu o u±ciskach dªoni dla G∗ otrzymujemy (2):

2m =
∑

f∈F (G)

deg f = k + 4(`− 1),

czyli, po zestawieniu (1) i (2) mamy (3): 2m = 4n − k − 4. Z lematu o u±ciskach dªoni dla G mamy (4)
2m = 3s+ 4(n− s). Po porównaniu (3) i (4) otrzymujemy s = k + 4. �
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3. (10p.) Niech k, n1, n2, . . . , nk > 0. Przez [n] rozumiemy zbiór {1, 2, . . . , n}. Rozwa»my graf G = (V,E),
gdzie V := [n1]× [n2]× . . .× [nk], czyli wierzchoªkami grafu G s¡ wszystkie ci¡gi dªugo±ci k, których i-ty wyraz
pochodzi ze zbioru [ni], a E := {(x1, . . . , xk)(y1, . . . , yk) : (∀i)xi 6= yi}, czyli kraw¦d¹ mi¦dzy wierzchoªkami
wyst¦puje dokªadnie wtedy, gdy ró»ni¡ si¦ one na ka»dej wspóªrz¦dnej. Znale¹¢ χ(G).

Rozwi¡zanie. Niech m := min{ni : i ∈ [k]}. Zauwa»my, »e zbiór {(i, . . . , i) : i ∈ [m]} jest klik¡ w G o liczno±ci
m, a wi¦c χ(G) > m.

Niech j b¦dzie takie, »e nj = m. Zde�niujmy funkcj¦ f : V → [m] nast¦puj¡cym wzorem f(x1, . . . , xk) :=
xj, czyli wierzchoªek kolorujemy jego j-t¡ wspóªrz¦dn¡. Rozwa»my dwa s¡siaduj¡ce wierzchoªki (x1, . . . , xk)
i (y1, . . . , yk). Mamy f(x1, . . . , xk) = xj i f(y1, . . . , yk) = yj. Poniewa» wierzchoªki te s¡siaduj¡, to ró»ni¡
si¦ na wszystkich wspóªrz¦dnych, w szczególno±ci na j-tej, czyli xj 6= yj, co oznacza, »e f jest poprawnym
kolorowaniem grafu G, a wi¦c χ(G) 6 m. �
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4. (10p.) Wykaza¢, »e dla ka»dych dwóch kraw¦dzi 2-spójnego grafu G = (V,E) istnieje cykl, który przez nie
przechodzi.

Rozwi¡zanie. Niech e = uv i f = xy b¦d¡ dowolnymi dwiema kraw¦dziami grafu G.
Rozwa»ymy dwa przypadki. Pierwszy |{u, v} ∩ {x, y}| = 1. Przyjmijmy bez straty ogólno±ci, »e u = x.

Graf G − x jest spójny, wi¦c istnieje w nim vy-±cie»ka P . Wtedy vPyfxev jest cyklem w G zawieraj¡cym
kraw¦dzie e i f .

Pozostaª przypadek |{u, v} ∩ {x, y}| = 0. Z twierdzenia Mengera istniej¡ dwie rozª¡czne {u, v}-{x, y}-
±cie»ki P i Q. Bez straty ogólno±ci przyjmijmy, i» P jest u-x-±cie»k¡, a Q jest v-y-±cie»k¡. �cie»ki te nie
przechodz¡ przez kraw¦dzie e i f � inaczej nie byªyby {u, v}-{x, y}-±cie»kami � a wi¦c uPxfyQveu jest
cyklem w G przechodz¡cym przez kraw¦dzie e i f . (Zauwa»my, »e pierwszy przypadek mógª by¢ równie»
rozwi¡zany przy pomocy twierdzenia Mengera.) �
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5. (10p.) Niech k > 0 i k ∈ N. Niech G b¦dzie spójnym grafem eulerowskim takim, »e ∆(G) ≤ 2k + 1.
Udowodnij, »e χ′(G) ≤ 2k + 1.

Rozwi¡zanie. W gra�e eulerowskim wszystkie stopnie s¡ parzyste. Równie» najwi¦kszy stopie« jest parzysty,
wi¦c ∆(G) ≤ 2k. Z twierdzenia Vizinga otrzymujemy χ′(G) ≤ ∆(G) + 1 ≤ 2k + 1. �


