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Zad. 1| Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | Zad. 5 | SUMA

1. (10p.) Niech G bedzie grafem dwudzielnym o n wierzchotkach, ktory ma Sciezke Hamiltona. Wyznacz
rozmiar najwiekszego zbioru niezaleznego w G.

Rozwigzanie. Pokazemy, ze najwiekszy zbior niezalezy w G ma rozmiar [n/2]. Najpierw zauwazmy, ze skoro
G jest dwudzielny, to jego wierzchotki mozna podzieli¢ na dwa zbiory niezalezne, a z zasady szufladkowe;j
jeden z tych zbioréw bedzie mial co najmniej [n/2] wierzchotkow.

Teraz pokazmy, ze w G nie ma zbioru niezaleznego rozmiaru wiekszego niz [n/2]. Przypusémy przeci-
wnie, niech S bedzie takim zbiorem. Niech P = vy, v,..., v, bedzie Sciezka Hamiltona. Podzielmy zbior
wierzchotkow na podzbiory: {vi,ve}, {vs,v4}, az do {van/2)—1, V2n/2) }. Dodatkowo, jesli n jest nieparzyste,
dodajmy podzbior {v,}. Tym sposobem uzyskaliSmy podziat zbioru wierzchotkow na [n/2] podzbiory. Z
zasady szufladkowej wynika, ze co najmniej dwa wierzchotki z S sa z jednego podzbioru. Oczywiscie nie moze
by¢ to podzbior jednoelementowy, a wierzchotki w kazdym podzbiorze dwuelementowym sa sasiadujgce, wiec
nie moga by¢ w zbiorze niezaleznym — sprzecznosc. U
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2. (10p.) W grafie ptaskim G o n wierzchotkach zewnetrzna $ciana jest ograniczona cyklem dlugosci k, a
wszystkie Sciany wewnetrzne sg ograniczone cyklami dtugosci 4. Wszystkie wierzchotki grafu G maja stopien
3 lub 4. Ile jest wierzchotkow stopnia 37

Rozwigzanie. Niech m bedzie liczba krawedzi, a £ liczba $cian. Z formuly Eulera wynika, ze (1) £ = m+2—n.
Z lematu o usciskach dloni dla G* otrzymujemy (2):

2m = Z deg f=k+4((—1),
feF(G)

czyli, po zestawieniu (1) i (2) mamy (3): 2m = 4n — k — 4. Z lematu o usciskach dloni dla G mamy (4)
2m = 3s + 4(n — s). Po porownaniu (3) i (4) otrzymujemy s = k + 4. O
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3. (10p.) Niech k,ny,ng,...,ng > 0. Przez [n] rozumiemy zbior {1,2,... ,n}. Rozwazmy graf G = (V| E),
gdzie V := [nq] X [ng] X ... X [ng], czyli wierzchotkami grafu G sa wszystkie ciagi dtugosci k, ktorych i-ty wyraz
pochodzi ze zbioru [n;], a E := {(z1,...,zx)(y1, ..., yx) : (Vi)z; # y;}, czyli krawedz miedzy wierzchotkami
wystepuje dokladnie wtedy, gdy roznig sie one na kazdej wspotrzednej. Znalezé¢ x(G).

Rozwigzanie. Niech m := min{n, : i € [k]}. Zauwazmy, ze zbior {(i,...,q) : i € [m]} jest klika w G o licznosci
m, a wiec x(G) = m.

Niech j bedzie takie, ze n; = m. Zdefiniujmy funkcje f : V — [m] nastepujacym wzorem f(z1,...,x;) 1=
x;, czyli wierzcholek kolorujemy jego j-ta wspolrzedna. Rozwazmy dwa sasiadujace wierzchotki (zy, ..., zy)
i(y1,...,ux). Mamy f(z1,...,25) = x; i f(v1,...,yx) = y;. Poniewaz wierzcholki te sasiaduja, to roznia
sie na wszystkich wspoélrzednych, w szczegolnosci na j-tej, czyli x; # y;, co oznacza, ze f jest poprawnym
kolorowaniem grafu G, a wiec x(G) < m. OJ
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4. (10p.) Wykazac, ze dla kazdych dwoch krawedzi 2-spdjnego grafu G = (V, E) istnieje cykl, ktory przez nie
przechodzi.

Rozwigzanie. Niech e = uv i f = zy beda dowolnymi dwiema krawedziami grafu G.

Rozwazymy dwa przypadki. Pierwszy |{u,v} N {z,y}| = 1. Przyjmijmy bez straty ogélnosci, ze u = x.
Graf G — z jest spojny, wiec istnieje w nim vy-§ciezka P. Wtedy vPyfrev jest cyklem w G zawierajacym
krawedzie e i f.

Pozostat przypadek [{u,v} N{z,y}| = 0. Z twierdzenia Mengera istnieja dwie roztaczne {u,v}-{z,y}-
ciezki P i Q. Bez straty ogolnosci przyjmijmy, iz P jest u-z-Sciezka, a Q jest v-y-Sciezka. Sciezki te nie
przechodza przez krawedzie e i f — inaczej nie byltyby {u,v}-{z,y}-Sciezkami — a wiec uPzfyQueu jest
cyklem w G przechodzacym przez krawedzie e i f. (Zauwazmy, ze pierwszy przypadek mogt byé¢ rowniez
rozwigzany przy pomocy twierdzenia Mengera.) ([l
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5. (10p.) Niech & > 0i k € N. Niech G bedzie spojnym grafem eulerowskim takim, ze A(G) < 2k + 1.
Udowodnij, ze x'(G) < 2k + 1.

Rozwigzanie. W grafie eulerowskim wszystkie stopnie sa parzyste. Rowniez najwiekszy stopien jest parzysty,
wiec A(G) < 2k. Z twierdzenia Vizinga otrzymujemy x'(G) < A(G) +1 <2k + 1. O



