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1. (10p.) Przypomnijmy, »e ±rednic¡ grafu G = (V,E) nazywamy maxu,v∈V (G) dist(u, v), gdzie dist(u, v) jest
liczb¡ kraw¦dzi na najkrótszej ±cie»ce o ko«cach w u i v. Niech k > 1. Poka», »e je±li G jest k-spójnym grafem
o ±rednicy co najmniej 3, to w G jest skojarzenie rozmiaru co najmniej k.

Rozwi¡zanie. Niech u i v b¦d¡ wierzchoªkami G, które nie maj¡ wspólnych s¡siadów, takie istniej¡ z zaªo»enia
o ±rednicy. Z twierdzenia Mengera wiemy, »e w G istnieje k wewn¦trznie wierzchoªkowo-rozª¡cznych u-v-
±cie»ek P1, P2, . . . , Pk. Zauwa»my, »e skoro u i v nie maj¡ wspólnych s¡siadów, ka»da ze ±cie»ek Pi ma co
najmniej trzy kraw¦dzie, zatem zawiera pewn¡ kraw¦d¹ ei, która nie zawiera »adnego z wierzchoªków u, v.
Znaczy to, »e kraw¦dzie ei s¡ parami rozª¡czne, czyli zbiór {ei : i ∈ [k]} jest szukanym skojarzeniem rozmiaru
co najmniej k. �
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2. (10p.) Poka», »e dla ka»dego t > 1, w ka»dym kolorowaniu kraw¦dzi grafu peªnego o R(k) + 2(t − 1)
wierzchoªkach na czerwono i niebiesko znajdziemy t niebieskich kopii Kk lub t czerwonych kopii Kk.

Rozwi¡zanie. Zauwa»my, »e wystarczy pokaza¢, »e w gra�e tym b¦dzie 2t−1 jednokolorowych kopiiKk. Wtedy
z zasady szu�adkowej wywnioskujemy, »e co najmniej t z nich b¦dzie w tym samym kolorze (czerwonym lub
niebieskim).

Poka»emy ten fakt indukcyjnie. Dla t = 1 mamy do czynienia z grafem o R(k) wierzchoªkach, wi¦c, z
de�nicji liczby Ramseya, znajduje si¦ w nim jednokolorowa kopia Kk.

Przypu±¢my teraz, »e t > 1 i stwierdzenie jest prawdziwie dla wszystkich t′ < t. Rozwa»my graf peªny o
n = R(k) + 2(t − 1) wierzchoªkach, nazwijmy go G, i dowolne kolorowanie kraw¦dzi grafu G na czerwono i
niebiesko. Poniewa» n > R(k), wiemy, »e w G znajduje si¦ jednokolorowa kopia Kk, nazwijmy j¡ H1. Niech
x b¦dzie dowolnym wierzchoªkiem nale»¡cym H1.

Usu«my wierzchoªek x z grafu G. Pozostaª nam graf peªny o n− 1 = R(k)+2t− 2 > R(k) wierzchoªkach,
zatem w tym gra�e nadal znajduje si¦ jednokolorowa kopia Kk, nazwijmy j¡ H2. Oczywi±cie H1 6= H2,
bo usun¦li±my z grafu wierzchoªek x. Niech y b¦dzie dowolnym wierzchoªkiem z H2 i usu«my z grafu te»
wierzchoªek y. Pozostaª nam graf peªny o n − 2 = R(k) + 2(t − 2) wierzchoªkach. Zatem, z zaªo»enia
indukcyjnego, w gra�e G− {x, y} znajduje si¦ 2(t− 1)− 1 jednokolorowych kopii Kk. Po doªo»eniu G1 i G2

mamy razem 2(t− 1)− 1 + 2 = 2t− 1 jednokolorowych kopii grafu Kk w gra�e G. �
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3. (10p.) Niech k > 2 i niech G = (V,E) b¦dzie grafem o n wierzchoªkach. Wyka», »e je±li liczba poprawnych
k-kolorowa« grafu G jest mniejsza ni» k(k − 1)n−1, to G nie jest drzewem.

(Dwa kolorowania f1, f2 : V → [k] uto»samiamy, je±li s¡ równe sensu stricto, czyli dla ka»dego v ∈ V
zachodzi f1(v) = f2(v).)

Rozwi¡zanie. Wyka»emy, »e je±li graf jest drzewem, to ma co najmniej k(k− 1)n−1 poprawnych k-kolorowa«,
oczywi±cie b¦dzie z tego wynikaªa teza zadania.

Niech r b¦dzie dowolnym wierzchoªkiem drzewa G. Dla ka»dego i > 0, przez Vi oznaczmy zbiór wierz-
choªków w odlegªo±ci i od wierzchoªka r. (Czyli po prostu ukorzenili±my drzewo G w wierzchoªku r.) Niech
d := max{i : Vi 6= ∅}. Zauwa»my, »e dla ka»dego i > 0 zachodzi: (1) ka»dy wierzchoªek z Vi ma dokªadnie
jednego s¡siada w Vi−1, (2) nie ma s¡siadów w Vj dla j < i − 1, oraz (3) nie ma s¡siadów w Vi. Ostatnia
wªasno±¢ wynika z faktu, »e G jest drzewem.

Skonstruujmy permutacj¦ (v1, . . . , vn) zbioru V tak, »e pierwszym jej wyrazem jest r, potem � w dowolnej
kolejno±ci � wyst¦puj¡ elementy zbioru V1, potem elementy zbioru V2, równie» w dowolnej kolejno±ci, itd. Na
ko«cu stoj¡ elementy zbioru Vd, oczywi±cie w dowolnej kolejno±ci.

Skonstruujemy poprawne k-kolorowanie f , przypisuj¡c kolory wierzchoªkom w kolejno±ci (v1, . . . , vn) w
taki sposób, aby »aden wierzchoªek nie dostaª koloru takiego, jak jego ju» pokolorowany s¡siad. Zauwa»my, »e
z wªasno±ci (1),(2),(3) wynika, »e ka»dy wierzchoªek ma co najwy»ej jeden zablokowany kolor, wi¦c poniewa»
k > 2, znajdziemy poprawne k-kolorowanie.

Na ile sposobów mo»emy skonstruowa¢ f? Wierzchoªek v1 mo»e zosta¢ pokolorowany na k sposobów, a
dla i > 1 wierzchoªek vi na k − 1 sposobów, bo dokªadnie jeden z kolorów jest zablokowany. Zatem liczba
mo»liwych kolorowa« f uzyskanych przez nasz¡ procedur¦ to k(k − 1)n−1, co oznacza to, »e drzewo ma co
najmniej k(k − 1)n−1 poprawnych k-kolorowa«.

(Mo»na te» zauwa»y¢, »e ka»de poprawne k-kolorowanie mo»na wygenerowa¢ w sposób opisany powy»ej,
czyli drzewo ma dokªadnie k(k − 1)n−1 poprawnych kolorowa«.) �
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4. (10p.) Poka», »e kraw¦dzie ka»dego grafu G = (V,E) mo»na podzieli¢ E = E1 ∪ E2 (E1 ∩ E2 = ∅, ale
mo»e by¢ E1 = ∅ lub E2 = ∅) tak, »e podgraf grafu G indukowany przez E1 jest lasem, a podgraf grafu G
indukowany przez E2 ma wszystkie wierzchoªki parzystego stopnia.

Rozwi¡zanie. Twierdzenie udowodnimy indukcyjnie wzgl¦dem liczby cykli grafu G. Je±li G nie ma cykli, to
jest lasem. Zatem szukany podziaª to E1 := E i E2 := ∅.

Przypu±¢my teraz, »e G ma co najmniej jeden cykl i twierdzenie jest prawdziwe dla grafów o mniejszej
liczbie cykli. Niech C b¦dzie cyklem (prostym) w G. Z zaªo»enia indukcyjnego kraw¦dzie grafu G′ := G−E(C)
mo»emy podzieli¢ na dwa zbiory F1 i F2 takie, »e G′[F1] = G[F1] jest lasem, a G′[F2] = G[F2] ma wszystkie
wierzchoªki parzystego stopnia. Zde�niujmy E1 := F1 oraz E2 := F2 ∪ E(C). Oczywi±cie E1 ∪ E2 jest
podziaªem zbioru E takim, »e G[E1] jest lasem.

Poka»emy, »e ka»dy wierzchoªek G[E2] ma parzysty stopie«. Rozwa»my dowolny v ∈ V (G[E2]). Je±li v
nie nale»y do cyklu C, to degG[E2] v = degG[F2] v. Je±li v nale»y to C, to degG[E2] v = degG[F2] v + 2. Poniewa»
z zaªo»enia indukcyjnego stopie« v w gra�e G′[F2] = G[F2] jest parzysty, otrzymujemy, »e stopie« v w G[E2]
jest parzysty. �
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5. (10p.) Rozwa»my graf skierowany G = (V,A) o nieparzystej liczbie wierzchoªków, w którym V =
{v1, . . . , vn} oraz dla j > i zachodzi vivj ∈ A je±li |i− j| jest liczb¡ nieparzyst¡ oraz vjvi ∈ A je±li |i− j| jest
parzyste. Dla ka»dego vivj ∈ A zde�niujmy c(vivj) = |i − j|. Wyznacz warto±¢ najwi¦kszego przepªywu w
N = (G, c, v1, vn).

Rozwi¡zanie. Wiemy, »e dla dowolnego f zachodzi val(f) = f+(s)− f−(s) 6 f+(s). Zauwa»my, »e z de�nicji
sieci N mo»emy oszacowa¢

f+(s) 6 c(v1v2) + c(v1v4) + . . .+ c(v1vn−1) = 1 + 3 + . . .+ n− 2 =
(n− 1)2
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Poka»emy, »e w N istnieje przepªyw o warto±ci (n−1)2
4

, oczywi±cie
b¦dzie on najwi¦kszy. Zde�niujmy funkcj¦ f : A→ N w nast¦puj¡cy
sposób:

f(vivj) =


c(vivj) je±li i = 1 lub j = n,

i− j je±li i oraz j s¡ parzyste oraz j + i = n+ 1,

0 w pozostaªych przypadkach.

Poka»emy, »e f jest przepªywem. Zauwa»my, »e w ka»dym przy-
padku speªniony jest warunek f(vivj) 6 c(vivj) (w dwóch pierwszych zachodzi równo±¢), trzeba wi¦c pokaza¢
jeszcze, »e f speªnia prawo Kircho�a.

Je±li i 6∈ {1, n} jest nieparzyste, zauwa»my, »e wówczas f+(vi) = 0 = f−(vi) (wszystkie ªuki zawieraj¡ce vi
maj¡ warto±¢ 0). Rozwa»my wi¦c vi, takie »e i jest parzyste. Oczywi±cie f(v1vi) = i− 1 oraz f(vivn) = n− i,
ponadto istnieje dokªadnie jedno j ∈ {2, . . . , n− 1}, takie »e j + i = n+ 1. Z tego wynika, »e:

• je±li j > i, wtedy vjvi ∈ A(G) oraz f(vjvi) = j − i = n − 2i + 1. Wówczas f+(vi) − f−(vi) =
(i− 1) + (n− 2i+ 1)− (n− i) = 0, wi¦c warunek Kircho�a jest speªniony.

• je±li j < i, wtedy vivj ∈ A(G) oraz f(vivj) = i − j = 2i − n − 1. Wówczas f+(vi) − f−(vi) =
(i− 1)− (2i− n− 1)− (n− i) = 0, wi¦c warunek Kircho�a jest speªniony.

• je±li i = j = n+1
2
, jedynymi niezerowymi ªukami zawieraj¡cymi vi s¡ v1vi oraz vivn. Wówczas jednak

f+(vi) =
n+1
2
− 1 = n− n+1

2
= f−(vi).

Dostajemy wi¦c, »e f jest przepªywem, dla którego f+(s) = 1+ 3+ . . .+ n− 2 = (n−1)2
4

, co ko«czy dowód. �


