MD2, Informatyka. E2. 12.02.2020. Imie i nazwisko ...ttt ittt it

1. (10p.) Przypomnijmy, ze érednicy grafu G = (V, E) nazywamy max, vcv(q) dist(u, v), gdzie dist(u,v) jest
liczba krawedzi na najkrotsze] $ciezce o koricach w w i v. Niech k£ > 1. Pokaz, ze jesli G jest k-sp6jnym grafem
o $rednicy co najmniej 3, to w GG jest skojarzenie rozmiaru co najmniej k.

Rozwigzanie. Niech u i v beda wierzchotkami G, ktére nie maja wspolnych sasiadow, takie istniejg z zalozenia
o Srednicy. 7 twierdzenia Mengera wiemy, ze w G istnieje k wewnetrznie wierzchotkowo-roztacznych wu-v-
Sciezek Py, Ps, ..., P.. Zauwazmy, ze skoro u i v nie maja wspolnych sasiadéow, kazda ze $ciezek P; ma co
najmniej trzy krawedzie, zatem zawiera pewna krawedz e;, ktora nie zawiera zadnego z wierzchotkow u, v.
Znaczy to, ze krawedzie e; sa parami rozlaczne, czyli zbior {e; : i € [k]} jest szukanym skojarzeniem rozmiaru
co najmniej k. O
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2. (10p.) Pokaz, ze dla kazdego t > 1, w kazdym kolorowaniu krawedzi grafu pelnego o R(k) + 2(t — 1)
wierzchotkach na czerwono i niebiesko znajdziemy ¢ niebieskich kopii K}, lub ¢ czerwonych kopii K.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze wystarczy pokazaé, ze w grafie tym bedzie 2¢t—1 jednokolorowych kopii K. Wtedy
z zasady szufladkowej wywnioskujemy, ze co najmniej ¢ z nich bedzie w tym samym kolorze (czerwonym lub
niebieskim).

Pokazemy ten fakt indukcyjnie. Dla ¢t = 1 mamy do czynienia z grafem o R(k) wierzchotkach, wiec, z
definicji liczby Ramseya, znajduje sie w nim jednokolorowa kopia K.

Przypus$émy teraz, ze t > 1 i stwierdzenie jest prawdziwie dla wszystkich ¢ < t. Rozwazmy graf pelny o
n = R(k) + 2(t — 1) wierzcholkach, nazwijmy go G, i dowolne kolorowanie krawedzi grafu G na czerwono i
niebiesko. Poniewaz n > R(k), wiemy, ze w G znajduje sie jednokolorowa kopia K}, nazwijmy ja H;. Niech
x bedzie dowolnym wierzchotkiem nalezacym H.

Usunmy wierzchotek x z grafu G. Pozostal nam graf pelny o n —1 = R(k) 42t —2 > R(k) wierzcholkach,
zatem w tym grafie nadal znajduje sie jednokolorowa kopia K}, nazwijmy ja Hs. Oczywiscie H; # Hs,
bo usunelismy z grafu wierzchotek x. Niech y bedzie dowolnym wierzchotkiem z H, i usunmy z grafu tez
wierzcholek y. Pozostal nam graf pelny o n — 2 = R(k) + 2(t — 2) wierzchotkach. Zatem, z zalozenia
indukcyjnego, w grafie G — {x, y} znajduje sie 2(t — 1) — 1 jednokolorowych kopii K. Po dotozeniu G; i G
mamy razem 2(t — 1) — 1 + 2 = 2t — 1 jednokolorowych kopii grafu K} w grafie G. O
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3. (10p.) Niech k£ > 2 i niech G = (V, F) bedzie grafem o n wierzchotkach. Wykaz, 7e jesli liczba poprawnych
k-kolorowan grafu G jest mniejsza niz k(k — 1)"~', to G nie jest drzewem.
(Dwa kolorowania f1, fo : V' — [k] utozsamiamy, jesli sg rowne sensu stricto, czyli dla kazdego v € V

zachodzi fi(v) = fa(v).)

Rozwigzanie. Wykazemy, ze jesli graf jest drzewem, to ma co najmniej k(k — 1)"~! poprawnych k-kolorowar,
oczywiscie bedzie z tego wynikala teza zadania.

Niech r bedzie dowolnym wierzchotkiem drzewa G. Dla kazdego ¢ > 0, przez V; oznaczmy zbiér wierz-
chotkéw w odlegtosci ¢ od wierzchotka r. (Czyli po prostu ukorzenilismy drzewo G w wierzchotku r.) Niech
d := max{i : V; # 0}. Zauwazmy, ze dla kazdego i > 0 zachodzi: (1) kazdy wierzchotek z V; ma dokladnie
jednego sasiada w V;_q, (2) nie ma sasiadow w V; dla j < i — 1, oraz (3) nie ma sasiadow w V;. Ostatnia
wlasno$¢ wynika z faktu, ze G jest drzewem.

Skonstruujmy permutacje (vq,...,v,) zbioru V tak, ze pierwszym jej wyrazem jest r, potem — w dowolnej
kolejnosci — wystepuja elementy zbioru Vi, potem elementy zbioru V5, rowniez w dowolnej kolejnosci, itd. Na
konicu stoja elementy zbioru V,, oczywiscie w dowolnej kolejnosci.

Skonstruujemy poprawne k-kolorowanie f, przypisujac kolory wierzchotkom w kolejnosci (vy,...,v,) w
taki sposob, aby zaden wierzchotek nie dostat koloru takiego, jak jego juz pokolorowany sasiad. Zauwazmy, ze
z wlasnosci (1),(2),(3) wynika, ze kazdy wierzchotek ma co najwyzej jeden zablokowany kolor, wiec poniewaz
k > 2, znajdziemy poprawne k-kolorowanie.

Na ile sposobéw mozemy skonstruowaé¢ f? Wierzcholek v; moze zosta¢ pokolorowany na k sposobow, a
dla ¢ > 1 wierzchotek v; na kK — 1 sposobéw, bo doktadnie jeden z koloréw jest zablokowany. Zatem liczba
mozliwych kolorowan f uzyskanych przez nasza procedure to k(k — 1)"~!, co oznacza to, ze drzewo ma co
najmniej k(k — 1)"~! poprawnych k-kolorowan.

(Mozna tez zauwazy¢, ze kazde poprawne k-kolorowanie mozna wygenerowa¢ w sposob opisany powyzej,
czyli drzewo ma dokladnie k(k — 1)"~! poprawnych kolorowari.) O
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4. (10p.) Pokaz, ze krawedzie kazdego grafu G = (V, E) mozna podzieli¢ E = E; U Ey (E1 N Ey = (), ale
moze by¢ By = () lub E, = () tak, ze podgraf grafu G indukowany przez E; jest lasem, a podgraf grafu G
indukowany przez F, ma wszystkie wierzcholki parzystego stopnia.

Rozwigzanie. Twierdzenie udowodnimy indukcyjnie wzgledem liczby cykli grafu G. Jesli G nie ma cykli, to
jest lasem. Zatem szukany podzial to E) := F i Ey := ().

Przypusémy teraz, ze G ma co najmniej jeden cykl i twierdzenie jest prawdziwe dla graféw o mniejszej
liczbie cykli. Niech C bedzie cyklem (prostym) w G. Z zalozenia indukcyjnego krawedzie grafu G’ := G—E(C')
mozemy podzieli¢ na dwa zbiory Fy i Fy takie, ze G'[Fy] = G[F1] jest lasem, a G'[Fy] = G[F3] ma wszystkie
wierzchotki parzystego stopnia. Zdefiniujmy E; := F) oraz FEy := Fy U E(C). Oczywiscie E; U Ey jest
podziatem zbioru E takim, ze G[E)] jest lasem.

Pokazemy, ze kazdy wierzcholek G[E,| ma parzysty stopien. Rozwazmy dowolny v € V(G[E,]). Jesli v
nie nalezy do cyklu C, to deggp,) v = deggp, v. Jesli v nalezy to C, to deggg, v = deggp, v + 2. Poniewaz
z zalozenia indukcyjnego stopien v w grafie G'[Fy] = G[Fy] jest parzysty, otrzymujemy, ze stopieni v w G|[Es]
jest parzysty. [
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5. (10p.) Rozwazmy graf skierowany G = (V,A) o nieparzystej liczbie wierzchotkow, w ktorym V =
{vi,...,v,} oraz dla j > i zachodzi v;v; € A jesli |i — j| jest liczba nieparzysta oraz vjv; € A jesli |i — j| jest
parzyste. Dla kazdego v;v; € A zdefiniujmy c(v;v;) = |i — j|. Wyznacz warto$¢ najwiekszego przepltywu w
N = (G, c,v1,v,).

Rozwigzanie. Wiemy, ze dla dowolnego f zachodzi val(f) = f*(s) — f~(s) < fT(s). Zauwazmy, ze z definicji
sieci N mozemy oszacowaé

(n—1)%
Y

I (s) < c(viva) + c(vivg) + ...+ (v, 1) =1+3+...+n—2=

. . . .. .« (n—1)2 <,
Pokazemy, ze w N istnieje przeptyw o wartosci %, oczywiscie

bedzie on najwiekszy. Zdefiniujmy funkcje f : A — N w nastepujacy
sposob:

c(vv;) jeslii=1lub j =n,

flow;)) =<i—j jesli 4 oraz j sa parzyste oraz j +i=mn+1,

0 w pozostatych przypadkach.

Pokazemy, ze f jest przeptywem. Zauwazmy, ze w kazdym przy-
padku spetniony jest warunek f(v;v;) < c(v;v;) (w dwoch pierwszych zachodzi ré6wnos¢), trzeba wiec pokazad
jeszcze, ze f speinia prawo Kirchoffa.

Jeslii & {1,n} jest nieparzyste, zauwazmy, ze wowczas f+(v;) =0 = f~(v;) (wszystkie tuki zawierajace v;
maja warto$¢ 0). Rozwazmy wiec v;, takie ze i jest parzyste. Oczywiscie f(viv;) =i —1 oraz f(vv,) =n —1,
ponadto istnieje dokltadnie jedno j € {2,...,n — 1}, takie ze j +i =n+ 1. Z tego wynika, ze:

o jesli j > 4, wtedy vjv; € A(G) oraz f(vjv;)) = j—i = n—20+ 1. Wowezas f(v;) — f~(v;) =
(i—1)4+ (n—2i+1) — (n —1i) =0, wiec warunek Kirchoffa jest spetniony.

o jesli j < 4, wtedy viv; € A(G) oraz f(vvy) = i —j = 2i —n — 1. Wowcezas fT(v;) — f~(v;) =
(t—1)—(2i—n—1) — (n—1) = 0, wiec warunek Kirchoffa jest spelniony.

e jeslic = 5 = ”T“, jedynymi niezerowymi tukami zawierajagcymi v; sg viv; oraz v;v,. Wowczas jednak

fro) =" -1=n—-"1 = f~(vy).

Dostajemy wiec, ze f jest przepltywem, dla ktorego f1(s) =1+3+...+n—2= M, co konczy dowod. [
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