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1. (10p.) Niech m > n > 1. Zdeﬁniujmy graf G = (V, E), ktorego wierzchotkami sg wszystkie funkcje
roznowartosciowe f : {0,...,n—1} — {0,.. — 1}, a E={fg [Vacqo,.n-1} f(x) # g(x)}. Wyznacz x(G).

,,,,,

Rozwigzanie. Pokazemy najpierw, ze x(G) > m. Dla i € {0,...,m — 1}, niech f; : {0,...,n — 1} —
{0,...,m — 1} bedzie funkcja okreslona nast¢pujaco: fi(z) := = + 4 (mod m). Ponadto zdefiniujmy F :=
{fi|i€A{0,...,m —1}}. Sprawdzmy, ze F' C V, czyli ze funkcje z F sa réznowartosciowe. Zaldzmy, ze dla
fi € F zachodzi f;(z) = fi(y) dla pewnych z,y € {0,...,n —1}. Wtedy x +i =y + i (mod m), co oznacza,
ze © =y (mod m). Poniewaz z,y € {0,...,n—1} C {0,...,m — 1}, otrzymujemy, ze x = y. Zatem f; jest
roznowartosciowa.

Pokazmy teraz, ze G[F] jest klika. Niech f;, f; € F dla i # j. Przypusémy, ze f;f; ¢ E, czyli istnieje
x € {0,...,n — 1} taki, ze f;(xz) = fj(x). Wtedy v +i = 2+ j (mod m), wiec i = j (mod m). Poniewaz

i,j € {0,...,m — 1}, to i = j — sprzecznos¢. Zatem G[F| jest klika o m wierzchotkach, co oznacza, ze
X(G) = m.

Zdefiniujmy kolorowanie ¢ : V. — {0 ,m — 1} jako ¢(f) := f(0). Poniewaz dla fg € E zachodzi
f(x) # g(x) dla wszystkich z € {0,.. 1} to w szczegolnosei ¢ f) = f(0) # g(0) = ¢(g). Stad c jest

poprawnym m-kolorowaniem grafu G i X(G) < m. Zatem x(G) = m. O
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2. (10p.) Niech G bedzie grafem pelnym o 2k —1 wierzchotkach dla k > 1. Pokaz, ze w dowolnym kolorowaniu
krawedzi G' na czerwono i niebiesko znajdziemy niebieski cykl nieparzysty lub czerwong kopie Kj.

Rozwigzanie. Ustalmy dowolne kolorowanie krawedzi G' na czerwono i niebiesko. Pokazemy, ze jesli w G nie
ma niebieskiego cyklu nieparzystego, to musi by¢ czerwona kopia Kj. Rozwazmy graf G’ otrzymany z G
poprzez usuniecie czerwonych krawedzi. Poniewaz w G nie byto niebieskich nieparzystych cykli, to G’ nie ma
nieparzystych cykli. Z é¢wiczen wiemy, ze wtedy G’ jest dwudzielny. Poniewaz w G’ mamy tyle wierzchotkow,
cow G, tzn. 2k —1, to w jednej z klas dwudzielnosci G’ musi by¢ co najmniej [(2k —1)/2] = k wierzchotkow.
Niech X bedzie podzbiorem jednej z klas dwudzielnosci G i taki, ze | X| = k. Poniewaz X jest zbiorem
niezaleznym w G’, to wszystkie krawedzie pomiedzy wierzchotkami z X w G musiaty byé¢ pokolorowane na
czerwono. Zatem znalezliSmy czerwona kopie K w G. U
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3. (10p.) Graf jest zewnetrznie planarny jesli jest planarny i istnieje jego plaski rysunek, w ktérym kazdy
wierzchotek jest incydentny ze $ciana zewnetrzng.

Niech GG bedzie prostym grafem zewnetrznie planarnym o parzystej liczbie krawedzi. Ustalmy jego ptaski

rysunek jak w definicji powyzej; niech F(G) oznacza zbior regionéw. Pokaz, ze |F(G)| < @

Rozwigzanie. Niech G’ bedzie grafem otrzymanym z G przez dodanie nowego wierzchotka u i potaczenie go
ze wszystkimi wierzchotkami G. Zatem

V(G =V(G) +1
|E(G)] =IEG)| + [V(G)].

Zauwazmy, ze G’ jest planarny — wystarczy u umiesci¢ na $cianie zewnetrznej. Na wyktadzie pokazaliSmy, ze:

|E(G)] B|V(G)| =6
[E(G)] + V(@) <3(V(G)[+1) =6
[E(G)| + 3 <2[V(G)].

Poniewaz liczba krawedzi grafu G jest parzysta, a |V(G)| musi by¢ catkowite, otrzymujemy
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4.

(10p.) Niech n > 3, a G = (V, E) bedzie grafem o n wierzchotkach speliajacym A(G) < n—1. Dodatkowo

zatozmy, ze kazde dwa wierzchotki tego grafu maja dokltadnie jednego wspolnego sasiada. Udowodnij, ze:

a)
b)

Vuvev (uv ¢ E = degqy(u) = degg(v));

G jest grafem regularnym.

Rozwigzanie.

a)

Niech u i v beda dowolnymi niesasiadujacymi wierzchotkami grafu G. Rozpatrzmy nastepujaca funkcje
f: Ng(u) = Ng(v), gdzie f(x) to wspélny sasiad wierzchotkow = i v. Ze wzgledu na zaltozenie, ze kazde
dwa wierzchotki maja doktadnie jednego sasiada funkcja f jest dobrze zdefiniowana. Pokazemy, ze f
jest roznowartosciowa. Niech z 1 y beda dwoma sasiadami wierzchotka u. Przypusémy, ze f(x) = f(y).
Poniewaz u nie jest sasiadem wierzchotka v, to f(z) # u, a wiec v i f(z) sa dwoma wspdlnymi sasiadami
wierzchotkow x 1 y, co stoi w sprzecznosci z zalozeniami zadania. Stad f(x) # f(y), a w zwiazku z
dowolnoscia wyboru wierzchotkow z i y otrzymujemy, ze f jest roznowartosciowa. Stad |Ng(u)| < [Ng(v)|.
Zupelnie analogicznie, zamieniajac rolami wierzchotki u i v w powyzszym rozumowaniu, mozemy otrzymac
|INo(v)| < |Ng(u)|, a wiec |Ng(u)| = |Ng(v)|, czyli degs(u) = degy(v). Poniewaz u i v byly wybrane
dowolnie, dowod jest zakoriczony.

Niech v bedzie dowolnym wierzchotkiem grafu G. Zdefiniujmy X := {x € V : degg(z) = deg,(v)},
Y ;= V — X. Z pewnoscia X # (), bo v € X. PrzypuSémy, ze Y # (). Zauwazmy, ze w zwigzku z
podpunktem a) kazdy wierzchotek ze zbioru Y musi sasiadowaé¢ z kazdym wierzchotkiem ze zbioru X.
Oznacza, ze oba te zbiory maja co najmniej dwa elementy, bo inaczej byloby A(G) = n — 1. Niemniej
wtedy dowolne dwa elementy zbioru X sg wspolnymi sasiadami dowolnych dwoch elementéw zbioru Y, co
jest sprzecznoscig, a wiec musi by¢ Y = (). [
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5. (10p.) Dla sieci N, niech mf(N) oznacza warto$¢ najwiekszego przeptywu w N. Rozwazmy sie¢ N =
(G,c,s,t), gdzie G = (V, A), a ¢ przyjmuje tylko skoriczone wartosci. Dla tuku a € A niech ¢, bedzie funkcja
przepustowosci, otrzymana z ¢ przez zwickszenie przepustowosci a o 1 (pozostate przepustowosci pozostaja
bez zmian) i zdefiniujmy N, = (G, ¢4, s,t). Mowimy, ze tuk a jest wazny jesli mf(N,) > mf(N). Pokaz, ze
huk jest wazny wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do kazdego najmniejszego przekroju w N.

Rozwigzanie. Poniewaz przekroje w sieci N i w sieci IV, to te same zbiory krawedzi, dla czytelnosci przez
cap(K) bedziemy oznaczaé przepustowosé przekroju K w sieci N, za$ przez cap, (K ) przepustowosé przekroju
K w sieci N,.

Zauwazmy, ze dla przekroju K C A mamy

cap,(K) = Z cole) = Z c(e) = cap(K) i rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a ¢ K. (1)

ecK eceK

(—) Niech K bedzie najmniejszym przekrojem w sieci N i niech a bedzie tukiem, ktory nie nalezy do K.
Pokazemy, ze a nie jest wazny.

Zauwazmy, ze K jest najmniejszym przekrojem w sieci N,. Istotnie, przypusémy przeciwnie, ze istnieje
w N, przekroj K', dla ktorego cap,(K’) < cap,(K). Wowczas, na podstawie (1), otrzymujemy cap(K’') <
cap,(K) = cap(K), co przeczy temu, ze K jest najmniejszy.

Z twierdzenia Forda-Fulkersona otrzymujemy, ze mf(N,) = cap,(K) = cap(K) = mf(N), czyli a nie jest
wazny.

(+) Teraz przypusémy, ze a nalezy do kazdego najmniejszego przekroju w N. Zaprzeczajac teze, przypusémy,
ze nie jest wazny, czyli mf(N) > mf(V,).

Niech K bedzie najmniejszym przekrojem w N,, oczywiscie cap,(K) = mf(N,). Jesli a € K, to na
podstawie (1) otrzymujemy, ze cap(K) < cap,(K) = mf(N,) < mf(N), sprzecznos¢. Zatem a ¢ K, wigc
cap(K) = cap, (K).

Skoro a ¢ K, otrzymujemy, ze K nie jest najmniejszym przekrojem w sieci N, wiec istnieje przekroj K’
taki, ze cap(K') < cap(K) = cap,(K) = mf(N,) < mf(NV), sprzecznosé¢. Zatem tuk a jest wazny. O



