MD2, Informatyka. E2. 10.02.2022. Imie i nazwisko ...ttt ittt

1. (10p.) Dla grafu spojnego G, niech graf G’ bedzie grafem otrzymanym z G przez dwukrotne podpodzielenie
kazdej krawedzi. Dokladniej, kazdg krawedz G zamieniamy na Sciezke o trzech krawedziach, ktorej koncami
sa konce oryginalnej krawedzi z G. Zbadaj, ile wynosi x(G’).

Rozwigzanie. Rozwazmy przypadki, w zaleznosci od liczby chromatycznej G.

Przypadek 1: x(G) = 1. Zauwazmy, ze wtedy G = G’ i oczywiscie x(G') = 1.

Przypadek 2: x(G) = 2. Graf G jest zatem dwudzielny, niech X i Y beda klasami dwudzielnosci. Dla

krawedzi zy z G, gdzie x € X iy € Y, wierzcholki odpowiadajacej jej Sciezki w G’ oznaczmy jako ., ayy, byy, Y-
Zauwazmy, ze graf G’ jest rowniez dwudzielny, z klasami dwudzielnosci:

XU {by |2y e E(G)Nz e X, yeY}
YU {ay |2y e E(G)Nz e X,y Y}

Z drugiej strony ma on co najmniej jedng krawedz (bo x(G) = 2), zatem x(G') = 2.
Przypadek 3: x(G) > 3. Pokazemy, ze x(G') = 3. Z jednej strony, graf G’ ma poprawne 3-kolorowanie,
zdefiniowane nastepujaco. Oryginalne wierzchotki z GG tworza zbioér niezalezny, wiec mozna je wszystkie
pokolorowaé jednym kolorem. Po ich usunieciu w grafie zostaja wierzchotki wewnetrzne $ciezek, ktorymi za-
stapilismy krawedzie G. Dokladniej, otrzymujemy graf o | E(G)| sktadowych, z ktorych kazda jest izomorficzna
z Ks. Latwo zatem pokolorowaé ten graf na dwa kolory. Lacznie uzyliémy trzech koloréw.
Pokazmy jeszcze, ze x(G') = 3. Skoro x(G) > 2, graf G nie jest dwudzielny, zatem zawiera cykl C' dtugosci
k, gdzie k jest nieparzyste. Zdefiniujmy zbior E’ krawedzi G’ nastepujaco: dla kazdej krawedzi z cyklu C,
umieszczamy w E’ trzy krawedzie w G’, ktore jej odpowiadajg. Zauwazmy, ze podgraf G’ indukowany przez
E’ to cykl o 3k krawedziach, zatem G’ zawiera cykl nieparzysty, czyli x(G') > 3.
Podsumowujac:
1 jesli x(G) = 1,
X(G") =42 jesli x(G) =2,
3w przeciwnym przypadku.
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2. (10p.) Niech G = (V| E) bedzie grafem planarnym o co najmniej trzech wierzchotkach. Pokaz, ze zbior V
mozna podzieli¢ na trzy zbiory Vi, Vo, V3 w taki sposob, ze dla kazdego i € {1, 2,3} graf G[V;] jest lasem.
Przypomnijmy, ze dla zbioru U C V przez G[U] oznaczamy podgraf G indukowany przez U, czyli graf
G' = (U, F'), gdzie E' C E to wszystkie krawedzie grafu G o obu koricach w U.

Rozwigzanie. Indukcja po liczbie n wierzchotkow grafu.

Jesli n = 3, do kazdego zbioru V; mozemy wzia¢ inny wierzchotek GG. Oczywiscie kazdy z trzech podgrafow
indukowanych jest lasem. Przypusémy wiec, ze twierdzenie zachodzi dla wszystkich graféw planarnych on—1
wierzchotkach, i niech G bedzie grafem o n > 4 wierzchotkach.

7 wykltadu wiemy, ze w kazdym grafie planarnym istnieje wierzcholek stopnia co najwyzej 5. Niech v
bedzie wierzcholkiem stopnia co najwyzej 5 w G i niech G’ = G — v. Z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze
V(G") mozna podzieli¢ na zbiory V/, V3, VJ takie, ze dla kazdego i € {1, 2,3} graf G'[V/] jest lasem.

Poniewaz v ma stopieni co najwyzej b w G, z zasady szufladkowej wynika, ze istnieje i € {1,2,3} takie,
ze v ma co najwyzej jednego sasiada w V/. Bez utraty ogdlnosci przyjmijmy, ze w ¢ = 1. Zdefiniujmy
Vi=V/U{v},Va = V4, Vs = V.

Pokazemy, ze V1, Vs, V3 jest szukanym podziatem. Poniewaz G[Va| = G'[V;] oraz G[V5] = G'[V5], z zalozenia
indukcyjnego wiemy, ze kazdy z grafow G[V3] oraz G[V3] jest lasem. Rozwazmy zatem G[V;]. Zauwazmy, ze
Glv| — {v} = G'[V1], czyli jest lasem. Zatem jesli G[V;] ma cykl, musi on zawiera¢ wierzchotek v. Zauwazmy
jednak, ze v nie moze naleze¢ do zadnego cyklu w G[V;], poniewaz ma stopieii 1. To koniczy dowdd. 0
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3. (10p.) Niech n > 2 i niech X bedzie dowolnym zbiorem licznosci n. Zdefiniujmy graf
G:= 2% {AB: AnB=10}),

czyli graf, ktérego wierzchotkami sa wszystkie podzbiory zbioru X, a wierzchotki A i B sasiaduja ze soba
wtedy, gdy sa roztacznymi podzbiorami zbioru X.
Zbadaj, czy graf G ma droge Eulera i czy ma $ciezke Hamiltona.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze () jest polaczony krawedzia z kazdym innym wierzchotkiem, a wiec graf G jest
spojny.

Rozwazmy wierzchotek A grafu G rézny od () i X. Mamy Ng(A) = 2¥~4 (uwaga na boku: dla A = ()
to nie jest prawda), czyli sasiedzi wierzchotka A, to podzbiory zbioru X — A. To oznacza, ze deg.(A) =
1254 = 2X=A1 a4 w zwigzku z tym, ze A # X liczba ta jest parzysta.

Oznacza to, ze G jest spojny i ma co najwyzej dwa wierzchotki nieparzystego stopnia, a zatem ma droge
Eulera.

Zauwazmy dalej, ze dla dowolnego x € X wierzcholek X — {z} sasiaduje jedynie z () i z {z}, a zatem ma
stopien 2. Oznacza to, ze w hipotetycznej $ciezce Hamiltona w G musiatyby by¢ obecne wszystkie krawedzie
typu {0, X — {x}} 1 {{z}, X — {z}}. Poniewaz |X| > 2, to w konsekwencji wierzcholek () musialby na takiej
hipotetycznej Sciezce pojawié sie co najmniej dwa razy, co wyklucza istnienie takiej $ciezki. O
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4. (10p.) Standardowa talie 52 kart ulozono w prostokat 4 x 13. Wykaz, ze mozna wybraé¢ 13 kart, po jednej
z kazdej kolumny prostokata, tak, aby na reku mie¢ karte kazdej mozliwej wartosci (czyli od dwojki do asa).

Formalnie talia kart to zbior [13] x [4], gdzie elementy zbioru [13] nazywamy wartosciami, a elementy
zbioru [4] kolorami.

Rozwigzanie. Zdefiniujmy graf dwudzielny G, ktorego jedna klase dwudzielnosci stanowi¢ beda kolumny
prostokata, a druga zbior wartosci kart (czyli dwojka, trojka, czworka, piatka, szostka, siodemka, 6semka,
dziewiatka, dziesigtka, walet, dama, krol, as), a kolumna k bedzie sasiadowata w G z wartoscia w, jesli w
kolumnie k£ prostokata lezy co najmniej jedna karta o wartosci w.

Pokazemy, ze graf GG spelnia warunek Halla. Niech S bedzie dowolnym podzbiorem zbioru kolumn pros-
tokata. Przypusémy, ze lacznie w tych kolumnach jest mniej niz |S| wartosci. Poniewaz kazda wartosé jest
reprezentowana w talii przez 4 karty, to oznacza to, iz w kolumnach ze zbioru S lezy co najwyzej 4(|S| — 1)
kart, co jest sprzecznoscia, jako ze jest ich tam doktadnie 4|S5].

Z twierdzenia Halla wnioskujemy, ze w G istnieje skojarzenie pokrywajace zbiér kolumn. Krawedzie tego
skojarzenia wskazuja nam karty, ktére musimy wybraé¢, aby otrzymac karty spelniajace warunki zadania. [J
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5. (10p.) Pokaz, ze dla kazdego k > 0 zachodzi R(k,k,k, k) < R(R(k)).

Rozwigzanie. Ustalmy k > 01rozwazmy graf pelny G o R(R(k)) wierzchotkach i ustalmy dowolne pokolorowanie
jego krawedzi na 4 kolory: z6lty, czerwony, niebieski, zielony. Aby wykaza¢ nieréwnos$¢ z zadania, nalezy
pokazaé, ze w jednym z koloréw istnieje klika o k wierzchotkach.

Zdefiniujmy najpierw kolorowanie krawedzi G' na dwa kolory, w taki sposob, ze krawedzie pokolorowane
na kolor zo6tty lub czerwony dostaja kolor pomaranczowy, a krawedzie pokolorowane na kolor niebieski lub
zielony dostaja kolor turkusowy. Poniewaz G ma R(R(k)) wierzchotkow, to z definicji liczby Ramseya, ist-
nieje pomaraiczowa klika o R(k) wierzchotkach lub turkusowa klika o R(k) wierzchotkach. W obu przypad-
kach, przywréémy pierwotne kolorowanie krawedzi w tej klice. W pierwszym przypadku wszystkie krawedzie
maja kolor zotty lub czerwony, a w drugim przypadku wszystkie krawedzie maja kolor niebieski lub zielony.
Poniewaz ta klika ma R(k) wierzchotkow, to w pierwszym przypadku mamy zo6tta klike o & wierzchotkach lub
czerwong klike o k& wierzchotkach. Podobnie, w drugim przypadku mamy niebieska klike o k wierzchotkach
lub zielona klike o k wierzchotkach, co konczy dowdod. 0



