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1. (10p.) Niech k£ > 2 i niech G bedzie grafem takim ze §(G) > k, gdzie przez §(G) oznaczamy najmniejszy
stopient wierzchotka w G. Pokaz, ze w G istnieje cykl dtugosci co najmniej k + 1.

Rozwigzanie. Niech P = vy, vq,...,v; bedzie najdtuzsza $ciezka w (. Zauwazmy, ze kazdy sasiad v wierz-
chotka v; musi leze¢ na P, bo inaczej v,vy,...,v; byloby §ciezka dluzsza niz P, sprzecznosé. Niech ¢
bedzie najwickszym indeksem takim, ze v; jest sasiadem v;. Zauwazmy, ze ¢ > k + 1, bo degv; > k, a
|IN(vi)N{va,vs,..., 06} < k—1. Skoro k > 2, to i > 3, zatem otrzymujemy, ze vy, . .., v; jest cyklem dtugosci
co najmniej k + 1, co konczy dowdd. O
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2. (10p.) Niech d > 1 i niech G = (V,
ktory spelnia nastepujace warunki: (1) G|
wierzchotka x € X zachodzi deg,z < d, (4
Pokaz, ze G jest hamiltonowski.

jest cyklem, (2) Y jest zbiorem niezaleznym, (3) dla kazdego

, E)) bedzie grafem takim, Ze istnieje podziat (X,Y) zbioru V,
I
) kazdy wierzcholek y € Y nalezy do co najmniej d trojkatow.

Rozwigzanie. Niech C' bedzie cyklem indukowanym przez wierzchotki z X. Rozszerzymy cykl C' do cyklu
Hamiltona w G. W tym celu stworzmy dwudzielny graf pomocniczy H, ktorego jedng klasa dwudzielnosci
bedzie E(C), a druga Y. Krawedz w H pomiedzy uv € E(C) iy € Y istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
u,v € Ng(y).

Pokazemy, ze w H istnieje skojarzenie pokrywajace Y. W tym celu sprawdzimy warunek Halla. Niech
S CY. Zauwazmy, ze dla dowolnego wierzchotka y € Y, z faktu, ze y nalezy do co najmniej d trojkatow i
Y jest zbiorem niezaleznym, wynika, ze degy y > d. Poniewaz stopienn w G kazdego wierzchotka z X jest co
najwyzej d, to rowniez stopienn w H dowolnego e € E(C') jest co najwyzej d. Zatem z jednej strony, sumujac
stopnie wierzchotkow z S, w H[SUNp(S)] jest co najmniej |S|-d krawedzi, a z drugiej strony, sumujac stopnie
wierzchotkow z Ny (S), tych krawedzi jest co najwyzej |[N(S)| - d. Laczac obie nieréwnosci i dzielac przez d
otrzymujemy, ze |S| < [Ny (S)|. Na mocy twierdzenia Halla w H istnieje skojarzenie pokrywajace Y.

Pozostaje skonstruowaé¢ cykl Hamiltona w G. Poniewaz w grafie H istnieje skojarzenie pokrywajace Y,
to kazdemu wierzchotkowi y € Y mozna przyporzadkowaé inng krawedz e, = wu,v, z cyklu C, dla ktoérej
yu,,yv, € E. Niech C' bedzie cyklem skonstruowanym w nastepujacy sposéb. Zaczynamy od cyklu C i
dla kazdej krawedzi e, = u,v,, ktora jest przyporzadkowana pewnemu wierzchotkowi y € Y, wstawiamy
y pomiedzy w, i v,. Poniewaz y sasiaduje z u, i v,, to C' faktycznie jest cyklem, a poniewaz kazdemu
wierzchotkowi z Y przyporzadkowalismy jakas krawedz, to jest to cykl Hamiltona w G. 0
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3. (10p.) Niech k > 3 bedzie liczbg naturalna. Niech H bedzie grafem k-spéjnym i niech G; i Gy beda
grafami takimi ze |V(G1) N V(Gq)| < k. Zalozmy, ze graf G = (V(Gy) U V(G2), E(Gy) U E(G2)) zawiera
pewien podpodziat grafu H, oznaczmy go jako H'. Niech T'= {v € V(H') : degy v > 3}. Pokaz, ze

Rozwigzanie. Skoro H' jest podpodziatlem grafu H, zachodzi V(H) C V(H'). Ponadto, graf H' zostal
otrzymany z grafu H przez zastapienie kazdej krawedzi uwv € F(H) $ciezka ¢(uv) o koricach w wierzchotkach
uiv w taki sposob, ze dla dwoch roznych krawedzi e, f € E(H) Sciezki ¢(e) 1 ¢(f) sa wewnetrznie roztaczne
(¢(uv) moze by¢ po prostu krawedzig uv). W szczegolnosci, dla kazdej krawedzi e € F(H) kazdy wierzchotek
wewnetrzny Sciezki ¢(e) jest w grafie H' stopnia 2. Z drugiej strony, dla kazdego v € V/(H) mamy degy, v =
degy v > k > 3 (gdzie przedostatnia nier6wnosé¢ wynika z k-spojnosci H). Podsumowujac, mamy 7' = V(H).

Zalozmy, ze istnieja u, v € T takie, ze u € V(G1) \ V(G2) oraz v € V(G2) \ V(Gy). Zauwazmy, ze V(G1)N
V(Gs) jest u-v-separatorem w G. W szczegdlnosci oznacza to, ze uv ¢ E(G). Ponadto, |[V(G1) NV (Gy)| < k,
wiec nie moze istnie¢ w G wiecej niz k — 1 wewnetrznie roztacznych u-v-$ciezek. (*)

7, drugiej strony, poniewaz H jest grafem k-spojnym, z twierdzenia Mengera wiemy, ze w H istnieje k
wewnetrznie roztacznych u-v-Sciezek Py, ..., P,. Rozwazmy Sciezki Pj, ..., P, w grafie H', ktore powstaly
odpowiednio z podpodzielenia krawedzi w Sciezkach Py, ..., P,. Inaczej méwiac, jesli P, = u, xq, 2, ..., 2T, v,
to P! jest konkatenacja Sciezek ¢(uzy), d(z122), ..., d(zw).

Oczywiscie dla kazdego i, $ciezka P! jest u-v-Sciezka w G. Co wiecej, poniewaz Sciezki P; sa wzajemnie
wewnetrznie roztaczne oraz dla dowolnych dwoch krawedzi e, f € E(H), $ciezki ¢(e), ¢(f) sa wewnetrznie
roztaczne, otrzymujemy, ze Pj, ..., P} sa parami wewnetrznie roztaczne. OtrzymaliSmy zatem w G rodzing k
wewnetrznie roztacznych u-v-$ciezek, sprzecznosé (x). O
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4. (10p.) Niech n > 7 bedzie liczba nieparzysta. Niech G bedzie grafem otrzymanym z cyklu C, przez
dodanie jednej krawedzi miedzy niesasiadujacymi wierzchotkami. Wyznacz x'(G), gdzie przez G oznaczamy
dopehienie grafu G: (V(G), (V(ZG)) \ E(G)).

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze A(G) = n — 3. Z twierdzenia Vizinga wiemy, ze X'(G) < A(G) + 1 =n — 2, jesli
wiec pokazemy, ze x'(G) = n — 2, otrzymamy \'(G) =n — 2.

Zalozmy przeciwnie, tzn. ze X'(G) < n — 3. Z zadania 4.1 z éwiczen wynika, ze |E(G)| < (n — 3) - u( )
gdzie pu(G) to liczno$é najwiekszego skojarzenia w G. Zauwazmy, ze ;(G) nie moze przekraczaé 2] = 251,
bo n jest nieparzyste. Otrzymujemy wiec, ze

(n—3)(n—-1) _n2—4n+3.

B@)| < P = (1)

7 drugiej strony, zauwazmy, ze graf G' ma doktadnie n+1 krawedzi. Zeby otrzymaé liczbe krawedzi dopelnienia
grafu odejmujemy od liczby krawedzi grafu pelnego o n wierzchotkach liczbe krawedzi grafu G. Oznacza to,
ze graf G ma dokladnie "(" D —(n+1) = M krawedzi. Podstawiajac to do (1) otrzymujemy

n?—3n—2 n?—4n +3
2 2
-3n—-—2< —-4n+3
n < 9,

/A

<
<

co stol w sprzecznosci z zatozeniem, ze n > 7. Skoro tak, ¥'(G) > n — 2, co konczy dowod. O]
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5. (10p.) Niech G bedzie grafem, a u i v beda para niesasiadujacych wierzchotkow w G. Niech Gy bedzie
otrzymany z GG przez dodanie krawedzi uv. Niech G5 bedzie otrzymany z G przez Sciggniecie u i v do jednego
wierzchotka x, czyli usuwamy z G wierzchotki u, v i dodajemy wierzchotek x, ktory sasiaduje ze wszystkimi
sasiadami u 1 wszystkimi sasiadami v. Pokaz, ze x(G) = min(x(G1), x(G2)).

Rozwigzanie. Idea tego zadania jest taka, ze kolorowania (G; odpowiadaja kolorowaniom G, gdzie u i v dostaja
rozne kolory, a kolorowania (G5 odpowiadaja kolorowaniom G, gdzie u i v dostaja ten sam kolor — a ktoras z
tych dwoch mozliwosci musi zawsze wystapi¢. Przeksztalémy te idee w dowdd.
Najpierw pokazmy, ze x(G) < min(x(G1), x(G2)). Zauwazmy, ze G jest podgrafem Gy, wiec oczywiscie
kazde poprawne kolorowanie (G; jest tez poprawnym kolorowaniem G. Z tego wynika, ze x(G) < x(G1).
Teraz niech f bedzie poprawnym kolorowaniem grafu G5 na x(Gs) kolorow. Zdefiniujmy kolorowanie f
grafu G' w nastepujacy sposob:

fw) flx)  jesliw € {u,v},
w) =
f(w) w przeciwnym przypadku .

Zauwazmy, ze [’ jest poprawnym kolorowaniem G: wierzcholki u i v nie sa potaczone krawedzia, wiec moga
dosta¢ ten sam kolor, a kazdy sasiad u lub v w G jest sasiadem = w Go. Zatem x(G) < x(G2). Podsumowujac
uzyskane nieréwnosci, dostajemy, ze x(G) < min(x(G1), x(G2)).

Teraz pokazmy, ze x(G) = min(x(G1), x(G2)), czyli Ze co najmniej jeden z grafow G, G mozna poprawnie
pokolorowaé na x(G) kolorow. Niech f bedzie poprawnym kolorowaniem G na y(G) kolorow. Rozwazmy dwa
przypadki:

Przypadek 1. f(u) # f(v). Zauwazmy, ze wtedy f jest tez poprawnym kolorowaniem G, zatem x(Gp) <
x(G).
Przypadek 2. f(u) = f(v). Zdefiniujmy kolorowanie f’ grafu G5 w nastepujacy sposob:

f(w) jesli w # x,
flw) = f(v) jesliw = .

Znowu zauwazmy, ze f’ jest poprawnym kolorowaniem Gy: kolory na wierzchotkach z V(G2)\{z} sa takie same
jak w f, zas kazdy sasiad z w G5 sasiaduje w G z u lub v, wiec z pewnoscia nie ma koloru f'(z) = f(u) = f(v).

Zatem w drugiej czesci dowodu pokazalismy, ze x(G) > min(x(Gy), x(G2)), co razem w nieréwnoscia z
pierwszej czesci dowodu daje nam teze. 0
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Definicje, twierdzenia, wzory.

G jest grafem o zbiorze wierzchotkéw V' i zbiorze krawedzi E. Oznaczamy
n := |V| im := |E|. Dla X C V przez G[X] oznaczamy podgraf G
indukowany przez zbior X, czyli (X,{e€ E | e C X}).

Spo6jnosé.
Def. Graf jest spojny, jesli dla dowolnych dwoch wierzchotkéw w, v ist-
nieje u-v-$ciezka. Graf jest k-spojny, jesli |G| > k i dla kazdego V' C V,
V'] < k graf G — V' jest spojny. Graf jest k-spojny krawedziowo, jesli
|[E| > 01 dla kazdego X C E, | X| < k graf G — X jest spojny.
Def. Sp6jnosé wierzcholtkowa, ozn. k(G) — najwieksze k, dla ktérego
graf jest k-spojny.
Def. Spéjnosé krawedziowa, ozn. ’(G) — najwigksze k, dla ktérego
graf jest krawedziowo k-sp6jny.
Nieré6wnosé Whitneya. «(G) < £/(G) < §(G).
Tw. Mengera 1. Dla dowolnych A, B C V, niech k bedzie rozmiarem
najmniejszego A-B-separatora. W G istnieje k rozltacznych A — B $ciezek.
Tw. Mengera 2. Graf G jest k-spojny wtw. gdy dla kazdej pary wierz-
chotkéw wu, v istnieje k wewnetrznie rozlacznych u-v Sciezek.
Tw. Mengera 3. Graf G jest k-spojny wtw. gdy dla kazdego x € V
iU € V\ {z}, |U| = k, istnieje z-U-wachlarz, czyli k wew. rozlacznych
$ciezek o poczatku w z i konicach w réznych wierzchotkach z U.
Tw. Mengera 4. Graf G jest k-spojny krawedziowo wtw. gdy dla kazdej
pary wierzchotkow u, v istnieje k krawedziowo roztacznych u-v Sciezek.

Obwod Eulera.

Tw. Eulera (wersja z obwodem). Multigraf spojny ma obwdd Eulera
wtw. gdy kazdy wierzcholek ma stopien parzysty.

Tw. Eulera (wersja z droga). Multigraf sp6jny ma droge Eulera wtw.
gdy liczba wierzcholkéw stopnia nieparzystego jest mniejsza lub réwna 2.

Cykl Hamiltona.

‘Warunek konieczny. Jesli G ma cykl Hamiltona, to dla kazdego S C V,
S # () graf G — S ma co najwyzej |S| spojnych sktadowych.

Tw. Diraca (warunek dostateczny). Jesli G jest prosty i n > 3 oraz
dla kazdego v € V' zachodzi deg(v) > 7, to G jest hamiltonowski.

Tw. Orego (warunek dostateczny). Jesli G jest prosty i n > 3 oraz
dla kazdych u,v takich, ze uv ¢ E, zachodzi deg(u) + deg(v) > n, to G
jest hamiltonowski.

Kolorowanie krawedzi.
Tw. Vizinga. A(G) < X' (G) < A(G) + 1.

Kolorowanie wierzcholkoéow.

Def. Zbior niezalezny — zbiér wierzchotkow takich, ze zadne dwa nie sa
polaczone krawedzia.

Def. Graf G jest krytyczny, jesli dla kazdego jego wlasciwiego podgrafu
H zachodzi x(H) < x(G). Graf jest k-krytyczny, jesli jest krytyczny i
X(@) = k.

Lemat. Jesli G jest k-krytyczny, to 6(G) > k — 1.

Tw. x(G) < A(G) + 1 (algorytm zachlanny).

Tw. Brooksa Jesli graf spdjny G nie jest nieparzystym cyklem ani grafem
pelnym, to x(G) < A(G).

Tw Mycielskiego. Dla kazdego k istnieje graf G bez trojkatow taki, ze
x(Gk) = k.

Def. Talig grafu nazywamy dlugosé najkrotszego cyklu w tym grafie.
Tw. Erdd&sa Dla dowolnych k, ¢ € N istnieje graf G taki, ze x(G) > k i
talia grafu G jest co najmniej £.

Skojarzenia.

Def. Skojarzeniem nazywamy zbiér rozlacznych krawedzi grafu.
Skojarzeniem maksymalnym nazywamy skojarzenie, ktoére nie jest
podzbiorem zadnego innego skojarzenia. Skojarzeniem doskonalym
nazywamy skojarzenie, ktore pokrywa kazdy wierzchotek.

Def. Sciezka naprzemienna wzgledem skojarzenia M nazywamy
$ciezke, ktorej krawedzie na przemian naleza i nie naleza do M. Sciezka jest
powiekszajaca wzgledem skojarzenia M, jesli jest naprzemienna wzgle-
dem M oraz zaczyna i konczy si¢ w wierzcholku niepokrytym przez M.
Tw. Berge’a. Skojarzenie M jest najwieksze wtw, gdy nie ma Sciezki

powiekszajacej wzgledem M.

Tw. Halla. Niech G bedzie grafem dwudzielnym o klasach dwudzielnosci
X,Y. W (G istnieje skojarzenie pokrywajace X wtw, gdy dla kazdego
X'’ C X zachodzi |[N(X")| > | X'|.

Sieci i przeplywy.
Niech N = (G, ¢, s,t) bedzie siecia, G = (V, A). Dla funkcji f : A — Rxo
definiujemy:
e DlaveV: ft(v):= Dwouea fou) i f7(v) =30 pea fluv)
o Dla S CV: fH(S) := S uvea f(uv) i f7(S) =D puca flvu)
u€eS u€eS
vgS vES
Def. Funkcje f : A — Ry nazywamy przeplywem, jedli dla kazdego
a € A zachodzi f(a) < c¢(a) oraz dla kazdego v € V \ {s,t} zachodzi
fH@) = £~ (o).
Def. Wartosé przepltywu f to val f:= f+(s) — f~(s).
Fakt. f+(s)— f~(s) = /(1) — /7 (0). B
Def. Dla dowolnego S C V takiego, ze s € Sit € S := V\S, przekrojem
(S, S) nazywamy zbior krawedzi o poczatku w S i koricu w S. Przepus-
towoscia przekroju K = (S, S) nazywamy cap K := >y c(a).
Lemat. Dla dowolnego przeplywu f i dowolnego przekroju (S, §) za-
chodzi val f = f+(S) — f=(9).
Tw. Dla dowolnego przeptywu f i dowolnego przekroju K zachodzi
val f < cap K. Jesli val f = cap K, to f jest najwiekszym przeplywem,
a K najmniejszym przekrojem.
Def. Dla $ciezki P (niekoniecznie skierowanej), przeptywu f i tuku a z P
definujemy:
r(a) = O 7@ estiad !
f(a) jesli a jest krawedzia w tyl.
Dla $ciezki P definiujemy 7(P) :== min _7r(a).
a - tuk P

Sciezka P jest powiekszajaca jesli jest s-t $ciezka i r(P) > 0. Wowczas

jesli a jest krawedzia w przod,

mozna zdefiniowaé przeptyw f(a) jako:

f(a) +r(P), jeslia € A(P) jest tukiem w przod,
f(@) =1 f(a) —r(P), jesli a € A(P) jest lukiem w tyl
f(a), jesli a ¢ A(P).

Tw. Forda-Fulkersona. Przeplyw f jest najwiekszy wtw. gdy nie ma
Sciezki powiekszajacej. ~

Whiosek Jesli f* jest najwigkszym przepltywem, a K najmniejszym
przekrojem, to cap K = val f*.

Planarnosé.

Tw. Kuratowskiego. Graf G jest planarny wtw. gdy nie zawiera pod-
podziatu K33 lub Ks.

Tw. Dla grafu plaskiego G zachodzi ZfeF(G) degqg f = 2m, gdzie przez
F(G) oznaczamy zbiér regionéw ($cian) grafu ptlaskiego G.

Formuta Eulera. Dla spdjnego grafu plaskiego G zachodzi n — m +
|F(GQ)| = 2.

Lemat. Dla prostego grafu planarnego G o n > 3 wierzchotkach i talii k
zachodzi m < k(n —2)/(k — 2).

Whiosek. Dla prostego grafu planarnego G o n > 3 wierzchotkach za-
chodzi m < 3n — 6.

Whiosek. Kazdy graf planarny ma wierzcholek stopnia co najwyzej 5.
Tw. o czterech kolorach. Jesli G jest planarny, to x(G) < 4.

Def. Dla grafu ptlaskiego G, jego grafem dualnym G* nazywamy graf,
ktoérego wierzcholtkami sa regiony G i istnieje bijekcja miedzy E(G*) a
E(G): krawedz e* taczy dwa wierzcholki f1, fo w G* wtw, gdy odpowiada-
jaca jej krawedz e z G jest incydentna z f1 i fa.

Teoria Ramseya.

Def. Liczba Ramseya, ozn. R(t), to najmniejsze n takie, ze przy dowol-
nym dwukolorowaniu krawedzi K, znajdziemy jednokolorowa kopie¢ K.
Przez R(s,t) oznaczamy najmniejsze n takie, ze przy dowolnym kolorowa-
niu K, na czerwono i niebiesko znajdziemy czerwona kopie K lub
niebieska K.

Tw. Ramseya (Erdé&sa-Szekeresa). Dla kazdego ¢ zachodzi R(t) < 4%.
Tw. Erdésa. Dla ¢ > 3 zachodzi R(t) > 2t/2.

Tw. Dla s,t > 1 zachodzi R(s,t) < R(s,t — 1) + R(s — 1,1).

Whiosek. Dla s,t > 1 zachodzi R(s,t) < (S:EIQ) = (Tj;g)



