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Zad. 1| Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | Zad. 5 | SUMA

1. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem. Pokaz, 7e jesli graf G x K jest eulerowski, to 2||V|.
Przypomnijmy, ze G x H jest grafem ktorego zbiorem wierzchotkow jest V(G) x V(H), a wierzchotki (v, w)
i (v',w') sa polaczone krawedzia, jesli v =o' i ww' € E(H) lub v’ € E(G) i w = w'

Rozwigzanie. Skoro G x K jest eulerowski, to kazdy wierzchotek tego grafu ma parzysty stopien. Mamy tez

deggy k., (v, w) = degy(v) + 1, a wiec kazdy wierzcholek grafu G ma nieparzysty stopien. Z lematu o usciskach
dloni wynika zatem, ze |V jest liczba parzysta. OJ
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2. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem, ktorego wszystkie wierzchotki maja nieparzysty stopieri. Niech M
bedzie skojarzeniem doskonalym w G. Wykaz, ze kazdy most grafu G nalezy do M.

Rozwigzanie. Skoro graf G ma skojarzenie doskonate, to ma parzyécie wiele wierzchotkow. Rozwazmy most e
w grafie G, jego usuniecie rozbija graf na dwie spéjne sktadowe. Przypusémy, ze e nie nalezy do M. To znaczy,
ze graf G — e ma skojarzenie doskonate (mianowicie M). A to oznacza, ze kazda ze sktadowych grafu G —e ma
parzysta liczbe wierzchotkdéw. Rozwazmy jedna z tych sktadowych, nazwijmy ja A. Zauwazmy, ze wszystkie
wierzchotki A poza jednym, incydentnym z e, maja w A nieparzyste stopnie. Wierzchotek indycentny z e
ma w A parzysty stopiefi. Zatem w A jest nieparzys$cie wiele wierzchotkéw nieparzystego stopnia, co jest
sprzeczne z lematem o usciskach dtoni. 0
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3. (10p.) Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach, w ktorym dla kazdej pary niesasiadujacych wierzchotkow
u i v zachodzi degu + degv > n — 1. Pokaz, ze G jest spojny.

Rozwigzanie. Rozwazmy dwa dowolne wierzchotki u i v grafu G. Pokazemy, ze jest miedzy nimi $ciezka w
grafie G. Jesli u i v sasiaduja, taka Sciezka oczywiscie istnieje sktada sie z jednej krawedzi wv. Przypusmy
zatem, ze wierzchotki te nie sasiadujg. Z zalozenia wiemy, ze degu + degv > n — 1. Z faktu, ze zbior
V(G) \ {u,v} ma n — 2 elementy wnioskujemy, ze wierzcholki u i v musza mie¢ wspdlnego sasiada, nazwijmy
go . Wtedy uxv jest szukang $ciezka taczaca u i v. O
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4. (10p.) Rozwazmy kolorowanie grafu takie, ze ten sam kolor nie moze by¢ przypisany wierzchotkom,
ktore sasiaduja, ani wierzchotkom, ktore maja wspolnego sasiada. Przez y*(G) oznaczmy najmniejsza liczbe
koloréw, ktora umozliwia pokolorowanie grafu G w sposob opisany powyzej.

Pokaz, ze jedli w spojnym grafie GG istniejg dwa niesagsiadujace wierzchotki, ktore nie maja wspolnego
sasiada, to x*(G) < A%(Q).

Rozwigzanie. Wprowadzmy oznaczenie A := A(G). Rozwazmy graf G2, czyli graf, ktory powstaje z G przez
dodanie krawedzi miedzy wierzchotkami o wspolnym sasiedzie. Oczywiscie x*(G) = x(G?).

Rozwazmy dowolny wierzchotek v i oszacujmy liczbe jego sasiadéow w G*. Ma on co najwyzej A sasiadow
z grafu GG, kazdy z nich ma co najwyzej A — 1 sasiadéw innych niz v. Zatem stopien dowolnego wierzchotka
w G* wynosi co najwyzej A + A(A —1) = A+ A% — A = A2

Z twierdzenia Brooksa wiemy, ze jesli graf G* nie jest grafem pelnym ani nieparzystym cyklem, to x(G*) <
A(G*), zatem w tym przypadku mamy

X (G) = x(G*) < A(G?) < A”.

Zauwazmy teraz, ze skoro w grafie GG istnieja wierzchotki z i y, ktore sa nie sasiadujg ani nie maja wspolnego
sasiada, to graf G? nie jest grafem pelnym. Wreszcie, graf G2 nie moze by¢ cyklem nieparzystym innym
niz trojkat: rozwazmy na przyktad trzy pierwsze wierzchotki z najkrotszej $ciezki w grafie G, ktora taczy
wierzchotki x i y, niech te wierzcholtki nazywaja sie x,a,b. Zauwazmy, ze w grafie G* te trzy wierzchotki
indukuja trojkat, a cykl nieparzysty dlugosci co najmniej 5 nie ma zadnych trojkatow.

Na marginesie, zauwazmy ze dodatkowe zatozenie na graf G jest konieczne, rozwazmy na przyktad G = Cs,
wtedy G = K5 i x*(G) = x(G?) =5 > 4= A(G)~ O
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5. (10p.) Niech G bedzie spojnym prostym grafem plaskim samodualnym (izomorficznym ze swoim multi-
grafem dualnym) o co najmniej trzech wierzchotkach. Udowodnij, ze w grafie G’ co najmniej dwa wierzchotki
maja stopnie nie wieksze niz 3.

Rozwigzanie. Niech n oznacza liczbe wierzchotkow w grafie G, m liczbe krawedzi, a f liczbe jego $cian. Zatem
liczba wierzchotkow w grafie G* wynosi f i z samodualnosci G otrzymujemy n = f.

Nie wprost zal6zmy, ze w G istnieje co najwyzej jeden taki wierzcholek stopnia co najwyzej 3. Z lematu o
usciskach dtoni otrzymujemy:

2m = Z degv >4(n—1)+1=4n—3.
veV(Q)

Z formuly Eulera otrzymujemy:
2m =2(n+ f —2) =2(2n —2) = 4n — 4.

Zatem mamy sprzeczno$é: 4n — 4 = 2m > 4n — 3. U



