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Zad. 1 Zad. 2 Zad. 3 Zad. 4 Zad. 5 SUMA

1. (10p.) Niech G = (V,E) b¦dzie grafem. Poka», »e je±li graf G×K2 jest eulerowski, to 2||V |.
Przypomnijmy, »e G×H jest grafem którego zbiorem wierzchoªków jest V (G)×V (H), a wierzchoªki (v, w)

i (v′, w′) s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡, je±li v = v′ i ww′ ∈ E(H) lub vv′ ∈ E(G) i w = w′.

Rozwi¡zanie. Skoro G×K2 jest eulerowski, to ka»dy wierzchoªek tego grafu ma parzysty stopie«. Mamy te»
degG×K2

(v, w) = degG(v)+1, a wi¦c ka»dy wierzchoªek grafu G ma nieparzysty stopie«. Z lematu o u±ciskach
dªoni wynika zatem, »e |V | jest liczb¡ parzyst¡. �



MD2, Informatyka. E3. 13.09.2019. Imi¦ i nazwisko . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. (10p.) Niech G = (V,E) b¦dzie grafem, którego wszystkie wierzchoªki maj¡ nieparzysty stopie«. Niech M
b¦dzie skojarzeniem doskonaªym w G. Wyka», »e ka»dy most grafu G nale»y do M .

Rozwi¡zanie. Skoro graf G ma skojarzenie doskonaªe, to ma parzy±cie wiele wierzchoªków. Rozwa»my most e
w gra�e G, jego usuni¦cie rozbija graf na dwie spójne skªadowe. Przypu±¢my, »e e nie nale»y doM . To znaczy,
»e graf G−e ma skojarzenie doskonaªe (mianowicieM). A to oznacza, »e ka»da ze skªadowych grafu G−e ma
parzyst¡ liczb¦ wierzchoªków. Rozwa»my jedn¡ z tych skªadowych, nazwijmy j¡ A. Zauwa»my, »e wszystkie
wierzchoªki A poza jednym, incydentnym z e, maj¡ w A nieparzyste stopnie. Wierzchoªek indycentny z e
ma w A parzysty stopie«. Zatem w A jest nieparzy±cie wiele wierzchoªków nieparzystego stopnia, co jest
sprzeczne z lematem o u±ciskach dªoni. �
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3. (10p.) Niech G b¦dzie grafem o n wierzchoªkach, w którym dla ka»dej pary nies¡siaduj¡cych wierzchoªków
u i v zachodzi deg u+ deg v > n− 1. Poka», »e G jest spójny.

Rozwi¡zanie. Rozwa»my dwa dowolne wierzchoªki u i v grafu G. Poka»emy, »e jest mi¦dzy nimi ±cie»ka w
gra�e G. Je±li u i v s¡siaduj¡, taka ±cie»ka oczywi±cie istnieje skªada si¦ z jednej kraw¦dzi uv. Przypu±my
zatem, »e wierzchoªki te nie s¡siaduj¡. Z zaªo»enia wiemy, »e deg u + deg v > n − 1. Z faktu, »e zbiór
V (G) \ {u, v} ma n− 2 elementy wnioskujemy, »e wierzchoªki u i v musz¡ mie¢ wspólnego s¡siada, nazwijmy
go x. Wtedy uxv jest szukan¡ ±cie»k¡ ª¡cz¡c¡ u i v. �
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4. (10p.) Rozwa»my kolorowanie grafu takie, »e ten sam kolor nie mo»e by¢ przypisany wierzchoªkom,
które s¡siaduj¡, ani wierzchoªkom, które maj¡ wspólnego s¡siada. Przez χ∗(G) oznaczmy najmniejsz¡ liczb¦
kolorów, która umo»liwia pokolorowanie grafu G w sposób opisany powy»ej.

Poka», »e je±li w spójnym gra�e G istniej¡ dwa nies¡siaduj¡ce wierzchoªki, które nie maj¡ wspólnego
s¡siada, to χ∗(G) 6 ∆2(G).

Rozwi¡zanie. Wprowad¹my oznaczenie ∆ := ∆(G). Rozwa»my graf G2, czyli graf, który powstaje z G przez
dodanie kraw¦dzi mi¦dzy wierzchoªkami o wspólnym s¡siedzie. Oczywi±cie χ∗(G) = χ(G2).

Rozwa»my dowolny wierzchoªek v i oszacujmy liczb¦ jego s¡siadów w G∗. Ma on co najwy»ej ∆ s¡siadów
z grafu G, ka»dy z nich ma co najwy»ej ∆− 1 s¡siadów innych ni» v. Zatem stopie« dowolnego wierzchoªka
w G∗ wynosi co najwy»ej ∆ + ∆(∆− 1) = ∆ + ∆2 −∆ = ∆2.

Z twierdzenia Brooksa wiemy, »e je±li graf G∗ nie jest grafem peªnym ani nieparzystym cyklem, to χ(G∗) 6
∆(G∗), zatem w tym przypadku mamy

χ∗(G) = χ(G2) 6 ∆(G2) 6 ∆2.

Zauwa»my teraz, »e skoro w gra�e G istniej¡ wierzchoªki x i y, które s¡ nie s¡siaduj¡ ani nie maj¡ wspólnego
s¡siada, to graf G2 nie jest grafem peªnym. Wreszcie, graf G2 nie mo»e by¢ cyklem nieparzystym innym
ni» trójk¡t: rozwa»my na przykªad trzy pierwsze wierzchoªki z najkrótszej ±cie»ki w gra�e G, która ª¡czy
wierzchoªki x i y, niech te wierzchoªki nazywaj¡ si¦ x, a, b. Zauwa»my, »e w gra�e G∗ te trzy wierzchoªki
indukuj¡ trójk¡t, a cykl nieparzysty dªugo±ci co najmniej 5 nie ma »adnych trójk¡tów.

Na marginesie, zauwa»my »e dodatkowe zaªo»enie na graf G jest konieczne, rozwa»my na przykªad G = C5,
wtedy G2 = K5 i χ

∗(G) = χ(G2) = 5 > 4 = ∆(G)2. �
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5. (10p.) Niech G b¦dzie spójnym prostym grafem pªaskim samodualnym (izomor�cznym ze swoim multi-
grafem dualnym) o co najmniej trzech wierzchoªkach. Udowodnij, »e w gra�e G co najmniej dwa wierzchoªki
maj¡ stopnie nie wi¦ksze ni» 3.

Rozwi¡zanie. Niech n oznacza liczb¦ wierzchoªków w gra�e G, m liczb¦ kraw¦dzi, a f liczb¦ jego ±cian. Zatem
liczba wierzchoªków w gra�e G∗ wynosi f i z samodualno±ci G otrzymujemy n = f .
Nie wprost zaªó»my, »e w G istnieje co najwy»ej jeden taki wierzchoªek stopnia co najwy»ej 3. Z lematu o
u±ciskach dªoni otrzymujemy:

2m =
∑

v∈V (G)

deg v ≥ 4(n− 1) + 1 = 4n− 3.

Z formuªy Eulera otrzymujemy:

2m = 2(n+ f − 2) = 2(2n− 2) = 4n− 4.

Zatem mamy sprzeczno±¢: 4n− 4 = 2m ≥ 4n− 3. �


