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1. (10p.) Pokaz, ze graf G nie zawiera indukowanej $ciezki o trzech wierzchotkach wtedy i tylko wtedy, gdy
kazda jego spojna sktadowa jest grafem pelnym.

Przypomnijmy, graf G zawiera indukowang Sciezke o trzech wierzchotkach, jesli istnieje taki zbior X C
V(G), ze graf G[X], czyli podgraf indukowany przez X, jest Sciezka o trzech wierzchotkach.

Rozwigzanie. Przypusémy najpierw, ze kazda sktadowa G jest grafem pelnym. Oczywiscie nie moze on
zawiera¢ indukowanej $ciezki o trzech wierzchotkach, bo w tym grafie kazde dwa wierzchotki w tej samej
spojnej sktadowej sg potaczone krawedzia, a konce Sciezki Pj nie sasiadujg.

Pokazmy zatem implikacje w druga strone. Rozwazmy sktadowa C' grafu G, ktora nie jest grafem petlnym.
WeZmy dwie wierzcholki x,y, ktore ze soba nie sasiaduja i rozwazmy najkrotsza Sciezke P miedzy tymi
wierzchotkami. Ocznaczmy jej kolejne wierzchotki jako vy, vs, ..., vy, gdzie v = x i vy = y. Skoro C nie jest
grafem pelnym, to d > 3. Twierdzimy, ze zbior {vy, v, v3} indukuje $ciezke P3;. Oczywiscie vivg 1 v9v3 sa
krawedziami. Gdyby wierzchotki vy i v3 sasiadowaly, Sciezka vqvs ... vy bylaby krotsza vi-vg-$ciezka w C' niz
P, co przeczy wyborowi P. 0
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2. (10p.) Niech L bedzie skonczonym zbiorem pewnych prostych na plaszczyznie zawierajacym osie pewnego
ustalonego kartezjaniskiego uktadu wspotrzednych (czyli w tym uktadzie wspotrzednych proste o réwnaniach
y =01z =0). Rozwazmy graf GG, ktérego wierzchotkami sa proste ze zbioru L, a wierzcholki k i ¢ sasiaduja
w G, jesli jako proste sa prostopadle. Wyznaczy¢ x(G).

Rozwigzanie. Niech ¢ € L bedzie dowolnie wybrana prosta. Niech A:={k € L:k||{},aB:={ke L:k L (}.
Zauwazmy, ze podgraf H grafu G indukowany przez zbior AU B jest grafem dwudzielnym (nawet dwudzielnym
pelnym) o klasach dwudzielnosci A i B. Ponadto wierzchotki z A U B nie sasiaduja z zadnymi innymi
wierzchotkami grafu G, bo kazdy sasiad wierzchotka ze zbioru A jest prostopadly do ¢ (wiec nalezy do zbioru
B), a kazdy sasiad wierzchotka ze zbioru B jest rownolegly z prosta ¢ (nalezy wiec do A). (Krocej mowiac
H jest sktadowa grafu G.) Mozemy wiec poprawnie pokolorowaé¢ wierzchotki podgrafu H na dwa kolory. To
samo mozemy zrobi¢ z kazda inng sktadowa tego grafu, wiec x(G) < 2. Poniewaz osie uktadu wspoétrzednych
sasiaduja ze soba w G, to x(G) > 2. O
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3. (10p.) Przypomnijmy, ze dla grafu G przez a(G) oznaczamy liczbe wierzchotkow w najwiekszym zbiorze
niezaleznym w G, za$ przez w(G) liczbe wierzchotkow w najwiekszej klice w G. Zdefiniujmy funkcje

F(n) = {G:“I/I(lér)l‘:n}(Oé(G) -w(@)).

Pokaz, ze F' jest niemalejaca i nieograniczona (czyli nie istnieje stala k taka, ze dla kazdego n zachodzi

Rozwigzanie. Najpierw pokazemy, ze F' jest niemalejaca, czyli dla kazdego n > 1 zachodzi F(n + 1) > F(n).
Rozwazmy graf H o n+1 wierzchotach, realizujacy F'(n+1), czyli taki, dla ktorego a(H)-w(H ) jest minimalne.
Niech H' bedzie grafem otrzymanym z H przez usuniecie jednego wierzchotka, czyli H' ma n wierzchotkow.
Oczywiscie a(H) > a(H') i w(H) > w(H'). Zatem

F(n) = . |I‘}1(iGn)| ((G) - w(@)) L a(H') - w(H') < a(H) - w(H) = F(n+1).

Przypusémy teraz, ze funkcja F' jest ograniczona, czyli istnieje taka stata k, ze dla kazdego n mamy
F(n) < k. Przypomnijmy, Ze z twierdzenia Ramseya wynika, ze kazdy graf o 4**! wierzcholtkach zawiera
zbiér niezalezny lub klike o k + 1 wierzchotkach. Zatem otrzymujemy, ze F(45t1) > k + 1, poniewaz dla
kazdego grafu G mamy «(G) > 11 w(G) > 1. Oznacza to, ze funkcja F' nie jest ograniczona przez zadna
stalg. ([l
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4. (10p.) Dla dwoch liczb naturalnych n i k, spetniajacych 1 < k < n/2, graf G, tworzymy nast¢pujaco:
V(Gnr) =1{0,1,2,...,n— 1} i wv € E(G, ) wtedy i tylko wtedy gdy v # w i v = w (mod k). Zbadaj, dla
jakich n i k kazda spojna sktadowa grafu G, jest eulerowska (tj. ma obwod Eulera).

Rozwigzanie. Przeanalizujmy najpierw strukture grafu G, ;. Poniewaz relacja definiujaca istnienie krawedzi
jest relacja réwnowaznodci, zauwazmy, ze kazda spojna skltadowa grafu G, jest grafem pelnym. Co wiecej,
poniewaz n > 2k, otrzymujemy, ze kazda spojna sktadowa ma co najmniej dwa wierzchotki.

Na podstawie twierdzenia Eulera wiemy, ze spojny graf jest Eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
jego wierzchotek ma stopien parzysty. W grafie pelnym o p wierzchotkach stopien kazdego wierzchotka wynosi
p—1, zatem kazda spdjna sktadowa grafu G, i, jest eulerowska wtedy i tylko wtedy, gdy kazda spdjna sktadowa
ma nieparzysta liczbe wierzchotkdw.

Jakie sg rozmiary spojnych sktadowych grafu G, ;? Pewna liczba spojnych sktadowych ma rozmiar [7],
a pozostale maja rozmiar |7 |. Zauwazmy, ze jesli te liczby sa rézne, to ich réznica wynosi 1, zatem nie moga
by¢ naraz nieparzyste. Czyli warunkiem koniecznym, aby kazda spojna sktadowa G, byla eulerowska, jest
podzielnos¢ n przez k. Wtedy rozmiar kazdej spojnej sktadowej wynosi . Podsumowujac, graf G, spelnia
warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy n jest podzielne przez k i n/k jest nieparzyste. 0
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5. (10p.) Niech G bedzie grafem o m krawedziach i niech k& € N. Pokaz, ze jesli k < {ﬁ—‘, to G zawiera

podgraf G', taki ze |E(G")| = k oraz dla kazdego v € V(G’) stopiei v w G’ jest nieparzysty.

Rozwigzanie. Niech k' = {mw . Zauwazmy, ze wystarczy znalezé¢ w grafie G skojarzenie M, ktore zawiera

k" krawedzi:
e krawedzie M indukuja podgraf, w ktorym stopienn kazdego wierzchotka jest nieparzysty, a ponadto

e dla kazdego k < k' dowolne k krawedzi z M indukuje podgraf, w ktérym stopienn kazdego wierzchotka
jest nieparzysty.

W ten sposéb pokazemy, ze taki podgraf istnieje dla kazdego k < [WW

Z twierdzenia Vizinga wiemy, ze x'(G) < A(G) + 1. Wezmy zatem poprawne krawedziowe kolorowanie
grafu G na A(G) + 1 kolorow. Wiemy, ze zbior krawedzi w jednym kolorze jest skojarzeniem.

Pozostaje pokazaé, ze co najmniej k' krawedzi jest w jednym kolorze. Skoro jednak musimy pokolorowaé
m krawedzi, a do dyspozycji mamy A(G) + 1 koloréw, z zasady szufladkowej wiemy, Ze musi istnie¢ kolor, na

ktory pokolorowano 1—‘ = k’ krawedzi. O
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