MD2, ISI. E3. 13.09.2021. Imie i NazwisKo. ...ttt ittt ittt iiiiiiennnenenes

1. (10p.) Niech n > p > 2. Niech G bedzie grafem o n wierzcholtkach takim, ze dla kazdego ciagu p jego
wierzchotkow (vy,...,uv,) istnieje cykl, ktory odwiedza wszystkie te wierzchotki w kolejnosci vy, ..., v, (ale
niekoniecznie bezposrednio jeden po drugim). Pokaz, ze G jest (p — 1)-spojny.

Rozwigzanie. Zalézmy nie wprost, ze G nie jest (p — 1)-spojny, czyli istnieje X C V(G) taki, ze G — X
niespojny oraz | X| < p — 2. Niech z,y beda wierzchotkami z réznych sktadowych grafu G — X. Ustalmy p
roznych wierzchotkow vy, ..., v, w taki sposob, ze vy = x, v, =y oraz X C {vy,...,v,_1} — takie wierzchotki
istnieja z faktu, ze |X| < p — 2 oraz n > p. Z zalozen zadania wiemy, ze istnieje cykl C, ktory zawiera
kolejno wierzcholtki vy,...,v,. Zatem na cyklu C istnieje x-y-Sciezka P, ktora nie zawiera wierzchotkow z
{va, ..., vp_1}. W szczegolnosci, P nie zawiera wierzchotkow z X. Ale z i y byly w réznych sktadowych grafu
G — X, sprzecznosc. O
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2. (10p.) Niech G bedzie spojnym dwudzielnym grafem planarnym o klasach dwudzielnosci A i B. Zalozmy,
ze dla kazdego v € B zachodzi deg(v) > 3. Wykaz, ze |B| < 2|A|.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez n i m, odpowiednio, liczbe wierzchotkéw i krawedzi G. Zauwazmy, ze jesli
B = (), wowczas teza w trywialny sposob zachodzi. Skoro tak, mozemy zaltozy¢, ze |B| > 1. Z tego, i z faktu,
ze dla kazdego v € B mamy deg(v) > 3, wynika, ze n > 4.

Najpierw pokazemy, ze m < 2n. Rozwazmy dwa przypadki: G jest drzewem albo zawiera cykl. Jesli G
jest drzewem, wowczas zachodzi m =n —1,an —1 < 2n, gdy n > 4. Jesli G zawiera cykl, oznaczmy przez

k talie grafu G (czyli dlugosé najkrotszego cyklu). Zauwazmy, ze k > 4, poniewaz jesli istniatby w G cykl o
k(n—2)
k—

trzech wierzchotkach, G' nie bytby dwudzielny. PokazaliSmy na ¢wiczeniach, ze m < , jesli wiec k > 4,
otrzymujemy m < 2(n — 2) = 2n — 4 < 2n.
7 drugiej strony, poniewaz G jest dwudzielny oraz dla kazdego v € B zachodzi deg(v) > 3, dostajemy, ze

m > 3|B|. Razem dostajemy 3|B| < m < 2n = 2(|A| + |B]) czyli |B| < 2|A|, co nalezato pokazadé. O
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3. (10p.) Niech G = (V, A) bedzie grafem skierowanym i niech X, Y C V beda roztacznymi zbiorami. Niech
p bedzie rozmiarem najwickszego zbioru P krawedziowo roztacznych $ciezek skierowanych, z ktoérych kazda
ma poczatek w X i koniec w Y. Niech ¢ bedzie rozmiarem najmniejszego zbioru () C A, dla ktorego w G — Q)
nie ma zadnej skierowanej $ciezki z X do Y.

Pokaz, ze p = q.

Rozwigzanie. Zdefiniujmy sie¢ N w nastepujacy sposob. Dodajemy do grafu G dwa nowe wierzchotki s i ¢.
Do zbioru krawedzi dodajemy nastepujacy zbior:

Al ={sx|ze X}U{yt|yeY}

Przepustowosci wszystkich krawedzi z A wynosza 1, przepustowosci krawedzi z A’ wynosza oo, wierzcholek s
jest zrodlem, zas t jest ujéciem.

Zauwazmy, ze kazdy przeptyw f z s do t w N jednoznacznie odpowiada pewnemu zbiorowi val(f) krawedziowo
roztacznych X-Y-éciezek w G; wynika to z tego, ze przepustowosci krawedzi z A wynosza 1. Zatem wartosé
najwickszego przeptywu w N wynosi p.

Z drugiej strony zbior ) z zadania jest przekrojem w sieci N i jego przepustowo$¢ wynosi ¢. Jest to
najmniejszy przekroj w sieci — przekroje zawierajace krawedzie z A’ maja nieskonczona przepustowosé, a
sposrod takich, ktore uzywaja tylko krawedzi z A, zbior () zostal wybrany jako najmniejszy.

Zatem z twierdzenia Forda-Fulkersona otrzymujemy, ze p = q. U

Uwaga: Jesli razi nas nieskoriczona przepustowosé, zamiast wartosci oo mozna bezpiecznie uzy¢ odpowiednio
duzej skonczonej wartosci, na przyktad |A|. Mozna tez te przepustowosci ograniczy¢ bardziej precyzyjnie,
tylko po co?
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4. (10p.) Graf nazwiemy jednoznacznie k-kolorowalnym krawedziowo, jesli jego indeks chromatyczny rowna
sie k oraz kazde jego poprawne k-kolorowanie krawedziowe indukuje ten sam podzial zbioru krawedzi (zbiory
krawedzi w tym samym kolorze).

Udowodnij, ze jesli G jest 3-regularnym grafem jednoznacznie 3-kolorowalnym krawedziowo, to G jest
hamiltonowski.

Rozwigzanie. Przypu$émy nie wprost, ze G nie ma cyklu Hamiltona. Rozwazmy poprawne 3-kolorowanie
krawedziowe ¢ grafu (G. Poniewaz kazdy wierzchotek grafu ma stopien 3, to przy kazdym wierzchotku wys-
tepuje kazdy kolor. Krawedzie w ustalonym kolorze sg zatem skojarzeniem doskonalym w G. Niech A bedzie
zbiorem krawedzi w kolorze 1. Graf G — A jest zatem 2-regularny, czyli kazda jego sktadowa jest cyklem.
Gdyby G — A mial tylko jedna sktadowa, to bytaby ona cyklem Hamiltona w G, ktory — jak zatozyliémy —
nie istnieje, a zatem G — A ma co najmniej dwie sktadowe; niech H bedzie jedng z nich. Zdefiniujmy funkcje
d : E(G) — [3] nastepujacym wzorem

cle), jeslied¢ E(H),
d(e) =142, jesli e € E(H) oraz c(e) = 3,
3, jesli e € E(H) oraz c(e) = 2.
Krotko mowiac zamieniamy tylko kolory na krawedziach z cyklu H. Zauwazmy, ze ¢ jest poprawnym 3-

kolorowaniem krawedziowym grafu GG, ktore indukuje inny podzial zbioru krawedzi niz kolorowanie ¢, co daje
sprzecznosc. [l
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5. (10p.) Niech G = (V, F) bedzie grafem k-krytycznym. Pokaz, ze dla kazdego wierzchotka v € V istnieje
takie poprawne k-kolorowanie ¢ grafu G, dla ktorego kolor k£ wystepuje jedynie na wierzchotku v oraz

{c(u) :u € Ng(v)} ={1,...,k—1}.

Rozwigzanie. Niech v bedzie dowolnym wierzchotkiem grafu (G. Poniewaz G jest k-krytyczny, to istnieje
poprawne (k—1)-kolorowanie b grafu G —v. Gdyby ktorys z tych (k—1) koloréw, powiedzmy i, nie wystepowat
na wierzchotkach ze zbioru Ng(v), to rozszerzajac kolorowanie b na graf G poprzez przypisanie wierzchotkowi
v koloru i otrzymaliby$my poprawne (k — 1)-kolorowanie grafu GG, co by¢ nie moze, jako ze G jest k-krytyczny.
Wynika stad, ze po rozszerzeniu kolorowania b na graf G poprzez przypisanie wierzchotkowi v nowego koloru
k otrzymujemy kolorowanie spetniajace oba zadane warunki. 0



