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1. (10p.) Niech n ⩾ p ⩾ 2. Niech G b¦dzie grafem o n wierzchoªkach takim, »e dla ka»dego ci¡gu p jego
wierzchoªków (v1, . . . , vp) istnieje cykl, który odwiedza wszystkie te wierzchoªki w kolejno±ci v1, . . . , vp (ale
niekoniecznie bezpo±rednio jeden po drugim). Poka», »e G jest (p− 1)-spójny.

Rozwi¡zanie. Zaªó»my nie wprost, »e G nie jest (p − 1)-spójny, czyli istnieje X ⊆ V (G) taki, »e G − X
niespójny oraz |X| ⩽ p − 2. Niech x, y b¦d¡ wierzchoªkami z ró»nych skªadowych grafu G − X. Ustalmy p
ró»nych wierzchoªków v1, . . . , vp w taki sposób, »e v1 = x, vp = y oraz X ⊆ {v2, . . . , vp−1} � takie wierzchoªki
istniej¡ z faktu, »e |X| ⩽ p − 2 oraz n ⩾ p. Z zaªo»e« zadania wiemy, »e istnieje cykl C, który zawiera
kolejno wierzchoªki v1, . . . , vp. Zatem na cyklu C istnieje x-y-±cie»ka P , która nie zawiera wierzchoªków z
{v2, . . . , vp−1}. W szczególno±ci, P nie zawiera wierzchoªków z X. Ale x i y byªy w ró»nych skªadowych grafu
G−X, sprzeczno±¢. □
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2. (10p.) Niech G b¦dzie spójnym dwudzielnym grafem planarnym o klasach dwudzielno±ci A i B. Zaªó»my,
»e dla ka»dego v ∈ B zachodzi deg(v) ⩾ 3. Wyka», »e |B| < 2|A|.

Rozwi¡zanie. Oznaczmy przez n i m, odpowiednio, liczb¦ wierzchoªków i kraw¦dzi G. Zauwa»my, »e je±li
B = ∅, wówczas teza w trywialny sposób zachodzi. Skoro tak, mo»emy zaªo»y¢, »e |B| ⩾ 1. Z tego, i z faktu,
»e dla ka»dego v ∈ B mamy deg(v) ⩾ 3, wynika, »e n ⩾ 4.

Najpierw poka»emy, »e m < 2n. Rozwa»my dwa przypadki: G jest drzewem albo zawiera cykl. Je±li G
jest drzewem, wówczas zachodzi m = n− 1, a n− 1 < 2n, gdy n ⩾ 4. Je±li G zawiera cykl, oznaczmy przez
k tali¦ grafu G (czyli dªugo±¢ najkrótszego cyklu). Zauwa»my, »e k ⩾ 4, poniewa» je±li istniaªby w G cykl o

trzech wierzchoªkach, G nie byªby dwudzielny. Pokazali±my na ¢wiczeniach, »e m ⩽ k(n−2)
k−2

, je±li wi¦c k ⩾ 4,
otrzymujemy m ⩽ 2(n− 2) = 2n− 4 < 2n.

Z drugiej strony, poniewa» G jest dwudzielny oraz dla ka»dego v ∈ B zachodzi deg(v) ⩾ 3, dostajemy, »e
m ⩾ 3|B|. Razem dostajemy 3|B| ⩽ m < 2n = 2(|A|+ |B|) czyli |B| < 2|A|, co nale»aªo pokaza¢. □
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3. (10p.) Niech G = (V,A) b¦dzie grafem skierowanym i niech X, Y ⊆ V b¦d¡ rozª¡cznymi zbiorami. Niech
p b¦dzie rozmiarem najwi¦kszego zbioru P kraw¦dziowo rozª¡cznych ±cie»ek skierowanych, z których ka»da
ma pocz¡tek w X i koniec w Y . Niech q b¦dzie rozmiarem najmniejszego zbioru Q ⊆ A, dla którego w G−Q
nie ma »adnej skierowanej ±cie»ki z X do Y .
Poka», »e p = q.

Rozwi¡zanie. Zde�niujmy sie¢ N w nast¦puj¡cy sposób. Dodajemy do grafu G dwa nowe wierzchoªki s i t.
Do zbioru kraw¦dzi dodajemy nast¦puj¡cy zbiór:

A′ := {sx | x ∈ X} ∪ {yt | y ∈ Y }.

Przepustowo±ci wszystkich kraw¦dzi z A wynosz¡ 1, przepustowo±ci kraw¦dzi z A′ wynosz¡ ∞, wierzchoªek s
jest ¹ródªem, za± t jest uj±ciem.

Zauwa»my, »e ka»dy przepªyw f z s do t wN jednoznacznie odpowiada pewnemu zbiorowi val(f) kraw¦dziowo
rozª¡cznych X-Y -±cie»ek w G; wynika to z tego, »e przepustowo±ci kraw¦dzi z A wynosz¡ 1. Zatem warto±¢
najwi¦kszego przepªywu w N wynosi p.

Z drugiej strony zbiór Q z zadania jest przekrojem w sieci N i jego przepustowo±¢ wynosi q. Jest to
najmniejszy przekrój w sieci � przekroje zawieraj¡ce kraw¦dzie z A′ maj¡ niesko«czon¡ przepustowo±¢, a
spo±ród takich, które u»ywaj¡ tylko kraw¦dzi z A, zbiór Q zostaª wybrany jako najmniejszy.

Zatem z twierdzenia Forda-Fulkersona otrzymujemy, »e p = q. □

Uwaga: Je±li razi nas niesko«czona przepustowo±¢, zamiast warto±ci ∞ mo»na bezpiecznie u»y¢ odpowiednio
du»ej sko«czonej warto±ci, na przykªad |A|. Mo»na te» te przepustowo±ci ograniczy¢ bardziej precyzyjnie,
tylko po co?
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4. (10p.) Graf nazwiemy jednoznacznie k-kolorowalnym kraw¦dziowo, je±li jego indeks chromatyczny równa
si¦ k oraz ka»de jego poprawne k-kolorowanie kraw¦dziowe indukuje ten sam podziaª zbioru kraw¦dzi (zbiory
kraw¦dzi w tym samym kolorze).

Udowodnij, »e je±li G jest 3-regularnym grafem jednoznacznie 3-kolorowalnym kraw¦dziowo, to G jest
hamiltonowski.

Rozwi¡zanie. Przypu±¢my nie wprost, »e G nie ma cyklu Hamiltona. Rozwa»my poprawne 3-kolorowanie
kraw¦dziowe c grafu G. Poniewa» ka»dy wierzchoªek grafu ma stopie« 3, to przy ka»dym wierzchoªku wys-
t¦puje ka»dy kolor. Kraw¦dzie w ustalonym kolorze s¡ zatem skojarzeniem doskonaªym w G. Niech A b¦dzie
zbiorem kraw¦dzi w kolorze 1. Graf G − A jest zatem 2-regularny, czyli ka»da jego skªadowa jest cyklem.
Gdyby G − A miaª tylko jedn¡ skªadow¡, to byªaby ona cyklem Hamiltona w G, który � jak zaªo»yli±my �
nie istnieje, a zatem G−A ma co najmniej dwie skªadowe; niech H b¦dzie jedn¡ z nich. Zde�niujmy funkcj¦
c′ : E(G) → [3] nast¦puj¡cym wzorem

c′(e) :=


c(e), je±li e /∈ E(H),

2, je±li e ∈ E(H) oraz c(e) = 3,

3, je±li e ∈ E(H) oraz c(e) = 2.

Krótko mówi¡c zamieniamy tylko kolory na kraw¦dziach z cyklu H. Zauwa»my, »e c′ jest poprawnym 3-
kolorowaniem kraw¦dziowym grafu G, które indukuje inny podziaª zbioru kraw¦dzi ni» kolorowanie c, co daje
sprzeczno±¢. □
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5. (10p.) Niech G = (V,E) b¦dzie grafem k-krytycznym. Poka», »e dla ka»dego wierzchoªka v ∈ V istnieje
takie poprawne k-kolorowanie c grafu G, dla którego kolor k wyst¦puje jedynie na wierzchoªku v oraz

{c(u) : u ∈ NG(v)} = {1, . . . , k − 1}.

Rozwi¡zanie. Niech v b¦dzie dowolnym wierzchoªkiem grafu G. Poniewa» G jest k-krytyczny, to istnieje
poprawne (k−1)-kolorowanie b grafu G−v. Gdyby który± z tych (k−1) kolorów, powiedzmy i, nie wyst¦powaª
na wierzchoªkach ze zbioru NG(v), to rozszerzaj¡c kolorowanie b na graf G poprzez przypisanie wierzchoªkowi
v koloru i otrzymaliby±my poprawne (k−1)-kolorowanie grafu G, co by¢ nie mo»e, jako »e G jest k-krytyczny.
Wynika st¡d, »e po rozszerzeniu kolorowania b na graf G poprzez przypisanie wierzchoªkowi v nowego koloru
k otrzymujemy kolorowanie speªniaj¡ce oba zadane warunki. □


