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1. (10p.) Niech k& > 1 i niech G; oraz G5 beda k-spojnymi grafami, takimi ze |V (Gy)|,|V(Gs)| > k+ 11
[V(G1) NV (Gy)| = k. Pokaz, ze G = (V(G1) UV (G,), E(G1) U E(G3)) rowniez jest k-spojny.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze kazdy graf G, Gi,G2 ma co najmniej k + 1 wierzchotkéw, zatem nie musimy
sprawdzaé szczegdlnego przypadku grafow pelnych. Oznaczmy U = V(G1)NV (G2). Niech S bedzie dowolnym
podzbiorem V(G), takim ze |S| = k — 1. Wystarczy pokazac, ze G — S jest spojny, czyli pomiedzy kazda para
wierzchotkow istnieje $ciezka.

Zauwazmy, ze dla dwoch wierzchotkow x,y € V(G1) (analogicznie gdy x,y € V(G,)) zawsze istnieje x-y
Sciezka w V(G) — S. Istotnie, poniewaz G jest k-spojny, po usunieciu |V (G1) N S| < k — 1 wierzchotkow z
(G, wciaz istnieje z-y $ciezka w Gy — S. Ta $ciezka jest réwniez x-y Sciezka w G — S.

Zatozmy w takim razie, ze x € V(G1) iy € V(G2). Poniewaz |S| < k, zbior U \ S jest niepusty, niech
w € U\ S. PokazaliSmy powyzej, ze istnieja, odpowiednio, z-w oraz w-y Sciezki P i @ w G (poniewaz
z,w € V(Gy) iw,y € V(G3)). Z polaczenia tych $ciezek powstaje z-y spacer w GG, co oznacza, ze istnieje -y
Sciezka w G. 0
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2. (10p.) Pokaz, ze w kazdym kolorowaniu krawedzi Kg, na czerwono i niebiesko istnieje n wierzchotkowo
roztacznych monochromatycznych trojkatow, ktorych wszystkie 3n krawedzi ma ten sam kolor.

Rozwigzanie. Indukcja po n. Przypadek n = 1 wynika z faktu, ze R(3) = 6 (czyli w kazdym kolorowaniu Kjg
znajdziemy czerwony lub niebieski trojkat). Zalozmy zatem, ze n > 2 i ze twierdzenie zachodzi dla n — 1.
Rozwazmy pewne dwukolorowanie krawedzi grafu G' = Kg,.

Niech zbior U sktada sie z dowolnych szesciu wierzchotkow grafu G. Graf G — U jest klika o 6(n — 1)
wierzchotkach, wiec z zatozenia indukcyjnego istnieje w nim n — 1 wierzchotkowo roztacznych monochromaty-
cznych trojkatow. Bez utraty ogolnosci zalozmy, ze trojkaty sa w kolorze czerwonym, i niech z, y, z beda
wierzchotkami jednego z nich.

Graf G[U] jest klika o szesciu wierzchotkach. Skoro R(3) = 6, w G[U] istnieje monochromatyczny trojkat
wvw (wierzchotkowo rozlaczny z tymi z G — U). Jesli uvw jest czerwony, to znalezliSmy n czerwonych
wierzchotkowo roztacznych trojkatéow w G, co koriczy dowod. Zatézmy wiec, ze uvw jest niebieski. Zauwazmy
jednak rowniez, ze G' = G —{z,y, z,u,v,w} jest takze klika o 6(n — 1) wierzchotkach, wiec na mocy zalozenia
indukcyjnego, w G’ rowniez istnieje n — 1 wierzchotkowo roztacznych monochromatycznych trojkatow. Jesli
sg czerwone, tworzg szukany zbiér n trojkatow razem z trojkatem xyz, w przeciwnym razie razem z trojkatem
uvw tworza niebieski zbior n trojkatow. 0
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3. (10p.) Wykaz, ze graf G = (V| F) jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy jest acykliczny, ale dla kazdych
dwoch wierzchotkéw u, v € V takich, ze u # v oraz uv ¢ E graf G 4+ uv := (V, E U {uv}) zawiera doktadnie
jeden cykl.

Rozwigzanie. Najpierw zalézmy, ze graf G jest drzewem. Wtedy, wprost z definicji drzewa, G jest grafem
acyklicznym. Niech v i v beda dowolnymi réznymi i niesgsiadujacymi wierzchotkami grafu G. Kazdy cykl w
grafie G + uv zawiera krawedz uv, a wiec cykli w tym grafie bedzie dokladnie tyle, ile jest uv-$ciezek w G.
Poniewaz G jest drzewem, to kazde dwa jego wierzchotki sa potaczone doktadnie jedna $ciezka.

Przyjmijmy teraz, ze G jest acykliczny, ale dotozenie do niego jakiejkolwiek krawedzi powoduje powstanie
doktadnie jednego cyklu. Chcemy wykazaé, ze G jest drzewem, a wiec wystarczy, ze wykazemy, iz jest on
grafem spojnym. Przypu$émy przeciwnie i niech u i v bedg wierzchotkami lezacymi w réznych sktadowych
grafu G. Wtedy u # v oraz uv ¢ F, ale dotozenie krawedzi uv do grafu G nie powoduje powstania zadnego
cyklu, sprzecznosé. [l
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4. (10p.) Niech n > 3 bedzie liczbg naturalna. Przez G,, oznaczmy graf, ktorego wierzchotkami sa wszystkie
dwuelementowe podzbiory zbioru [n], a dwa rézne A, B € V(G,,) sa potaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy,
gdy AN B # (. Sprawdz, dla jakich n graf G,, jest eulerowski.

Rozwigzanie. Sprawdzimy najpierw, jakie stopnie maja wierzchotki grafu G,,. Rozwazmy dowolny zbioér
A ={aj, a2} € V(G,). Sasiadow A w G,, mozemy podzieli¢ na dwa typy: (1) zbiory postaci {a;,z}, gdzie
xr ¢ A, (2) zbiory postaci {as,y}, gdzie y ¢ A. Zauwazmy, ze w kazdym z typow jest n — 2 zbioréw oraz zaden
zbior nie jest jednoczesnie typu (1) i (2). Zatem stopien dowolnego wierzchotka w G,, jest rowny 2n — 4, czyli
parzysty dla kazdego n.

Pozostaje sprawdzi¢ spojnosé. Wezmy dowolne A, B € V(G,,) i sprawdZzmy, czy istnieje miedzy nimi
Sciezka w G,,. Jesli AN B # 0, to juz. Zalézmy wiec, ze A = {aj,as} 1 B = {b1, by} sa roztaczne. Rozwazmy
zbior C' = {ay,b1}. Poniewaz A i B byty roztaczne, to C jest dwuelementowy, wiec C' € V(G,,). Ponadto,
ANC #0iBNC #0, wiec A, C, B jest $ciezka od A do B w G,,.

Pokazalismy, ze dla kazdego n > 3 stopnie w G,, sa parzyste oraz GG, spojny, zatem na mocy twierdzenia
Eulera graf G,, jest eulerowski dla wszystkich n > 3. U
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5. (10p.) Totalnym k-kolorowaniem grafu G nazywamy funkcje f : V(G) U E(G) — [k], ktora spelnia
warunki:

o dla kazdej krawedzi uv € E(G) mamy f(u) # f(v) (czyli flv(e) jest poprawnym kolorowaniem wierz-
chotkowym),

e dlakazdej pary krawedzi uv, uw € E(G) mamy f(uv) # f(uw) (czyli f|g) jest poprawnym kolorowaniem
krawedziowym),

e dla kazdej krawedzi uv mamy f(u) # f(uv).

Pokaz, ze jesli G jest drzewem o najwiekszym stopniu co najwyzej A > 2, to G ma totalne (A+1)-kolorowanie.

Rozwigzanie. Indukcja po liczbie wierzchotkow grafu G. Jedli G ma jeden wierzchotek, twierdzenie jest
oczywiscie prawdziwe. Zalozmy zatem, ze |V (G)| > 2 i twierdzenie dziata dla wszystkich drzew o co najwyzej
|V (G)| — 1 wierzchotkach. Niech v bedzie lisciem drzewa G, a u jego sasiadem. Rozwazmy drzewo G — v.
Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje dla niego totalne (A + 1)-kolorowanie f. Bedziemy chcieli wybraé
odpowiednie kolory dla wierzchotka v i krawedzi uv, zeby rozszerzy¢ f na totalne (A + 1)-kolorowanie grafu
G.

Jakie kolory sa zablokowane dla krawedzi uv? Sa to wszystkie kolory wystepujace na krawedziach incy-
dentnych z u (w G —v) oraz kolor samego wierzchotka u. W sumie zablokowanych kolorow jest deg,_, u+1 =
deg.u < A. Poniewaz liczba wszystkich kolorow wynosi A + 1, istnieje wolny kolor dla krawedzi uv. Przyp-
iszmy jej go.

Teraz przeanalizujmy potencjalny kolor dla wierzchotka v. Zablokowane sa dwa kolory: kolor wierzchotka
u 1 kolor krawedzi uv. Poniewaz A > 2, w sumie mamy co najmniej trzy dostepne kolory, wiec istnieje wolny

kolor dla v. Latwo sprawdzi¢, ze uzyskane w ten sposob kolorowanie jest totalnym (A + 1)-kolorowaniem
grafu G. 0



