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1. (10p.) Niech ¢ bedzie poprawnym kolorowaniem grafu G na k = x(G) kolorow, a Ci,.. ., Cy zbiorami
wierzchotkéw w odpowiednich kolorach. Niech S bedzie najwiekszym zbiorem niezaleznym w G. Pokaz, ze
istnieje ¢ € [k], dla ktorego |S N Cy| > |Ci|/k.

Rozwigzanie. Przypusémy przeciwnie, tj. dla kazdego i € [k] mamy |S N C;| < |C;|/k. Wowczas |S| =
SELSNC] < S Gil/E = [V(G)|/k. Ale wtedy, poniewaz kazdy zbior C; jest niezalezny, a S jest
najwickszym zbiorem niezaleznym, otrzymujemy |V (G)| = S5, |G| < 325, [S] < k- |[V(G)|/k = [V(G)],
sprzecznosc. O
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2. (10p.) Dla grafu G przez G* oznaczmy graf powstaly z G poprzez podpodzielenie kazdej krawedzi G
doktadnie raz. Pokaz, ze G* jest hamiltonowski wtedy i tylko wtedy, gdy G jest cyklem.

Rozwigzanie. Dla krawedzi uwv w grafie G, przez x,, oznaczmy wierzcholek w G*®, ktory powstal przy
popdpodziale krawedzi uv.

(<) Zalézmy najpierw, ze G jest cyklem i niech vy, ..., v, beda wierzchotkami G takimi, ze v;v;41 € E(G)
dla i € [n — 1] oraz vv, € F(G). Cykl Hamiltona w G* tworza kolejno wierzchotki:

V15 Lygvgs V25 Logugy U3y« o+ 3 Un—15 Loy _qvns Uny Loyuy -

(=) Zalozmy teraz, ze G* jest hamiltonowski. W szczegdlnosci G* jest spojny, wiec G takze musi by¢
spojny. Zalézmy nie wprost, ze G nie jest cyklem. Wtedy G zawiera wierzcholek v taki, ze degov # 2.
Poniewaz G spojny, to degov > 1. Jedli deg, v = 1, to w G* stopien v réwniez jest rowny 1 i G* nie moze by¢
hamiltonowski. Czyli musi zachodzi¢ deg. v > 3. Niech u,w, z beda sasiadami v w G i niech C' bedzie cyklem
Hamiltona w G*. Wierzchotek v ma na C' doktadnie dwoch sasiadéw, wiec co najmniej jeden z wierzchotkow
ZTous Tow, Tz, Nie jest sasiadem v na C, bez straty ogélnosci niech to bedzie z,,,. Z drugiej strony, x,, ma w G*
doktadnie dwoch sasiadéw — u i v — wiec oba wierzchotki u, v powinny by¢ sasiadami x,, na C' — sprzecznosc,
co konczy dowdd. 0]



MD2, Informatyka. E3. 09.09.2024. Imie i nazwisko .......cooiiiiiiiii it it

3. (10p.) Niech G bedzie grafem, e € E(G) bedzie mostem w G i niech A, B beda skladowymi grafu G — e.
Pokaz, ze jesli x'(G) = A(G) + 1, to X' (A) = A(G) + 1 lub }/(B) = A(G) + 1.

Rozwigzanie. Zatozmy nie wprost, ze x'(A) # A(G)+1 oraz x'(B) # A(G)+ 1. Poniewaz A, B sa podgrafami
G, to X'(A), X' (B) < X(G) = A(G) + 1. Zatem x'(A) < A(G) oraz X'(B) < A(G).

Niech u € V(A), v € V(B) beda takie, ze e = uv. Zauwazmy, ze deg,u = degou — 1 < A(G) — 1 oraz
degpv = degyv — 1 < A(G) — 1. Bez straty ogolnosci zatézmy, ze deg, u > deggv. Ustalmy krawedziowe
A(G)-kolorowanie ¢; grafu A oraz krawedziowe A(G)-kolorowanie ¢y grafu B — oba istnieja, bo x'(A) < A(G)
oraz X'(B) < A(G). W kolorowaniu ¢; wierzchotek u jest incydentny z deg 4 u kolorami, a w kolorowaniu ¢y
wierzchotek v jest incydentny z degz v < deg 4 u kolorami — mozemy zatozy¢, ze kazdy z koloréw incydentnych
z v jest takze incydentny z u, bo w przeciwnym razie mozemy odpowiednio pozmieniaé¢ etykiety kolorow w
kolorowaniu c,.

Mozemy wiec zdefiniowaé krawedziowe A(G)-kolorowanie ¢ grafu G nastepujaco: krawedzie w A koloru-
jemy zgodnie z ¢y, krawedzie w B kolorujemy zgodnie z cs, a krawedZ uv kolorujemy kolorem, ktory nie jest
incydentny z zadnym z u, v — przypomnijmy, ze w sumie u, v widza co najwyzej A(G) — 1 koloréw, wiec bedzie
kolor wolny dla uv. Sprzecznos¢ z faktem, ze x'(G) = A(G) + 1, co koriczy dowod. O
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4. (10p.) Niech G, H beda grafami spojnymi, kazdy o nieparzystej liczbie wierzchotkéw. Pokaz, ze jesli GO H
jest eulerowski, to G i H tez sa eulerowskie.
Przypomnijmy, ze dla graféw G i H, ich iloczyn kartezjanski GLIH jest zdefinowany nastepujaco:

V(GOH) =V(G) x V(H),
E(GOH) = {(v1,w1)(va, w2) | (v1ve € E(G) Awy = wa) V (v1 = va ANwywe € E(H)}.

Rozwigzanie. Zalézmy nie wprost, ze co najmniej jeden z graféw, bez straty ogélnoséci GG, nie jest eulerowski.
Poniewaz, GG jest spojny, to na mocy twierdzenia Eulera w G istnieje wierzchotek u o stopniu nieparzystym.

Przypomnijmy, ze z lematu o usciskach dloni, suma stopni wierzchotkéw w grafie jest parzysta. Zatem w
grafie H, ktéry ma nieparzystg liczbe wierzchotkéw, musi istnie¢ co najmniej jeden wierzchotek v o stopniu
parzystym.

Rozwazmy wierzcholek (u,v) w grafie GOH. Stopien tego wierzchotka wynosi degqqy (u,v) = degg u +
degy v, co jako suma liczby nieparzystej i parzystej jest liczba nieparzysta. Czyli graf eulerowski GUJH ma
wierzchotek nieparzystego stopnia — sprzecznos¢ na mocy twierdzenia Eulera. 0
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5. (10p.) Wykaz, ze nie istnieje graf ptaski taki, ze wszystkie jego regiony sa szesciokatami (tzn. krawedzie
na ich brzegu tworza cykl Cj) i kazde dwa sasiadujace regiony maja doktadnie jedna wspolna krawedz.

Rozwigzanie. Przypusémy przeciwnie i niech GG bedzie takim grafem. Rozwazmy jego graf dualny G*; oczy-
wiscie jest on planarny. Poniewaz kazdy region G jest ograniczony cyklem, G* nie ma petli. Poniewaz kazde
dwa sasiadujace regiony maja dokladnie jedng wspoélna krawedz, G* nie ma wielokrotnych krawedzi. Jest
zatem grafem prostym.

Skoro kazdy region w G jest ograniczony przez szes¢ krawedzi, stopien kazdego wierzchotka w G* wynosi
6. Jest to sprzeczne z wlasnoscia, ze kazdy prosty graf planarny ma wierzchotek stopnia co najwyzej 5. [



MD2, Informatyka. E3. 09.09.2024. Imie i nazwisko .......cooiiiiiiiii it it

Definicje, twierdzenia, wzory.

G jest grafem o zbiorze wierzchotkéw V' i zbiorze krawedzi E. Oznaczamy
n := |V| im := |E|. Dla X C V przez G[X] oznaczamy podgraf G
indukowany przez zbior X, czyli (X,{e€ E | e C X}).

Spo6jnosé.
Def. Graf jest spojny, jesli dla dowolnych dwoch wierzchotkéw w, v ist-
nieje u-v-$ciezka. Graf jest k-spojny, jesli |G| > k i dla kazdego V' C V,
V'] < k graf G — V' jest spojny. Graf jest k-spojny krawedziowo, jesli
|[E| > 01 dla kazdego X C E, | X| < k graf G — X jest spojny.
Def. Sp6jnosé wierzcholtkowa, ozn. k(G) — najwieksze k, dla ktérego
graf jest k-spojny.
Def. Spéjnosé krawedziowa, ozn. ’(G) — najwigksze k, dla ktérego
graf jest krawedziowo k-sp6jny.
Nieré6wnosé Whitneya. «(G) < £/(G) < §(G).
Tw. Mengera 1. Dla dowolnych A, B C V, niech k bedzie rozmiarem
najmniejszego A-B-separatora. W G istnieje k rozltacznych A — B $ciezek.
Tw. Mengera 2. Graf G jest k-spojny wtw. gdy dla kazdej pary wierz-
chotkéw wu, v istnieje k wewnetrznie rozlacznych u-v Sciezek.
Tw. Mengera 3. Graf G jest k-spojny wtw. gdy dla kazdego x € V
iU € V\ {z}, |U| = k, istnieje z-U-wachlarz, czyli k wew. rozlacznych
$ciezek o poczatku w z i konicach w réznych wierzchotkach z U.
Tw. Mengera 4. Graf G jest k-spojny krawedziowo wtw. gdy dla kazdej
pary wierzchotkow u, v istnieje k krawedziowo roztacznych u-v Sciezek.

Obwod Eulera.

Tw. Eulera (wersja z obwodem). Multigraf spojny ma obwdd Eulera
wtw. gdy kazdy wierzcholek ma stopien parzysty.

Tw. Eulera (wersja z droga). Multigraf sp6jny ma droge Eulera wtw.
gdy liczba wierzcholkéw stopnia nieparzystego jest mniejsza lub réwna 2.

Cykl Hamiltona.

‘Warunek konieczny. Jesli G ma cykl Hamiltona, to dla kazdego S C V,
S # () graf G — S ma co najwyzej |S| spojnych sktadowych.

Tw. Diraca (warunek dostateczny). Jesli G jest prosty i n > 3 oraz
dla kazdego v € V' zachodzi deg(v) > 7, to G jest hamiltonowski.

Tw. Orego (warunek dostateczny). Jesli G jest prosty i n > 3 oraz
dla kazdych u,v takich, ze uv ¢ E, zachodzi deg(u) + deg(v) > n, to G
jest hamiltonowski.

Kolorowanie krawedzi.
Tw. Vizinga. A(G) < X' (G) < A(G) + 1.

Kolorowanie wierzcholkoéow.

Def. Zbior niezalezny — zbiér wierzchotkow takich, ze zadne dwa nie sa
polaczone krawedzia.

Def. Graf G jest krytyczny, jesli dla kazdego jego wlasciwiego podgrafu
H zachodzi x(H) < x(G). Graf jest k-krytyczny, jesli jest krytyczny i
X(@) = k.

Lemat. Jesli G jest k-krytyczny, to 6(G) > k — 1.

Tw. x(G) < A(G) + 1 (algorytm zachlanny).

Tw. Brooksa Jesli graf spdjny G nie jest nieparzystym cyklem ani grafem
pelnym, to x(G) < A(G).

Tw Mycielskiego. Dla kazdego k istnieje graf G bez trojkatow taki, ze
x(Gk) = k.

Def. Talig grafu nazywamy dlugosé najkrotszego cyklu w tym grafie.
Tw. Erdd&sa Dla dowolnych k, ¢ € N istnieje graf G taki, ze x(G) > k i
talia grafu G jest co najmniej £.

Skojarzenia.

Def. Skojarzeniem nazywamy zbiér rozlacznych krawedzi grafu.
Skojarzeniem maksymalnym nazywamy skojarzenie, ktoére nie jest
podzbiorem zadnego innego skojarzenia. Skojarzeniem doskonalym
nazywamy skojarzenie, ktore pokrywa kazdy wierzchotek.

Def. Sciezka naprzemienna wzgledem skojarzenia M nazywamy
$ciezke, ktorej krawedzie na przemian naleza i nie naleza do M. Sciezka jest
powiekszajaca wzgledem skojarzenia M, jesli jest naprzemienna wzgle-
dem M oraz zaczyna i konczy si¢ w wierzcholku niepokrytym przez M.
Tw. Berge’a. Skojarzenie M jest najwieksze wtw, gdy nie ma Sciezki

powiekszajacej wzgledem M.

Tw. Halla. Niech G bedzie grafem dwudzielnym o klasach dwudzielnosci
X,Y. W (G istnieje skojarzenie pokrywajace X wtw, gdy dla kazdego
X'’ C X zachodzi |[N(X")| > | X'|.

Sieci i przeplywy.
Niech N = (G, ¢, s,t) bedzie siecia, G = (V, A). Dla funkcji f : A — Rxo
definiujemy:
e DlaveV: ft(v):= Dwouea fou) i f7(v) =30 pea fluv)
o Dla S CV: fH(S) := S uvea f(uv) i f7(S) =D puca flvu)
u€eS u€eS
vgS vES
Def. Funkcje f : A — Ry nazywamy przeplywem, jedli dla kazdego
a € A zachodzi f(a) < c¢(a) oraz dla kazdego v € V \ {s,t} zachodzi
fH@) = £~ (o).
Def. Wartosé przepltywu f to val f:= f+(s) — f~(s).
Fakt. f+(s)— f~(s) = /(1) — /7 (0). B
Def. Dla dowolnego S C V takiego, ze s € Sit € S := V\S, przekrojem
(S, S) nazywamy zbior krawedzi o poczatku w S i koricu w S. Przepus-
towoscia przekroju K = (S, S) nazywamy cap K := >y c(a).
Lemat. Dla dowolnego przeplywu f i dowolnego przekroju (S, §) za-
chodzi val f = f+(S) — f=(9).
Tw. Dla dowolnego przeptywu f i dowolnego przekroju K zachodzi
val f < cap K. Jesli val f = cap K, to f jest najwiekszym przeplywem,
a K najmniejszym przekrojem.
Def. Dla $ciezki P (niekoniecznie skierowanej), przeptywu f i tuku a z P
definujemy:
r(a) = O 7@ estiad !
f(a) jesli a jest krawedzia w tyl.
Dla $ciezki P definiujemy 7(P) :== min _7r(a).
a - tuk P

Sciezka P jest powiekszajaca jesli jest s-t $ciezka i r(P) > 0. Wowczas

jesli a jest krawedzia w przod,

mozna zdefiniowaé przeptyw f(a) jako:

f(a) +r(P), jeslia € A(P) jest tukiem w przod,
f(@) =1 f(a) —r(P), jesli a € A(P) jest lukiem w tyl
f(a), jesli a ¢ A(P).

Tw. Forda-Fulkersona. Przeplyw f jest najwiekszy wtw. gdy nie ma
Sciezki powiekszajacej. ~

Whiosek Jesli f* jest najwigkszym przepltywem, a K najmniejszym
przekrojem, to cap K = val f*.

Planarnosé.

Tw. Kuratowskiego. Graf G jest planarny wtw. gdy nie zawiera pod-
podziatu K33 lub Ks.

Tw. Dla grafu plaskiego G zachodzi ZfeF(G) degqg f = 2m, gdzie przez
F(G) oznaczamy zbiér regionéw ($cian) grafu ptlaskiego G.

Formuta Eulera. Dla spdjnego grafu plaskiego G zachodzi n — m +
|F(GQ)| = 2.

Lemat. Dla prostego grafu planarnego G o n > 3 wierzchotkach i talii k
zachodzi m < k(n —2)/(k — 2).

Whiosek. Dla prostego grafu planarnego G o n > 3 wierzchotkach za-
chodzi m < 3n — 6.

Whiosek. Kazdy graf planarny ma wierzcholek stopnia co najwyzej 5.
Tw. o czterech kolorach. Jesli G jest planarny, to x(G) < 4.

Def. Dla grafu ptlaskiego G, jego grafem dualnym G* nazywamy graf,
ktoérego wierzcholtkami sa regiony G i istnieje bijekcja miedzy E(G*) a
E(G): krawedz e* taczy dwa wierzcholki f1, fo w G* wtw, gdy odpowiada-
jaca jej krawedz e z G jest incydentna z f1 i fa.

Teoria Ramseya.

Def. Liczba Ramseya, ozn. R(t), to najmniejsze n takie, ze przy dowol-
nym dwukolorowaniu krawedzi K, znajdziemy jednokolorowa kopie¢ K.
Przez R(t1,t2,...,t;) oznaczamy najmniejsze n takie, ze przy dowolnym
kolorowaniu K;, na k koloréw znajdziemy kopi¢ K¢, w pierwszym kolorze,
K, w drugim kolorze, ... lub K¢, w k-tym kolorze.

Tw. Ramseya (Erdé&sa-Szekeresa). Dla kazdego ¢ zachodzi R(t) < 4%.
Tw. Erdésa. Dla ¢ > 3 zachodzi R(t) > 2t/2.

Tw. Dla s,t > 1 zachodzi R(s,t) < R(s,t — 1) + R(s — 1,1).

Whiosek. Dla s,t > 1 zachodzi R(s,t) < (S:EIQ) = (Tj;g)



