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Zad. 1 | Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | Zad. 5 || SUMA

1. (10p.) Niech X (n, k) bedzie zbiorem grafow, ktore maja doktadnie n wierzchotkéw i doktadnie k sktadowych.
Wyznacz liczby min{|E| : (V, E) € X(n,k)} oraz max{|E|: (V,E) € X(n,k)}.

Rozwigzanie. Najpierw zajmijmy sie minimum. Zauwazmy, ze jesli graf G € X (n, k) ma sktadowa, ktora nie
jest drzewem, to nie moze realizowac¢ szukanego minimum — rzeczywiscie, sktadowa taka musi zawieraé¢ cykl
(bo jest spojna), jesli e jest dowolna krawedzia takiego cyklu, to G — e € X(n, k) i ma mniej krawedzi niz G.
Przypus$émy, ze G ma wszystkie sktadowe G, ..., Gy bedace drzewami oraz n; := |V(G;)|. Wtedy

G)l = IBG)] = > (V(E) ~1) = Zm—kzn—kz

Oznacza to, ze kazdy sposrod grafow, ktore rozwazamy ma taka sama liczbe krawedzi i to ona jest szukanym
minimum.

Przejdzmy teraz do maksimum. Przede wszystkim zauwazamy, ze graf realizujagcy maksimum musi miec¢
wszystkie sktadowe bedace grafami pelnymi. Ktory sposréd nich ma najwiecej krawedzi? Zalozmy, ze dwie
sposrod tych sktadowych maja krawedzie, czyli G = K; + K+ H, gdzie k > j > 1, a H jest grafem zlozonym
z pozostalych sktadowych grafu G. Wtedy graf G’ := K;_1 + Ky11 + H nalezy do X (n, k) oraz ma wigcej
krawedzi niz G, gdyz
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To oznacza, ze graf realizujacy maksimum musi mie¢ co najwyzej jedna sktadowa zawierajacg krawedzie —
sposrod rozwazanych grafow istnieje taki jeden, a mianowicie K,,_j1+ (k— 1)Ky, ktory ma (" k“) krawedzi.



MD2, Informatyka. E1. 29.01.2018. Imie i nazwisko ...ttt ittt it

2. (10p.) Niech n > 1, niech V :={A: A C{1,...,n}}. Zdefiniujmy graf G = (V, ), gdzie

E:={AB: ACBVBCA}
Zbadaj dla jakich n graf G ma obwd6d Eulera, a dla jakich droge Eulera.

Rozwigzanie. Rozwazmy dowolny A € V| czyli podzbior zbioru {1,...,n}. Wyznaczymy deg.(A). Z definicji
grafu G wynika, ze A ma dwa rodzaje sasiadow — te wierzchotki, ktore zawierajg sie w A jako podzbiory zbioru
{1,...,n} oraz te wierzchotki, ktore zawieraja A jako podzbiory zbioru {1,...,n}. Jesli oznaczymy k := |A|,
to tych pierwszych sgsiadow jest 28 — 1, gdzie —1 wynika stad, ze A nie sasiaduje sam ze soba, natomiast tych
drugich sasiadow jest 2"~% —1. Podsumowujac degg(A) = 28 +2"~% —2. Liczba ta jest parzysta, chyba ze k = 0
lub k = n, gdy jest nieparzysta. Niemniej & = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A = ), a k = n wtedy i tylko wtedy,
gdy A={1,...,n}. Oznacza to, ze dokladnie dwa wierzcholki grafu G maja nieparzysty stopieri. Dlatego tez
graf ten nigdy nie ma obwodu Eulera. Jesli jest spojny, to ma za to droge Eulera. I rzeczywidcie jest spojny.
Wezmy dowolne A, B € V. Jesli ktory$ z nich jest zbiorem pustym, to w oczywisty sposéob AB € E. Jesli
zaden z nich nie jest pusty, to ADB jest $ciezka dtugosci 2 w G. Tym samym G jest spojny.
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3. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem krytycznym, a S dowolnym zbiorem niezaleznym w G. Pokaz, ze
X(G = S) = x(G) — 1. Przez G — S oznaczmy podgraf G indukowany przez zbior wierzchotkow V' \ S.

Rozwigzanie. Poniewaz G jest krytyczny, a G — S jest podgrafem G, otrzymujemy, ze x(G — 5) < x(G) — 1.

Pokazemy teraz nieréwno$¢ w druga strone. Przypusémy, ze x(G — S) = k < x(G) — 1 i rozwazmy
poprawne k-kolorowanie grafu G—S. Kolorowanie to mozna rozszerzy¢ na kolorowanie catego grafu GG, nadajac
wierzchotkom z S kolor k+1. Zauwazmy, ze jest to poprawne (k+1)-kolorowanie GG, poniewaz S jest niezalezny.
Zatem x(G) < k+ 1 < x(G), sprzecznosc.
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4. (10p.) Niech k > 11 niech T bedzie dowolnym drzewem o k wierzchotkach. Pokaz, ze w kazdym kolorowaniu
krawedzi grafu K} na czerwono i niebiesko istnieje czerwona gwiazda o 2 lisciach (inaczej mowiac, Sciezka
o trzech wierzchotkach) lub niebieska kopia T

Rozwigzanie. Przypu$émy, ze w grafie nie ma czerwonej gwiazdy K 2, pokazemy, ze jest w nim niebieska kopia
T'. Zauwazmy, ze skoro nie ma czerwonej gwiazdy K, to kazdy wierzcholek jest incydentny z co najwyzej
jedna czerwona krawedzia. Zatem kazdy wierzcholek jest incydentny z co najmniej (k+1) —1—-1=F%F—1
niebieskimi krawedziami.

Niech G hedzie grafem powstalym z Kj,, przez usuniecie czerwonych krawedzi, z rozumowania powyzej
wynika, ze 6(G) > k — 1.

Pozostato pokaza¢ nastepujacy fakt: dla kazdego k > 1, jesli T jest drzewem o k wierzchotkach, a G jest
grafem o minimalnym stopniu co najmniej k — 1, to T" jest podgrafem G. Pokazemy to przez indukcje po k.

Jesli £ = 1, to T jest grafem jednowierzchotkowym, zatem oczywiscie jest podgrafem G. Przypusémy
zatem, ze k > 2 1 ze stwierdzenie jest prawdziwe dla k — 1.

Poniewaz T' jest drzewem o co najmniej dwoch wierzchotkach, istnieje w nim wierzcholek v stopnia 1.
Niech w bedzie sasiadem wierzcholka v i niech 7" bedzie grafem otrzymanym z T przez usuniecie wierzchotka
v. Poniewaz §(G) > k—1 > (k—1) — 1, z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze T” jest podgrafem G. Przyjrzyjmy
sie wierzchotkowi w w G. Zauwazmy, ze |V (T") \ {w}| = k — 2 zatem sposréd co najmniej k — 1 sasiadow
w istnieje wierzchotek v/, ktoéremu nie przypisano zadnego wierzchotka T”. Dodajac do T" wierzcholek o' i
krawedz wv’, znajdujemy w nim kopie T

Udato nam sie zatem znalez¢ kopie T' w grafie G, czyli, inaczej méwiac, niebieska kopie T' w Kj .
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5. (10p.) Miasto ma m mieszkancow My, My, ..., M,,, k klubow K;, Ks,..., Ky i p partii politycznych

P, Py, ..., P, Kazdy mieszkaniec jest czlonkiem co najmniej jednego klubu i nalezy do dokladnie jednej
partii politycznej. Znana jest przynaleznosé kazdego z mieszkancow zarowno do klubow jak i partii politycz-
nej.

Kazdy klub musi nominowa¢ jednego ze swoich cztonkéw do reprezentowania tegoz klubu w radzie miejskiej
— kazda osoba moze reprezentowaé co najwyzej jeden klub. W radzie tej moze zasiada¢ co najwyzej u; € N
cztonkéw nalezacych do partii P, dla kazdego ¢+ = 1,2, ..., p, aby rada ta byla politycznie zrownowazona.

Zdefiniuj sie¢, ktorej maksymalny przepltyw wynosi doktadnie £ wtedy i tylko wtedy gdy mozliwy jest
politycznie zréwnowazony wybor reprezentantéw. Udowodnij, ze zdefiniowana sie¢ spelnia powyzszy warunek.

Rozwigzanie. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia: K = {Ky, Ko,..., Ky}, M = {My, My, ..., M}, P =
{P1, Py,...,P,}. Sie¢ N definiujemy nastepujaco:

e zbiorem wierzchotkow N bedzie K U M U P i dwa nowe wierzchotki: zrodto s i ujscie ¢,

e dodajemy do N tuki od s do wszystkich wierzchotkow z K, przy czym c(sK;) = 1,

e dodajemy do N tuki K;M; dla kazdej pary ¢, j takiej, ze mieszkaniec M; nalezy do klubu Kj, przy czym

C(KZMJ) = 1,
e dodajemy do N tuki M;P; dla kazdej pary j,7 takiej, ze mieszkaniec M; nalezy do partii P, przy czym
C(M]R) = ]_,

e dodajemy do N tuki od wszystkich wierzchotkow z P do t, przy czym c(Pit) = u;.
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Rysunek 1: Przyktadowa sie¢. Luki bez podanej przepustowosci maja przepustowosé 1.

Zauwazmy, ze dla kazdego wyboru k reprezentantow spelniajacego warunki zadania istnieje nastepujacy
przepltyw f:
o f(sK;)=1dlakazdegoi=1,2,... k,
o dla kazdej pary K;M; takiej, ze M, jest reprezentantem klubu K;: f(K;M;) =1,
o dla kazdej pary M,P; takiej, ze M, jest reprezentantem pewnego klubu oraz nalezy do partii F;:
f(M;P) =1,
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e dla kazdego P; € P wartos¢ f(P;t) jest rowna liczbie reprezentantow partii P; w radzie,

e dla pozostalych tukow warto$¢ przeptywu wynosi 0.
Zauwazmy, ze tak zdefiniowana funkcja jest przeptywem. Faktycznie, dla kazdego tuku a typu sK; lub K;M;
lub M, P; zachodzi f(a) < 1 = c¢(a). Poniewaz wybor reprezentantéw jest zrownowazony, zachodzi tez
f(Pt) < w; = ¢(Pit). Prawo Kirchhoffa jest spelione dla wierzchotkow K;, poniewaz kazdy klub nomi-
nuje doktadnie jednego reprezentanta. Kazdy mieszkaniec-reprezentant zostal nominowany przez jeden klub
i nalezy do dokladnie jednej partii, wiec f*(M;) = f~(M;). Wreszcie fH(P;) = f~(F;) z definicji f(F;t).
Poniewaz f*(s) =k i f~(s) = 0 zatem val(f) = k.

By pokazaé¢ implikacje w drugg strone, najpierw zauwazmy, ze wszystkie przepustowosci w sieci sg cat-
kowite, zatem wsérod maksymalnych przepltywow jest taki, ktorego warto$ci na wszystkich krawedziach sa
catkowite. Rozwazmy maksymalny przepltyw f o catkowitych wartosciach na krawedziach. Zauwazmy, ze dla
kazdego tuku M; P; (gdzie P, jest partia, do ktorej nalezy M;) zachodzi f(M;P;) < 1, zatem f+(M;) = f(M;P)
jest rowne 0 lub 1. Do rady wybierzmy te M;, dla ktorych f*(M;) = 1. Zauwazmy, ze tak wybrana rada musi
by¢ politycznie zrownowazona, poniewaz c(P;t) = w;. Dla kazdego K; € K zachodzi f~(K;) < 1, zatem dla
kazdego i = 1,...,k istnieje co najwyzej jedno j € {1,2,...,m} takie, ze f(K;M;) = 1. Zatem kazdy klub
bedzie mial co najwyzej jednego reprezentanta. Jezeli warto$¢ przeptywu f wynosi k, to kazdy z k klubow
ma reprezentanta.



