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Zad. 1 Zad. 2 Zad. 3 Zad. 4 Zad. 5 SUMA

1. (10p.) NiechX(n, k) b¦dzie zbiorem grafów, które maj¡ dokªadnie n wierzchoªków i dokªadnie k skªadowych.
Wyznacz liczby min{|E| : (V,E) ∈ X(n, k)} oraz max{|E| : (V,E) ∈ X(n, k)}.

Rozwi¡zanie. Najpierw zajmijmy si¦ minimum. Zauwa»my, »e je±li graf G ∈ X(n, k) ma skªadow¡, która nie
jest drzewem, to nie mo»e realizowa¢ szukanego minimum � rzeczywi±cie, skªadowa taka musi zawiera¢ cykl
(bo jest spójna), je±li e jest dowoln¡ kraw¦dzi¡ takiego cyklu, to G− e ∈ X(n, k) i ma mniej kraw¦dzi ni» G.
Przypu±¢my, »e G ma wszystkie skªadowe G1, . . . , Gk b¦d¡ce drzewami oraz ni := |V (Gi)|. Wtedy

|E(G)| =
k∑

i=1

|E(Gi)| =
k∑

i=1

(|V (Gi)| − 1) =
k∑

i=1

ni − k = n− k.

Oznacza to, »e ka»dy spo±ród grafów, które rozwa»amy ma tak¡ sam¡ liczb¦ kraw¦dzi i to ona jest szukanym
minimum.

Przejd¹my teraz do maksimum. Przede wszystkim zauwa»amy, »e graf realizuj¡cy maksimum musi mie¢
wszystkie skªadowe b¦d¡ce grafami peªnymi. Który spo±ród nich ma najwi¦cej kraw¦dzi? Zaªó»my, »e dwie
spo±ród tych skªadowych maj¡ kraw¦dzie, czyli G = Kj +Kk+H, gdzie k > j > 1, a H jest grafem zªo»onym
z pozostaªych skªadowych grafu G. Wtedy graf G′ := Kj−1 + Kk+1 + H nale»y do X(n, k) oraz ma wi¦cej
kraw¦dzi ni» G, gdy»
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2

)
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2
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2
+
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2
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2
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2
=

=
(j − 1)(−2)

2
+
k · 2
2

= k − j + 1 > 0.

To oznacza, »e graf realizuj¡cy maksimum musi mie¢ co najwy»ej jedn¡ skªadow¡ zawieraj¡c¡ kraw¦dzie �
spo±ród rozwa»anych grafów istnieje taki jeden, a mianowicie Kn−k+1+(k−1)K1, który ma

(
n−k+1

2

)
kraw¦dzi.
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2. (10p.) Niech n > 1, niech V := {A : A ⊆ {1, . . . , n}}. Zde�niujmy graf G = (V,E), gdzie

E := {AB : A ⊂ B ∨B ⊂ A}.

Zbadaj dla jakich n graf G ma obwód Eulera, a dla jakich drog¦ Eulera.

Rozwi¡zanie. Rozwa»my dowolny A ∈ V , czyli podzbiór zbioru {1, . . . , n}. Wyznaczymy degG(A). Z de�nicji
grafu G wynika, »e A ma dwa rodzaje s¡siadów � te wierzchoªki, które zawieraj¡ si¦ w A jako podzbiory zbioru
{1, . . . , n} oraz te wierzchoªki, które zawieraj¡ A jako podzbiory zbioru {1, . . . , n}. Je±li oznaczymy k := |A|,
to tych pierwszych s¡siadów jest 2k−1, gdzie −1 wynika st¡d, »e A nie s¡siaduje sam ze sob¡, natomiast tych
drugich s¡siadów jest 2n−k−1. Podsumowuj¡c degG(A) = 2k+2n−k−2. Liczba ta jest parzysta, chyba »e k = 0
lub k = n, gdy jest nieparzysta. Niemniej k = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A = ∅, a k = n wtedy i tylko wtedy,
gdy A = {1, . . . , n}. Oznacza to, »e dokªadnie dwa wierzchoªki grafu G maj¡ nieparzysty stopie«. Dlatego te»
graf ten nigdy nie ma obwodu Eulera. Je±li jest spójny, to ma za to drog¦ Eulera. I rzeczywi±cie jest spójny.
We¹my dowolne A,B ∈ V . Je±li który± z nich jest zbiorem pustym, to w oczywisty sposób AB ∈ E. Je±li
»aden z nich nie jest pusty, to A∅B jest ±cie»k¡ dªugo±ci 2 w G. Tym samym G jest spójny.
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3. (10p.) Niech G = (V,E) b¦dzie grafem krytycznym, a S dowolnym zbiorem niezale»nym w G. Poka», »e
χ(G− S) = χ(G)− 1. Przez G− S oznaczmy podgraf G indukowany przez zbiór wierzchoªków V \ S.

Rozwi¡zanie. Poniewa» G jest krytyczny, a G− S jest podgrafem G, otrzymujemy, »e χ(G− S) ≤ χ(G)− 1.
Poka»emy teraz nierówno±¢ w drug¡ stron¦. Przypu±¢my, »e χ(G − S) = k < χ(G) − 1 i rozwa»my

poprawne k-kolorowanie grafu G−S. Kolorowanie to mo»na rozszerzy¢ na kolorowanie caªego grafu G, nadaj¡c
wierzchoªkom z S kolor k+1. Zauwa»my, »e jest to poprawne (k+1)-kolorowanie G, poniewa» S jest niezale»ny.
Zatem χ(G) ≤ k + 1 < χ(G), sprzeczno±¢.
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4. (10p.) Niech k ≥ 1 i niech T b¦dzie dowolnym drzewem o k wierzchoªkach. Poka», »e w ka»dym kolorowaniu
kraw¦dzi grafu Kk+1 na czerwono i niebiesko istnieje czerwona gwiazda o 2 li±ciach (inaczej mówi¡c, ±cie»ka
o trzech wierzchoªkach) lub niebieska kopia T .

Rozwi¡zanie. Przypu±¢my, »e w gra�e nie ma czerwonej gwiazdy K1,2, poka»emy, »e jest w nim niebieska kopia
T . Zauwa»my, »e skoro nie ma czerwonej gwiazdy K1,2, to ka»dy wierzchoªek jest incydentny z co najwy»ej
jedn¡ czerwon¡ kraw¦dzi¡. Zatem ka»dy wierzchoªek jest incydentny z co najmniej (k + 1) − 1 − 1 = k − 1
niebieskimi kraw¦dziami.

Niech G b¦dzie grafem powstaªym z Kk+1 przez usuni¦cie czerwonych kraw¦dzi, z rozumowania powy»ej
wynika, »e δ(G) ≥ k − 1.

Pozostaªo pokaza¢ nast¦puj¡cy fakt: dla ka»dego k ≥ 1, je±li T jest drzewem o k wierzchoªkach, a G jest
grafem o minimalnym stopniu co najmniej k − 1, to T jest podgrafem G. Poka»emy to przez indukcj¦ po k.

Je±li k = 1, to T jest grafem jednowierzchoªkowym, zatem oczywi±cie jest podgrafem G. Przypu±¢my
zatem, »e k ≥ 2 i »e stwierdzenie jest prawdziwe dla k − 1.

Poniewa» T jest drzewem o co najmniej dwóch wierzchoªkach, istnieje w nim wierzchoªek v stopnia 1.
Niech w b¦dzie s¡siadem wierzchoªka v i niech T ′ b¦dzie grafem otrzymanym z T przez usuni¦cie wierzchoªka
v. Poniewa» δ(G) ≥ k−1 ≥ (k−1)−1, z zaªo»enia indukcyjnego wiemy, »e T ′ jest podgrafem G. Przyjrzyjmy
si¦ wierzchoªkowi w w G. Zauwa»my, »e |V (T ′) \ {w}| = k − 2 zatem spo±ród co najmniej k − 1 s¡siadów
w istnieje wierzchoªek v′, któremu nie przypisano »adnego wierzchoªka T ′. Dodaj¡c do T ′ wierzchoªek v′ i
kraw¦d¹ wv′, znajdujemy w nim kopi¦ T .

Udaªo nam si¦ zatem znale¹¢ kopi¦ T w gra�e G, czyli, inaczej mówi¡c, niebiesk¡ kopi¦ T w Kk+1.
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5. (10p.) Miasto ma m mieszka«ców M1,M2, . . . ,Mm, k klubów K1, K2, . . . , Kk i p partii politycznych
P1, P2, . . . , Pp. Ka»dy mieszkaniec jest czªonkiem co najmniej jednego klubu i nale»y do dokªadnie jednej
partii politycznej. Znana jest przynale»no±¢ ka»dego z mieszka«ców zarówno do klubów jak i partii politycz-
nej.

Ka»dy klub musi nominowa¢ jednego ze swoich czªonków do reprezentowania tego» klubu w radzie miejskiej
� ka»da osoba mo»e reprezentowa¢ co najwy»ej jeden klub. W radzie tej mo»e zasiada¢ co najwy»ej ui ∈ N
czªonków nale»¡cych do partii Pi, dla ka»dego i = 1, 2, . . . , p, aby rada ta byªa politycznie zrównowa»ona.

Zde�niuj sie¢, której maksymalny przepªyw wynosi dokªadnie k wtedy i tylko wtedy gdy mo»liwy jest
politycznie zrównowa»ony wybór reprezentantów. Udowodnij, »e zde�niowana sie¢ speªnia powy»szy warunek.

Rozwi¡zanie. Wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenia: K = {K1, K2, . . . , Kk}, M = {M1,M2, . . . ,Mm}, P =
{P1, P2, . . . , Pp}. Sie¢ N de�niujemy nast¦puj¡co:
• zbiorem wierzchoªków N b¦dzie K ∪M ∪ P i dwa nowe wierzchoªki: ¹ródªo s i uj±cie t,
• dodajemy do N ªuki od s do wszystkich wierzchoªków z K, przy czym c(sKi) = 1,
• dodajemy do N ªuki KiMj dla ka»dej pary i, j takiej, »e mieszkaniec Mj nale»y do klubu Ki, przy czym
c(KiMj) = 1,
• dodajemy do N ªuki MjPi dla ka»dej pary j, i takiej, »e mieszkaniec Mj nale»y do partii Pi, przy czym
c(MjPi) = 1,
• dodajemy do N ªuki od wszystkich wierzchoªków z P do t, przy czym c(Pit) = ui.
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Rysunek 1: Przykªadowa sie¢. �uki bez podanej przepustowo±ci maj¡ przepustowo±¢ 1.

Zauwa»my, »e dla ka»dego wyboru k reprezentantów speªniaj¡cego warunki zadania istnieje nast¦puj¡cy
przepªyw f :
• f(sKi) = 1 dla ka»dego i = 1, 2, . . . , k,
• dla ka»dej pary KiMj takiej, »e Mj jest reprezentantem klubu Ki: f(KiMj) = 1,
• dla ka»dej pary MjPi takiej, »e Mj jest reprezentantem pewnego klubu oraz nale»y do partii Pi:
f(MjPi) = 1,
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• dla ka»dego Pi ∈ P warto±¢ f(Pit) jest równa liczbie reprezentantów partii Pi w radzie,
• dla pozostaªych ªuków warto±¢ przepªywu wynosi 0.

Zauwa»my, »e tak zde�niowana funkcja jest przepªywem. Faktycznie, dla ka»dego ªuku a typu sKi lub KiMj

lub MjPi zachodzi f(a) ≤ 1 = c(a). Poniewa» wybór reprezentantów jest zrównowa»ony, zachodzi te»
f(Pit) ≤ ui = c(Pit). Prawo Kirchho�a jest speªnione dla wierzchoªków Ki, poniewa» ka»dy klub nomi-
nuje dokªadnie jednego reprezentanta. Ka»dy mieszkaniec-reprezentant zostaª nominowany przez jeden klub
i nale»y do dokªadnie jednej partii, wi¦c f+(Mj) = f−(Mj). Wreszcie f+(Pi) = f−(Pi) z de�nicji f(Pit).
Poniewa» f+(s) = k i f−(s) = 0 zatem val(f) = k.

By pokaza¢ implikacj¦ w drug¡ stron¦, najpierw zauwa»my, »e wszystkie przepustowo±ci w sieci s¡ caª-
kowite, zatem w±ród maksymalnych przepªywów jest taki, którego warto±ci na wszystkich kraw¦dziach s¡
caªkowite. Rozwa»my maksymalny przepªyw f o caªkowitych warto±ciach na kraw¦dziach. Zauwa»my, »e dla
ka»dego ªukuMjPi (gdzie Pi jest parti¡, do której nale»yMj) zachodzi f(MjPi) ≤ 1, zatem f+(Mj) = f(MjPi)
jest równe 0 lub 1. Do rady wybierzmy te Mj, dla których f+(Mj) = 1. Zauwa»my, »e tak wybrana rada musi
by¢ politycznie zrównowa»ona, poniewa» c(Pit) = ui. Dla ka»dego Ki ∈ K zachodzi f−(Ki) ≤ 1, zatem dla
ka»dego i = 1, . . . , k istnieje co najwy»ej jedno j ∈ {1, 2, . . . ,m} takie, »e f(KiMj) = 1. Zatem ka»dy klub
b¦dzie miaª co najwy»ej jednego reprezentanta. Je»eli warto±¢ przepªywu f wynosi k, to ka»dy z k klubów
ma reprezentanta.


