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Zad. 1 Zad. 2 Zad. 3 Zad. 4 Zad. 5 SUMA

1. (10p.) Niech G = (V,E) b¦dzie spójnym grafem o tej wªasno±ci, »e dla ka»dej kraw¦dzie e ∈ E istniej¡ w
G cykle C i D takie, »e E(C) ∩ E(D) = {e}. Poka», »e G jest 3-spójny kraw¦dziowo.

Rozwi¡zanie. Przypu±¢my przeciwnie, zatem spójno±¢ kraw¦dziowa grafu G wynosi 1 lub 2, gdy» jest on
spójny. Przyjmijmy na razie, »e wynosi ona 2. St¡d istnieje dwuelementowy zbiór kraw¦dzi F = {e, f} o tej
wªasno±ci, »e graf G − F jest niespójny. Niech V = X ∪ Y b¦dzie podziaªem zbioru wierzchoªków takim, »e
G[X] i G[Y ] s¡ skªadowymi grafu G − F . Zarówno kraw¦d¹ e, jak i f ma jeden koniec w X, a drugi w Y .
Niech Ce i De b¦d¡ cyklami w G, które przechodz¡ przez e i e jest ich jedyn¡ wspóln¡ kraw¦dzi¡. Poniewa» Ce

ma wierzchoªki i w X, i w Y , to musi mie¢ co najmniej dwie XY -kraw¦dzie. Jedynymi takimi kraw¦dziami w
G s¡ e i f . To samo mo»emy powiedzie¢ o cyklu De, ale to oznacza, »e Ce i De maj¡ co najmniej dwie wspólne
kraw¦dzie. Sprzeczno±¢. Podobnie, nawet szybciej, zaªatwia si¦ przypadek, gdy G ma spójno±¢ kraw¦dziow¡
równ¡ 1.
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2. (10p.) Przypomnijmy, »e grafem kraw¦dziowym grafu G = (V,E) nazywamy graf zde�niowany nast¦puj¡co:
L(G) := (E, {ef : |e ∩ f | = 1}), natomiast ω(G) jest liczno±ci¡ najliczniejszej kliki w G.

Niech G = (V,E) b¦dzie dowolnym grafem. Poka», »e χ(L(G)) 6 ω(L(G)) + 1.

Rozwi¡zanie. Niech c : E → [χ′(G)] b¦dzie kolorowaniem kraw¦dziowym grafu G. Zauwa»my, »e c jest
kolorowaniem grafu L(G). W istocie, je±li e, f ∈ E s¡ takie, »e ef ∈ E(L(G)), to z de�nicji grafu L(G) otrzy-
mujemy, »e e i f miaªy wspólny wierzchoªek w G, a wi¦c c(e) 6= c(f), gdy» c jest kolorowaniem kraw¦dziowym
grafu G. Tym samym χ(L(G)) 6 χ′(G) 6 ∆(G)+1, gdzie ostatnia nierówno±¢ wynika z twierdzenia Wizinga.
Pozostaje wykaza¢, »e ∆(G) 6 ω(L(G)). Zwró¢my uwag¦, »e zbiory Ev := {vw : w ∈ NG(v)} s¡ klikami w
L(G), a to poci¡ga za sob¡ ω(L(G)) > max{|Ev| : v ∈ V } = ∆(G).
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3. (10p.) Niech G b¦dzie grafem planarnym. Wyka», »e dla dowolnych pi¦ciu parami ró»nych wierzchoªków
v1, v2, v3, v4, v5 zachodzi:

deg v1 + deg v2 + deg v3 + deg v4 + deg v5 ≤ 3|V (G)|+ 3.

Rozwi¡zanie. Zauwa»my, »e dla dowolnych pi¦ciu parami ró»nych wierzchoªków v1, v2, v3, v4, v5 kraw¦dzie
pomi¦dzy nimi wliczone s¡ do sumy ich stopni dwukrotnie, a kraw¦dzie pomi¦dzy nimi a reszt¡ grafu jed-
nokrotnie. Graf jest planarny, wi¦c nie zawiera K5 jako podgrafu. St¡d kraw¦dzi mi¦dzy wierzchoªkami
v1, v2, v3, v4, v5 jest co najwy»ej

(
5
2

)
− 1. St¡d:

deg v1 + deg v2 + deg v3 + deg v4 + deg v5 ≤ |E(G)|+
(

5

2

)
− 1 ≤ 3n− 6 + 10− 1 = 3n+ 3



MD2, Informatyka. E2. 05.02.2018. Imi¦ i nazwisko . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. (10p.) Dla k ≥ 2, przez Rk oznaczmy R(3, 3, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
k razy

), czyli najmniejsze n takie, »e w ka»dym kolorowaniu

kraw¦dzi grafu Kn na k kolorów istnieje jednokolorowy trójk¡t. Poka», »e Rk ≤ k(Rk−1 − 1) + 2 dla ka»dego
k ≥ 3.

Rozwi¡zanie. Niech n = k(Rk−1 − 1) + 2, rozwa»my dowolne k-kolorowanie grafu Kn. Niech v b¦dzie
wierzchoªkiem tego grafu i dla i = 1, 2, . . . , k niech Vi oznacza zbiór wierzchoªków poª¡czonych z v kraw¦dziami
w kolorze i. Oczywi±cie n = 1 +

∑k
i=1 |Vi|. Z zasady szu�adkowej wynika, »e istnieje i takie, »e

|Vi| ≥
⌈
n− 1

k

⌉
=

⌈
k(Rk−1 − 1) + 2− 1

k

⌉
=

⌈
Rk−1 − 1 +

1

k

⌉
= Rk−1.

Zauwa»my, »e je±li istniej¡ dwa wierzchoªki a, b ∈ Vi takie, »e kraw¦d¹ abma kolor i, to a, b, v jest trójk¡tem
w kolorze i. W przeciwnym przypadku wszystkie kraw¦dzie ª¡cz¡ce wierzchoªki z Vi maj¡ jeden z k−1 kolorów:
1, 2, . . . , i−1, i+1, . . . , k. Poniewa» |Vi| ≥ Rk−1, w gra�e indukowanym przez Vi istnieje jednokolorowy trójk¡t
w jednym z kolorów 1, 2, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , k.
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5. (10p.) Niech t > 1 i niech G b¦dzie grafem dwudzielnym o klasach dwudzielno±ci X, Y takim, »e |X| =
|Y | = 2t i δ(G) ≥ t. Poka», »e w G istnieje skojarzenie doskonaªe.

Rozwi¡zanie. Sprawdzamy warunek Halla dla dowolnego niepustego zbioru S ⊆ X, w dwóch przypadkach:

• |S| ≤ t.
S jest niepusty zatem istnieje x ∈ S i deg x ≥ δ(G) ≥ t.
St¡d |N(S)| ≥ deg x ≥ t ≥ |S|.

• |S| ≥ t+ 1.
Zatem |X − S| ≤ 2t − (t + 1) = t − 1. Dla dowolnego y ∈ Y zachodzi deg y ≥ δ(G) ≥ t > |X − S|.
Wobec tego dla ka»dego y ∈ Y istnieje x ∈ S taki, »e xy ∈ E(G).
St¡d N(S) = Y , wi¦c |N(S)| = 2t ≥ |S|.

Zatem dla ka»dego niepustego podzbioru zbioru X zachodzi warunek Halla. Z twierdzenia Halla wiemy,
»e istnieje skojarzenie pokrywaj¡ce zbiór X, a z równoliczno±ci klas X i Y wynika, »e to skojarzenie jest
doskonaªe.


