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Zad. 1| Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | Zad. 5 | SUMA

1. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie spdjnym grafem o tej wlasnosci, ze dla kazdej krawedzie e € E istnieja w
G cykle C'i D takie, ze E(C) N E(D) = {e}. Pokaz, ze G jest 3-spojny krawedziowo.

Rozwigzanie. Przypusémy przeciwnie, zatem spodjnos¢ krawedziowa grafu G wynosi 1 lub 2, gdyz jest on
spojny. Przyjmijmy na razie, ze wynosi ona 2. Stad istnieje dwuelementowy zbior krawedzi F' = {e, f} o tej
wtasnoéci, ze graf G — F jest niespojny. Niech V' = X UY bedzie podziatem zbioru wierzchotkéw takim, ze
G[X] i G[Y] sa skltadowymi grafu G — F. Zar6wno krawedz e, jak i f ma jeden koniec w X, a drugi w Y.
Niech C. i D, beda cyklami w G, ktore przechodzg przez e i e jest ich jedyng wspolna krawedzig. Poniewaz C.,
ma wierzcholkiiw X, iw Y, to musi mie¢ co najmniej dwie XY -krawedzie. Jedynymi takimi krawedziami w
G saei f. To samo mozemy powiedzie¢ o cyklu D., ale to oznacza, ze C, i D, maja co najmniej dwie wspolne
krawedzie. Sprzecznos$¢. Podobnie, nawet szybciej, zatatwia sie przypadek, gdy G ma spojnosé krawedziowa
rowna 1.
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2. (10p.) Przypomnijmy, ze grafem krawedziowym grafu G = (V, E) nazywamy graf zdefiniowany nastepujaco:
L(G) := (E,{ef : l[en f| = 1}), natomiast w(G) jest licznoscia najliczniejszej kliki w G.
Niech G = (V, E) bedzie dowolnym grafem. Pokaz, ze x(L(G)) < w(L(G)) + 1.

Rozwigzanie. Niech ¢ : E — [x/(G)] bedzie kolorowaniem krawedziowym grafu G. Zauwazmy, ze c jest
kolorowaniem grafu L(G). W istocie, jesli e, f € E sa takie, ze ef € E(L(G)), to z definicji grafu L(G) otrzy-
mujemy, ze e i f mialy wspolny wierzchotek w G, a wiec c(e) # c(f), gdyz ¢ jest kolorowaniem krawedziowym
grafu G. Tym samym x(L(G)) < X' (G) < A(G)+1, gdzie ostatnia nierowno$¢ wynika z twierdzenia Wizinga.
Pozostaje wykazaé, ze A(G) < w(L(G)). Zwroémy uwage, ze zbiory E, := {vw : w € Ng(v)} sa klikami w
L(G), a to pociaga za soba w(L(G)) = max{|E,| : v € V} = A(G).
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3. (10p.) Niech G bedzie grafem planarnym. Wykaz, ze dla dowolnych pieciu parami roznych wierzchotkow
V1, Vg, U3, Uy, U5 zachodzi:

deg vy + deg vy + deg vz + deg vy + degvs < 3|V(G)| + 3.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze dla dowolnych pieciu parami roéznych wierzcholtkow vy, v, v3, vy, v5 krawedzie
pomiedzy nimi wliczone sa do sumy ich stopni dwukrotnie, a krawedzie pomiedzy nimi a reszty grafu jed-
nokrotnie. Graf jest planarny, wiec nie zawiera K5 jako podgrafu. Stad krawedzi miedzy wierzchotkami
U1, Vg, U3, Uy, Us jest cO najwyzej (g) — 1. Stad:

)
deg vy + deg vy + degvs + deg vy + degvs < |E(G)| + <2> —1<3n—-6+10—-1=3n+3



MD2, Informatyka. E2. 05.02.2018. Imie i nazwisko ...ttt ittt ittt iiiienens

4. (10p.) Dla k > 2, przez Ry oznaczmy R(3,3,3,...,3), czyli najmniejsze n takie, ze w kazdym kolorowaniu
k
razy
krawedzi grafu K, na k kolorow istnieje jednokolorowy trojkat. Pokaz, ze Ry < k(Ryx_1 — 1) + 2 dla kazdego
k> 3.

Rozwigzanie. Niech n = k(Ry_1 — 1) + 2, rozwazmy dowolne k-kolorowanie grafu K,. Niech v bedzie
wierzchotkiem tego grafuidla: = 1,2, ...,k niech V; oznacza zbiér wierzchotkéw potaczonych z v krawedziami
w kolorze i. Oczywiscie n = 1 + Zle |Vi|. Z zasady szufladkowej wynika, 7ze istnieje ¢ takie, ze

i ] 25 f 1]

k k

Zauwazmy, ze jesli istnieja dwa wierzchotki a, b € V; takie, ze krawedz ab ma kolor 7, to a, b, v jest trojkatem
w kolorze 1. W przeciwnym przypadku wszystkie krawedzie taczace wierzchotki z V; maja jeden z k—1 koloréw:
1,2,...,i—1,i+1,... k. Poniewaz |V;| > Ry_1, w grafie indukowanym przez V; istnieje jednokolorowy trojkat
w jednym z kolorow 1,2,...,¢c— 1,2+ 1,... k.
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5. (10p.) Niech ¢t > 1 i niech G bedzie grafem dwudzielnym o klasach dwudzielnosci X, Y takim, ze |X| =
Y| =2t1d(G) > t. Pokaz, ze w G istnieje skojarzenie doskonate.

Rozwigzanie. Sprawdzamy warunek Halla dla dowolnego niepustego zbioru S C X, w dwoch przypadkach:

o |S| <t.
S jest niepusty zatem istnieje z € S i degx > 0(G) > t.
Stad |N(S)| > degz > t > |S].

e |S|>t+1.
Zatem | X — S| < 2t —(t+1) =t — 1. Dla dowolnego y € Y zachodzi degy > 0(G) >t > | X — S|.
Wobec tego dla kazdego y € Y istnieje x € S taki, ze zy € E(G).
Stad N(S) =Y, wiec |[N(S5)| =2t > |S5].

Zatem dla kazdego niepustego podzbioru zbioru X zachodzi warunek Halla. Z twierdzenia Halla wiemy,
ze istnieje skojarzenie pokrywajace zbior X, a z rownolicznosci klas X i Y wynika, ze to skojarzenie jest
doskonate.



