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Zad. 1| Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | Zad. 5 | SUMA

1. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem eulerowskim, a v dowolnie wybranym wierzchotkiem G. Wykazaé,
ze liczba spojnych sktadowych grafu G — v jest rowna co najwyzej deg,(v)/2.

Rozwiazanie. Niech C' = (vg,v1,...,vn_1) bedzie obwodem Eulera w G. Istnieje dokltadnie a := deg,(v)/2
indeksow 4 takich, ze v; = v. Oznaczmy takie indeksy przez iy, . .., 4,. Dlakazdego j ciag v;;11,vi; 42, -, 0i; -1
(dziatania wykonujemy modulo m) jest droga w G —v. Zatem wierzchotki grafu G — v pokrylismy a drogami.
Zbior wierzchotkow kazdej z tych drog indukuje graf spojny, co dowodzi tezy.
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2. (10p.) Wykaz, ze dla dowolnego grafu G = (V, E) zachodzi x(G) < |V| — a(G) + 1, gdzie a(G) oznacza
liczno$¢ najliczniejszego niezaleznego zbioru wierzchotkow w G.

Rozwiazanie. Niech A C V bedzie zbiorem niezaleznym w G. Wtedy funkcja, ktora kazdemu wierzchotkowi
ze zbioru A przyporzadkowuje kolor 1, a wszystkim pozostalym wierzchotkom grafu G przyporzadkowuje roézne
kolory od 2 do |V| — |A| + 1, jest poprawnym kolorowaniem grafu G. Oznacza to, ze x(G) < |V| —|A| + 1.
Jesli jako A wybierzemy zbior niezalezny licznosci aG), otrzymujemy teze.
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3. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem spojnym. Wykaz, ze G jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy
speliona jest wlasnosé (x): kazdy spojny podgraf G o co najmniej dwoch wierzchotkach zawiera wierzchotek
stopnia 1.

Rozwigzanie.

Zatozmy najpierw, ze G jest drzewem i rozwazmy dowolny jego spojny podgraf H o co najmniej dwoch
wierzchotkach. Zauwazmy, ze H jest drzewem. 7 ¢wiczen wiemy, ze kazde drzewo o co najmniej dwoch
wierzchotkach ma li$¢ (czyli wierzchotek stopnia 1), co pokazuje, ze G ma wtasnosé (x).

Teraz przypusémy, ze G nie jest drzewem, skoro jest spdjny, to musi zawiera¢ cykl C. Cykl ten jest
spojnym podgrafem G o co najmniej dwoch wierzchotkach, ktéry nie ma wierzchotka stopnia 1. Zatem G nie
ma wlasnosci (*).

Podsumowujac, pokazalismy, ze G jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy ma wlasnosé (x).
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4. (10p.) Niech odd(G) oznacza liczbe spojnych sktadowych grafu G, ktore maja nieparzysta liczbe wierz-
chotkow. Pokaz, ze jesli graf G ma skojarzenie doskonatle, to dla kazdego S C V(G) zachodzi odd(G—S) < |S)|.

Rozwiazanie. Niech M bedzie skojarzeniem doskonatym w G, S bedzie dowolnym zbiorem wierzchotkow, a
C bedzie zbiorem spojnych sktadowych grafu G — S o nieparzystej liczbie wierzchotkéw. Rozwazmy sktadowa
C € C. Kazdy wierzchotek nalezy do pewnej krawedzi z M. Poniewaz nie ma krawedzi z C' do innych
sktadowych grafu G — S oraz liczba wierzchotkow w C' jest nieparzysta, co najmniej jedna krawedz z M
musi taczy¢ C'i S. Zatem w M istnieje co najmniej |C| = odd(G — S) krawedzi taczacych sktadowe z C i S.
Poniewaz M jest skojarzeniem, kazdy wierzchotek z S moze naleze¢ do co najwyzej jednej z tych krawedzi,
zatem wierzchotkéw w .S musi by¢ co najmniej odd(G — S).
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5. (10p.) Niech G = (V, E) bedzie spojnym, prostym grafem planarnym, samodualnym (czyli izomorficznym
ze swoim grafem dualnym, G ~ G*). Pokaz, ze jesli G ma co najmniej 3 wierzchotki, to ma co najmniej 2
wierzchotki stopnia nie wiekszego niz 3.

Rozwigzanie. Nie wprost zat6zmy, ze G ma co najmniej 3 wierzchotki i co najwyzej jeden z nich ma stopien
mniejszy lub rowny 3. Ustalmy rysunek ptaski grafu GG i niech F' oznacza zbiér scian. Wtedy:

2E| =) deg(v) >4(|V|—1)+1=4]V|-3.

veV

Graf G jest samodualny, wiec |V| = |F|. Zatem, korzystajac z formuly Eulera, otrzymujemy:
21E| =2(|V |+ |F| —2) =22|V|—-2) =4|V| — 4.

Ostatecznie: 4|V| —4 > 4|V| — 3, sprzecznosé.



