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1. (5p.) Przypomnijmy, ze dla grafu G, graf G powstaje z G przez dodanie krawedzi taczacych wszystkie
wierzchotki oddalone od siebie o 2.
Niech |V(GQ)| = 3. Wykaz, ze G jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy G? jest 2-sp6jny.

Rozwigzanie. (<) Wezmy dowolne wierzchotki u i v grafu G. Pokazemy, ze w G istnieje u-v-spacer. Z
dowolnosci wyboru u i v bedzie to oznaczalo, ze G jst spojny.

Graf G? jest spojny, wiec istnieje w nim $ciezka P = wog, w, . . ., wy, gdzie wyg = u i wy, = v. Dla kazdego
i € [k] wykonajmy nastepujaca czynno$é. Przypusémy, ze w;_jw; ¢ FE(G). Poniewaz w;_w; € E(G?), w G
istnieje wierzchotek z;, ktory jest wspolnym sasiadem w;_; i w;. Modyfikuje P wstawiajac z; pomiedzy w;_;
a w;.

Niech P’ bedzie ciggiem wierzcholtkow otrzymanym po zakoriczeniu powyzszej procedury. Zauwazmy, ze
P’ jest spacerem w G, rozpoczynajacym sie w u i koriczacym sie w v.

(=) Teraz zal6zmy, ze G jest spojny i przypusémy, ze G2 nie jest 2-spojny, czyli ma wierzcholek rozcinajacy
z (korzystamy tu z tego, ze |[V(G)| = |V(G?)| = 3).

Niech A i B bedg réznymi skladowymi grafu G2 — x. Wybierzmy wierzcholek a z A i b z B. Ze spojnosci
grafu G wiemy, ze istnieje w nim Sciezka P = wq, wy, ..., wk, gdzie a = wy 1 b = wy. Jedli $ciezka ta nie
zawiera wierzcholka x, jest tez sciezka w G? — x, sprzeczno$é z wyborem a, b.

Zatem niech w; = x. Poniewaz wierzchotki na P nie powtarzaja sie, w; to jedyne wystapienie wierzchotka
x na P. Co wiecej, poniewaz wy = a i wg = b, otrzymujemy, ze 1 < < k— 1.

Skoro wierzchotki w;_; i w;1; maja w G wspoélnego sasiada (wierzcholek ), sg sasiadami w G?. Zatem
Wo, W1,y -« oy Wi—1, Wig1, - - -, Wy jest a-b-Sciezka w G? — x, sprzecznosé. O
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2. (5p.) Niech G bedzie grafem pelnym o n wierzchotkach oraz niech E,, Ey C E(G) beda takie, ze:
(2.) grafy G[E1] i G[E] sa eulerowskie,

(3.) Veevie) deggpnm,) < "5

Pokaz, ze G[E1AFEs) jest eulerowski, gdzie A oznacza roznice symetryczna zbiorow, tj. AAB = AUB\(ANB).

Przypomnijmy, ze przez G[E;| oznaczamy graf indukowany przez zbior krawedzi Fj.

Rozwigzanie.
Oznaczmy G’ := G[E1AEs]. Pokazemy, ze G’ jest eulerowski, czyli z tw. Eulera musimy pokazaé, ze
stopnie wszystkich wierzchotkoéw grafu G’ sg parzyste oraz ze G’ jest spojny.

Rozwazmy dowolny v € V(G') i niech F} oraz Fy oznaczaja odpowiednio zbiory krawedzi z E; oraz
E, incydentnych z v. Poniewaz G[E;] i G|Es] sa eulerowskie, to |Fy| oraz |Fy| sa parzyste. W grafie G’
krawedzie incydentne z v to doktadnie te z F1AFy, czyli Fy U Fy \ (Fy N Fy). Zauwazmy, ze |Fy \ (F1 N Fy)|
oraz |Fy \ (Fy N F,)| maja te sama parzystosé, bo od zbiorow licznosci parzystej odejmujemy te sama czesé
wspolna, zatem |F1AFy| = |Fy \ (F1 N Fy)| + [Fy \ (FL N Fy)| jest parzyste. Czyli dege v jest parzyste dla
dowolnego wierzchotka v € V(G').

Pozostaje pokazac, ze G’ jest spdjny. Poniewaz G jest grafem pelnym o n wierzchotkach, to dla dowolnego
v € V(G) zachodzi deg;v = n — 1. Oznaczmy jak wczesniej krawedzie incydentne z v w zbiorach E; i Ej
odpowiednio przez Fy i F». Z (3.) wiemy, ze |Fy N Fy| < 251 az (1.) wiemy, ze |Fy U Fy| = n — 1, wiec
|[FIAF| > "1 oraz degg v > "5t Z zadania 1.12 z ¢wiczeni (wstawiajac k = 1), wiemy, ze jesli 6(G') > 251,
to G’ jest spojny.

Aby rozwigzanie byto kompletne, przedstawmy ten argument tutaj. Zal6zmy nie wprost, ze G’ nie jest
spojny i niech G" oznacza sktadowa G, ktora zawiera co najwyzej § wierzchotkow — taka sktadowa istnieje,
poniewaz |G’| < |G| = n. Rozwazmy wierzcholek u ze sktadowej G”. Wszyscy jego sasiedzi musza takze
naleze¢ do sktadowej G”, czyli moze by¢ ich co najwyzej |G”|—~1 < §—1. Z drugiej strony degqr u > "T_l > 5—1
— sprzeczno$¢! Zatem G’ spojny i na mocy tw. Eulera G’ jest eulerowski. O
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3. (5p.) Niech a,b > 1. Rozwazmy graf GG, ktorego wierzchotkami sa kwadraty jednostkowe (o boku dtugosci
1) wyznaczone przez proste x = i dla ¢ € {0,1,...,a} oraz proste y = j dla j € {0,1,...,b}, a krawedzie
tacza te wierzchotki grafu GG, ktére majg wspolny bok. Zbadaj dla jakich a i b graf G jest hamiltonowski.

Rozwigzanie. Do rozwazanych kwadratow bedziemy odnosi¢ poprzez wspolrzedne (z,y) ich prawego gornego
rogu.

Zauwazmy, ze w grafie G jest a - b wierzchotkow. Ponadto jest to graf dwudzielny. Aby uzasadnié¢ te
druga obserwacje zdefiniujemy X := {(z,y) € V(G) : x + y jest parzyste}, a Y := V(G) — X. Zauwazmy,
ze jesli dwa kwadraty maja wspolny bok, to znaczy, ze jedng wspolrzedna prawego goérnego rogu maja taka
sama, a ich drugie wspolrzedne réznia sic o 1. Oznacza to, ze sumy wspotrzednych prawych gérnych rogow
sasiadujacych w G kwadratow roznia sie o 1, a zatem maja réznag parzystosé, co w konsekwencji dowodzi,
iz X 1Y sa klasami dwudzielnosci grafu G. (Te sama mysl mniej precyzyjnie mozna wyrazié tak, ze jak
pomalujemy kwadraty w szachownice, to kwadraty o wspolnych bokach maja rozne kolory - patrz rysunek.)

Te dwie obserwacje dowodza, ze jak zaréwno a, jak i b sa liczbami nieparzystymi, to G nie ma cyklu
Hamiltona, gdyz jak wiadomo z ¢wiczen, graf dwudzielny moze mie¢ cykl Hamiltona tylko wtedy, gdy ma
rownoliczne klasy dwudzielnosci, co w przypadku nieparzystej liczby wierzchotkéw w G jest niemozliwe.

Przypusémy teraz, ze co najmniej jedna z liczb a i b jest parzysta. Bez straty ogélnosci zatézmy, ze a = 2k.
Wtedy (lepiej najpierw spojrze¢ na rysunek)

(1,1)(1,2) ... (1,B)(2,0) (2,0 — 1) ... (2,2)(3,2)(3,3) . .. (3, ) (4, b) (4,0 — 1) ... (4,2) ...
(2§ —1,2)(25 — 1,3) ... (2 — 1,b)(25,0)(25,b— 1) ... (2],2) ...
(2k — 1,2)(2k — 1,3) ... (2k — 1,0)(2k, b)(2k, b — 1) ... (2K, 2)(2k, 1)(2k — 1,1) ... (2,1)(1, 1)

jest cyklem Hamiltona w G. OJ
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4. (5p.) Przypomnijmy, ze graf G jest klasy 1 jesli x'(G) = A(G). Ponadto blokiem nazywamy maksymalny
podgraf bispdjny.
Pokaz, ze jesli kazdy blok grafu G jest klasy 1, to G tez jest klasy 1.

Rozwigzanie. Indukcja po liczbie blokéw w G. Jesli graf G ma tylko jeden blok (czyli caly jest swoim blokiem),
teza wynika bezposrednio z zatozenia.

Przypusémy zatem, ze G ma co najmniej dwa bloki i twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich grafow,
ktére maja mniej blokéw niz G.

Niech v bedzie wierzchotkiem rozcinajacym w grafie G taki istnieje, bo G ma co najmniej dwa bloki.
Niech C4, ..., C, beda sktadowymi grafu G —v. Dla i € [p], przez C; oznaczmy podgraf G indukowany przez
V(C;) U {o}.

Rozwazmy graf C; dla ¢ € [p]. Ma on mniej blokéow niz G, wigc z zalozenia indukeyjnego istnieje jego
kolorowanie f; na A(C;) < A(G) kolorow.

Bez straty ogolnosci (zamieniajac odpowiednie kolory miejscami, jesli trzeba), mozemy zatozy¢, ze zbiory
koloréw uzytych na krawedziach incydentnych z v w réznych blokach maja rézne kolory (lacznie kolorow jest
A(G), a degv < A(Q)).

Zdefiniujmy kolorowanie f krawedzi G. Rowazmy dowolng krawedZz e i zauwazmy, ze nalezy ona do
doktadnie jednego grafu C;. Definiujemy wtedy f(e) = fi(e).

Kolorowanie to uzywa co najwyzej A(G) koloréw. Uzasadnijmy zatem, ze jest poprawne. Rozwazmy dwie
krawedzie e, €’ o wspoélnym wierzchotku z. Jesli z # v, to obie krawedzie e, ¢’ sa zawarte w jednym grafie C;,
wiec dostaja rozne kolory (zgodnie z kolorowanie f;). Jesli v = z, to krawedzie e i ¢’ dostaja rozne kolory, bo
tak dobralismy kolorowania f; dla i € [p]. To koriczy dowod. O



