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1. (5p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem dwuspojnym o co najmniej trzech wierzchotkach i niech zy bedzie
krawedzia G. Pokaz, ze graf G' = (V, E'\ {xy}) jest dwuspojny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w nim cykl
zawierajacy x 1 y.

Przypominamy, ze na cyklu wierzchotki nie powtarzaja sie (oczywiscie poza tym, ze pierwszy jest rowny
ostatniemu).

Rozwigzanie. (Dowod —) Na podstawie wlasnosci udowodnionej na ¢wiczeniach wiemy, ze jesli G’ jest dwus-
pojny, to dla kazdej pary wierzchotkow istnieje cykl, ktory je zawiera — skoro dla kazdej, to tez dla x,y.

(Dow6d <) Przypusémy przeciwnie, tj. z i y naleza do pewnego cyklu C' w G’ ale G’ nie jest dwuspojny.
Poniewaz |V (G")| > 3, oznacza to, ze G’ istnieje wierzcholek rozcinajacy wv.

Zauwazmy, ze jesli x i y naleza do tej samej sktadowej grafu G’ — v, wowczas naleza do tej samej sktadowej
grafu G — v, czyli v jest wierzchotkiem rozcinajacym réwniez w G: sprzecznosé z dwuspojnoscia tego grafu.
Taka sama konkluzje osiagamy, gdy v € {x,y}. W takim razie z i y musza naleze¢ do roznych sktadowych
grafu G' —v. W grafie G’ — v istnieje jednak z-y-Sciezka (bo istnieje taka w C' — v), sprzecznoscé.

(Dow6d < nieco inaczej) Przypusémy przeciwnie, tj. x i y naleza do pewnego cyklu w G’, ale G’ nie jest
dwuspojny. Poniewaz |V (G')| > 3, oznacza to, ze w G’ istnieje wierzcholek rozcinajacy v.

Wezmy dowolne wierzcholki a, b z réznych sktadowych G’ —v. Niech P, bedzie najkrotsza Sciezka w G — v
o jednym konicu w a a drugim w {z,y}, taka $ciezka istnieje, bo G jst dwuspojny, wiec G — v jest spojny.
Zauwazmy, ze poniewaz P, jest najkrotsza, nie zawiera ona krawedzi zy. Podobnie, niech P, bedzie najkrotsza
Sciezka w G — v o jednym konicu w b i drugim w {z, y}.

Jesli koniec P, i P, w {x,y} jest w samym wierzchotku, taczac te Sciezki otrzymujemy a-b-spacer w G’ — v.
Rozwazmy zatem przypadek, ze P, i P, maja konce w réznych wierzchotkach z {z,y}. Zauwazmy, ze skoro w
G’ istnieje cykl zawierajacy = i y, to w G’ — v istnieje z-y-Sciezka P,,. Laczac $ciezki P,, P,,, P, otrzymujemy
a-b-spacer w G' — v. W obu przypadkach dostaliémy sprzeczno$é¢ w tym, ze a i b sa w réznych sktadowych
G —wv. O
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2. (5p.) Niech G bedzie grafem regularnym o nieparzystej liczbie wierzchotkéw. Pokaz, ze G lub G jest
eulerowski.

Przypomnijmy, ze przez G oznaczamy dopelnienie grafu G, czyli G = (V(G), (V(2G)) \ E(Q)).

Rozwigzanie. Skoro graf jest regularny, istnieje k takie, ze stopien kazdego wierzchotka G wynosi k. Poniewaz
G ma nieparzysta liczbe wierzcholkéw, k musi by¢ parzyste. Istotnie, w przeciwnym razie liczba 3, .y deg(v)

jest nieparzysta, co stanowi sprzecznosé z lematem o usciskach dloni. Zauwazmy, ze graf G jest k’-regularny
dla £ = |V(G)| — k — 1, wiec analogicznie otrzymujemy, ze k' jest parzyste (mozna tez zauwazy¢, ze jest
roznica dwoch liczb nieparzystych).

Zatem jesli co najmniej jeden z grafow G lub G jest spoéjny, z twierdzenia Eulera wynika, ze jest on
eulerowski, co wtasnie nalezy pokazac.

Przypusémy zatem, ze G nie jest spojny. Oznacza to, ze mozemy podzieli¢ V(G) na podzbiory A i B
(niekoniecznie spojne sktadowe), takie ze nie ma w G krawedzi o jednym koricu w A i drugim w B. Ustalmy
dowolne rézne u,v € V(G) = V(G), pokazemy, Ze istnieje miedzy nimi éciezka w G. Zauwazmy, ze u i v sg W
roznych zbiorach sposréd A, B, to uv ¢ E(G), wiec uv € E(G). W takim razie mozemy zatozy¢ bez utraty
ogolnosci, ze u,v € A. Niech b bedzie dowolnym wierzchotkiem z B. Wowczas ub, bv ¢ E(G), wiec u, b, v jest
u-v-ciezka w G.

7 dowolnosci wyboru a, b otrzymujemy, ze graf G jest spojny. 0
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3. (bp.) Niech T bedzie drzewem o co najmniej dwoch wierzchotkach. Pokaz, ze TOIK5 jest hamiltonowski
wtedy i tylko wtedy gdy T jest Sciezka.
Przypomnijmy, ze dla graféw G i H, ich iloczyn kartezjanski to graf GLJH zdefinowany nastepujaco:

V(GOH) =V(G) x V(H),
E(GOH) = {(v1,w1)(va, w2) | (v1ve € E(G) Awy = wa) V (v1 = va ANwywe € E(H)}.

Rozwigzanie. Oznaczmy V(K3) = {1,2}. Pokazemy najpierw, ze jesli T jest $ciezka, to graf TOK, jest
hamiltonowski. Istotnie, jesli oznaczymy przez pi, ps, ..., p, kolejne wierzchotki $ciezki T', z definicji operacji
O wynika, ze (p1,1), (p2, 1), ..., (Pns 1), (Pns2), (Pn-1,2), ..., (p1,2), (p1,1) jest cyklem Hamiltona w TO K.

Pozostato pokazac¢, ze jesli TUK, jest hamiltonowski, to T musi by¢ Sciezka. Zalézmy przeciwnie.
Jesli T nie jest $ciezka, istnieje wierzchotek ¢ € V(T) oraz k > 3 takie ze degp(t) = k. Zdefiniujmy
S={(t1),(t,2)} CV(TOK,). Z warunku koniecznego istnienia cyklu Hamiltona wiemy, ze 7" = TOK, — S
ma co najwyzej dwie sktadowe (*).

Pokazemy, ze kazdy sasiad wierzcholtka (t,1) w grafie 7" = TOK, — S jest w innej sktadowej tego grafu.
Istotnie, w przeciwnym wypadku istnieje (¢q, 1)-(to, 1) Sciezka P w T" dla pewnych t1,ty € Nprpg,(t). Niech P’
bedzie ciagiem wierzchotkow T' powstalym z P poprzez (i) zastapienie kazdego wierzchotka z P jego pierwsza
wspohrzedna, a nastepnie (ii) jesli w powstalym ciagu wierzchotek powtarza sie dwa razy z rzedu, usuniecie
jego drugiego wystapienia. Zauwazmy, ze t1 i ty sg, odpowiednio, pierwszym i ostatnim wierzchotkiem w P,
oraz ze t nie wystepuje w P’. Ponadto, z definicji TCIK, wynika, ze kazde dwa kolejne wierzchotki w P’ sg
polaczone krawedzia w 7. Oznacza to, ze P’ jest ti-ty-spacerem w T — t, wiec t; oraz ty naleza do jednej
sktadowej T'— t. W takim razie istnieje ¢;-to-Sciezka @) w T — ¢, sprzecznos$é, bo () wraz z t tworzy cykl w T

Skoro tak, kazdy sasiad wierzcholka (¢,1) w grafie 7" jest w innej sktadowej tego grafu. To oznacza, ze T"
ma co najmniej k > 3 sktadowe, sprzecznosé z (*). O
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4. (5p.) Niech n > 1. Przez G, oznaczamy graf, ktorego zbiorem wierzchotkéw jest zbior wszystkich ciggow
binarnych dtugosci n, a (i1,...,i,)(J1,-.,Jn) jest krawedzia w G, jesli istnieje dokladnie jeden indeks ¢
taki, ze iy # jo. Wyznacz x'(Gy).

Rozwigzanie. Wyznaczymy najpierw A(G,). Ustalmy (i1,...,i,) € {0,1}". Zauwazmy, ze dla kazdego
¢ € [n], istnieje dokladnie jeden sasiad wierzchotka (iy,...,4,), ktory rézni sie od (iy,...,7,) na pozycji £.
Zatem stopien wierzchotka (iy,...,4,) w G}, to n. Poniewaz wybraliémy dowolny wierzchotek grafu G, to jest
to graf n-regularny, wiec A(G,,) = n. Poniewaz dla kazdego grafu G zachodzi x'(G) > A(G), to X'(G,) = n.

Pokazemy teraz, ze x'(G,) < n. W tym celu zdefiniujemy poprawne kolorowanie krawedziowe grafu
G, na n kolorow. Dla ¢ € [n] kolorem ¢ kolorujemy takie krawedzie (iy,...,%,)(j1,...,jn), dla ktorych
iy # j¢ — przypomnijmy, ze dla kazdej krawedzi istnieje dokladnie jeden taki indeks ¢, wiec kazda krawedz
zostanie pokolorowana i to kolorowanie jest jednoznaczne. Ponadto, to kolorowanie jest poprawne: dla dowol-
nego wierzchotka (iy,...,1,) doktadnie jedna incydentna z nim krawedz jest pokolorowana kolorem ¢. Czyli
X' (G,) < n. Zatem x'(G,,) = n, co koriczy dowod. O



