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1. (5p.) Niech G bedzie grafem 2-spojnym i niech e, f beda dowolnymi (r6znymi) krawedziami G. Pokaz,
ze G zawiera cykl, ktory przechodzi przez e i f . Przypomnijmy, ze w cyklu nie powtarzaja sie wierzchotki
(poza tym, ze pierwszy jest rowny ostatniemu).

Rozwigzanie. Oznaczmy e = abi f = cd. Graf G’ otrzymujemy z G w nastepujacy sposob:

1. dodajemy wierzchotek x i krawedzie az, zb,

2. dodajemy wierzchotek y i krawedzie cy, yd,

3. usuwamy krawedzie ab i cd.
Pokazmy, ze G’ jest 2-spojny. Z pewno$cig nie jest pelny, wiec nalezy pokazaé, ze dla dowolnego wierzchotka
z graf G’ — z jest spojny. Zauwazmy, ze graf ten powstal z grafu G przez usuniecie jednego wierzchotka (jesli
z ¢ {x,y}) lub jednej krawedzi (jesli z € {z,y}) a nastepnie zastapienie pewnej liczby (odpowiednio, dwoch
lub jednej) krawedzi $ciezkami o dwoch krawedziach. Z dwuspojnosci G wynika, ze graf uzyskany z niego przez
usuniecie dowolnego wierzchotka lub dowolnej krawedzi jest spojny. Poniewaz operacja zastapienia krawedzi
Sciezka nie zmienia spdjnosci grafu, wnioskujemy, ze G' — z jest spojny.

Z zadania z ¢wiczen wiemy, ze istnieje w G’ cykl zawierajacy wierzchotki x i y. Zastepujac na tym cyklu
fragmenty a-z-b i c-y-d odpowiednio krawedziami ab i cd, otrzymujemy cykl w G, ktory zawiera krawedzie e

i f. 0
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2. (5p.) Niech G = (V, Eg) i H = (V, Ey) beda grafami eulerowskimi o tym samym zbiorze wierzchotkow,
V. Niech Z bedzie grafem o zbiorze wierzchotkéw V', ktorego zbior krawedzi E jest réznicg symetryczng
zbiorow Eg i Ey, czyli uv € E; wtedy i tylko wtedy, gdy uv nalezy do doktadnie jednego ze zbiorow Eg, Ey.
Pokaz, ze jesli Z jest spojny, to jest eulerowski.

Rozwigzanie. Poniewaz graf Z jest spojny, z twierdzenia Eulera wynika, ze jest on eulerowski wtedy i tylko
wtedy, gdy stopient kazdego wierzchotka w Z jest parzysty. Rozwazmy dowolny wierzchotek v.

Z twierdzenia Eulera wiemy, ze deg, v (czyli stopien v w grafie G) i degy v (czyli stopienn v w grafie H) sa
liczbami parzystymi. Niech x oznacza liczbe wierzchotkow, ktore sasiaduja z v w obu grafach jednoczesnie,
czyli |[Ng(v) N Ny (v)|. Zauwazmy, ze

deg, v = (deggv — z) + (degy v — ) = deggv+degyv— 22, .
—— N—— S~~~

liczba

liczba liczba
parzysta

parzysta parzysta

Suma/réznica liczb parzystych jest liczba parzysta. Z dowolnosci wyboru v, konczy to dowod. ([l
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3. (5p.) Niech n > 2 i niech G bedzie grafem o n wierzchotkach takim, ze dla kazdej pary niesasiadujacych
wierzchotkéw u, v zachodzi degu + degv > n — 1. Pokaz, ze G ma $ciezke Hamiltona.

Rozwigzanie. Rozwazmy graf G’ otrzymany z G poprzez dodanie wierzchotka z i potaczenie go ze wszystkimi
wierzchotkami G.

Wtedy n' := |V(G')| = n+ 1. Pokazemy, ze G’ spelnia zalozenia twierdzenia Orego. Niech u,v beda
dwoma wierzchotkami niesgsiadujacymi w G'. Oczywiscie u, v # z, bo z sasiaduje z wszystkimi wierzchotkami.
Z zalozenia wiemy, ze deg, u + deg, v > n — 1. Ponadto, deg.» u = degru+ 11 degq v = deg v+ 1. Zatem
degeru + degrv = degpu+degav+2>n—1+2=n+1=n'. Czyli G’ spelnia zalozenia twierdzenia
Orego.

Na mocy tego twierdzenia G’ jest hamiltonowski, czyli istnieje cykl w G’ ktory zawiera wszystkie wierz-
chotki G’. Po usunieciu z otrzymujemy $ciezke, ktora zawiera wszystkie wierzcholtki grafu G, czyli Sciezke
Hamiltona w G. U
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4. (5p.) Niech G bedzie lasem bez izolowanych wierzchotkéw, takim, ze [V (G)| jest liczba nieparzysta. Pokaz,

ze jesli G jest niespojny, to X' (G) = A(G) + 1.

Przypomnijmy, ze przez G oznaczamy dopetienie grafu G, czyli graf o zbiorze wierzchotkéw V(G) i zbiorze

krawedzi (VgG)) \ E(G).

Rozwigzanie. Oznaczmy |V (G)| = n. Skoro n jest nieparzyste, to skojarzenie w grafie G moze mieé¢ zawieraé
maksymalnie %3+ krawedzi. Ponadto, skoro G nie ma wierzchotkow izolowanych i jest lasem, to §(G) = 1

oraz A(G)=n—1—-0(G) =n—2.
Niech T bedzie dowolna spojna sktadowa G. Wowcezas T jest drzewem, zatem |E(T)| = |V(T)| — 1. Stad

@)= Y, WV(D)l-1=n-C(G)<n—2

T — sktadowa G

(przez C(G) oznaczamy liczbe sktadowych grafu G), co daje nam

|E(G)| = (Z) —|E(G)|>@—n+2:” —3n+4: (n—1)(n—2)
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Wobec tego, z dolnego ograniczenia na x’ (z ¢wiczen) mamy

:n—2+L>A(@),

"G >

WV

EQ) | g+
u(G

SN—
3

N
—_

co daje nam x/(G) > A(G) + 1. Z twierdzenia Vizinga wynika, ze \'(G) < A(G) + 1, co koniczy dowod. [



