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1. (5p.) Pokaz, ze kazdy graf 2-spojny o co najmniej czterech wierzchotkach ma cykl dtugosci co najmniej 4.

Rozwigzanie 1. Jesli G jest grafem pelnym, to stwierdzenie jest oczywiste, bo dowolne cztery wierzchotki
tworza szukany cykl. Wezmy zatem dwa niesasiadujace wierzchotki z i y. Z ¢wiczen (i z tw. Mengera) wiemy,
ze w (G istnieje cykl zawierajacy x i y. Skoro x nie sasiaduje z y, cykl ten musi mie¢ co najmniej cztery
wierzchotki. 0

Rozwigzanie 2. Jesli G jest grafem pelnym, to stwierdzenie jest oczywiste, bo dowolne cztery wierzchotki
tworzg szukany cykl. Zatem niech G nie bedzie grafem pelnym. Niech S bedzie najmniejszym zbiorem
rozcinajacym w (G. Skoro G jest 2-spojny, w S sa co najmniej dwa wierzchotki, nazwijmy je x i y. Skoro S
jest rozcinajacy, to w G — S sa co najmniej dwie sktadowe, nazwijmy je A i B.

Zauwazmy, ze kazdy z =,y ma sasiada w kazdym ze zbiorow V(A) i V(B). Gdyby tak nie bylo, np. x nie
mialtby sasiada w V' (A), to S\ {z} nadal bylby zbiorem rozcinajacym, co przeczy temu, ze S jest najmniejszy.
Niech a,, a, oznaczaja pewnych sasiadéw odpowiednio z iy w V' (A) i niech b,, b, oznaczaja pewnych sasiadow
odpowiednio z i y w V(B) (by¢ moze a, = a, lub b, = b,). Skoro A jest sktadowa, jest to graf sp6jny, zatem
istnieje w A Sciezka P, laczaca a, i a,. Analogicznie, w B istnieje Sciezka Pp taczaca b, i b,. Wtedy v PayPp
jest cyklem w G o co najmniej czterech wierzchotkach. 0

Rozwigzanie 3. Niech xy bedzie dowolng krawedzig w GG. Rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1: Kazdy wierzchotek z V(G) \ {z,y} sasiaduje zaré6wno z z i z y. Wezmy dowolne wierzchotki
a,b € V(G) \ {z,y}. Wtedy azby jest cyklem o czterech wierzcholkach.

Przypadek 2: Istnieje wierzchotek v, ktory nie sasiaduje z x lub z y. Z twierdzenia Mengera istnieje v-{z, y}-
wachlarz, czyli dwie Sciezki, jedna z v to x, a druga z v to y, ktorych jedynym wierzchotkiem wspélnym jest
v. Zauwazmy, ze $ciezki te razem z krawedzia zy tworza cykl. Skoro v nie sgsiaduje z co najmniej jednym
sposrod z, y, w cyklu tym sa co najmniej cztery wierzchotki. O
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2. (5p.) Oznaczmy przez C; cykl o t > 3 wierzchotkach. Dla G = (V, E) i k > 1 przez G* oznaczamy graf
o zbiorze wierzchotkow V' i krawedziach E(G*) = {uv : 0 < distg(u,v) < k}. Znajdz wszystkie pary liczb
t,k € N, dla ktorych graf C¥ jest eulerowski.

Rozwigzanie. Ustalmy t > 3 i niech vy, vy, v9, ..., v_1,v9 bedzie cyklem C;. Zauwazmy, ze dla kazdego k graf
CF jest spojny i regularny, wiec wystarczy zbadaé¢ parzystosé degctk(vo).

Rozwazmy najpierw przypadek 2k < ¢, czyli rtownowaznie k < t—k. Wowezas Nex (vo) = {vg, vg-1, ..., v1,
Vg1, ...,V } 1 zgodnie z zalozeniem jest to 2k roznych wierzchotkow. W szczegolnosci otrzymany graf jest
eulerowski.

Zatozmy teraz, ze 2k > t. W takim przypadku CF jest grafem pelnym o ¢ wierzchotkach. Poniewaz graf
ten jest (¢ — 1)-regularny, jest on eulerowski doktadnie wtedy, gdy ¢t — 1 jest parzyste.

W ten sposob otrzymujemy odpowiedz: warunki zadania spetniaja doktadnie te pary (t, k), dla ktoérych
t > 2k lub t jest nieparzyste. 0
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3. (5p.) Niech k > 1. Graf G nazwiemy k-hamiltonowskim, jesli istnieje k& krawedziowo roztacznych cykli

Hamiltona w G. Udowodnij, ze jesli dla kazdego v € V(G) zachodzi degv > ”*42’“_4, to (G jest k-hamiltonowski.

Rozwigzanie. Indukcja po k. Dla k = 1 teza wynika wprost z twierdzenia Diraca, bo graf hamiltonowski
jest 1-hamiltonowski. Niech teraz & > 1 i zalézmy, ze teza zachodzi dla k — 1. Wezmy graf G taki, ze

stopien kazdego wierzchotka w tym grafie wynosi co najmniej ”*42’“_4, zatem takze co najmniej 7. Wobec

tego, ponownie z twierdzenia Diraca, graf G posiada cykl Hamiltona C. Rozwazmy graf G — E(C'). Wtedy
n+4(k—1)—4
2

dla dowolnego wierzchotka v w G, degq_gcyv = deggv — 2 2 , wiec z zalozenia indukcyjnego,
G — E(C) jest (k — 1)-hamiltonowski. Zauwazenie, ze C jest krawedziowo rozlaczny z kazdym cyklem w

G — E(C), koniczy dowdd. O
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4. (5p.) Niech G bedzie grafem spéjnym o co najmniej dwoch wierzchotkach, ktory spetnia x/'(G) = A(G).
Pokaz, ze nastepujace warunki sg réwnowazne:

(a) G jest gwiazda,
(b) dla kazdej krawedzi e € E(G) mamy x'(G —e) < X'(G).

Rozwigzanie. (a) — (b) Niech G bedzie gwiazda o n lisciach, oczywiscie x'(G) = n. Po usunieciu dowolne;
krawedzi otrzymujemy gwiazde o n — 1 liSciach i wierzchotek izolowany. Indeks chromatyczny takiego grafu
wynosi n — 1.

(b) — (a) Jesli G ma dwa wierzcholki i jest spojny, to jest izomorficzny z Ky, czyli jest gwiazda. Zalozmy
wiec, ze G ma co najmniej trzy wierzchotki, wiec tez co najmniej dwie krawedzie.

Skoro dla dowolnej krawedzi e mamy x'(G —e) < X'(G) = A(G), zauwazamy, ze A(G —e) < A(G).
Oznacza to, ze krawedz e jest incydentna z kazdym wierzchotkiem stopnia A(G). Z dowolnosci wyboru e
dostajemy, ze kazda krawedz jest incydentna z kazdym wierzchotkiem stopnia A(G). Skoro sa co najmniej
dwie krawedzie, dostajemy, ze istnieje dokladnie jeden wierzchotek stopnia A(G) i kazda krawedz jest z nim
incydentna. Jedyne grafy, ktore spetniaja te warunki, to gwiazdy. O



