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1. (5p.) Niech k£ > 1. Mowimy, ze graf G’ jest k-rozszerzeniem grafu G, jesli powstal z G przez dodanie
nowego wierzchotka o co najmniej £ sasiadach.
Pokaz, ze jesli G jest k-spojny, to kazde jego k-rozszerzenie jest k-spojne.

Rozwigzanie. Niech G’ bedzie k-rozszerzeniem G i niech V(G') — V(G) = {v}.

Najpierw osobno rozwazmy przypadek, ze G’ jest grafem pelnym. Oznacza to, ze G takze jest grafem
pelnym, a skoro jest k-spojny, to |V(G)| > k. Zatem G’ jest grafem pelnym o wiecej niz k wierzchotkach,
wiec jest k-spojny.

Zalozmy zatem, ze G’ nie jest grafem pelnym i przypusémy, ze nie jest k-spojny, czyli ma zbior rozcinajacy
S rozmiaru co najwyzej k — 1. Jesli v € S, to S — {v} jest zbiorem rozcinajacym w G licznosci co najwyzej
k — 2, sprzeczno$é z k-spojnoscia G. Rozwazmy zatem przypadek, ze v ¢ S. Niech A bedzie sktadowa G' — S
zawierajaca v i niech B bedzie inng sktadowsa grafdu G’ — S (taka istnieje, bo G’ — S jest niespojny). Poniewaz
dege v > k, wierzcholek v ma sasiada, ktory nie nalezy do S. Zatem |V (A)| > 2. Podsumowujac A —v i B
sa sktadowymi grafu G — S, zatem S jest zbiorem rozcinajacym w G licznosci co najwyzej k — 1. Znowu jest
to sprzeczno$é z k-spéjnoscia G. 0]
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2. (5p.) Niech G bedzie grafem, w ktorym wszystkie wierzchotki maja stopnie parzyste i dodatnie. Wyznacz
najmniejsza liczbe krawedzi, ktore nalezy dodac¢ do G, aby uzyskaé graf eulerowski (chodzi nam o graf prosty,
bez petli i wielokrotnych krawedzi).

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze zadna sktadowa grafu G nie jest pojedynczym wierzchotkiem. Zatem zadanie
polega na dodaniu jak najmniejszej liczby krawedzi, ktore sprawia, ze otrzymany graf bedzie spojny, a przy
tym zachowana zostanie parzysto$c stopni. W szczegolnosci, kazdy wierzchotek musi by¢ incydentny z parzysta
liczba nowych krawedzi. Zatem w szczegdlnosci dodane krawedzie beda indukowaty graf o minimalnym stopniu
co najmniej 2.

Szukana liczba krawedzi zalezy od liczby sktadowych grafu G, oznaczmy ja przez k.

Jesli k = 1, to nie trzeba dodawaé¢ zadnych krawedzi, bo graf jest juz eulerowski.

Jesli k > 3, nalezy doda¢ k krawedzi. Wybierzmy wierzchotki vy, vo, . .., vx, po jednym w kazdej sktadowej,
i dodajmy krawedzie v1vs, vovs, . . ., Up_1Vg, Vv1. Oczywiscie otrzymany graf jest eulerowski. Z drugiej strony
nie da sie doda¢ mniej krawedzi: w kazdej z k sktadowych musi by¢ wierzcholek incydentny z nowa krawedzia, a
minimalna liczba krawedzi w grafie o co najmniej k wierzchotkach i minimalnym stopniu co najmniej 2 wynosi

k.

Na koncu rozwazmy przypadek, ze k£ = 2, niech A i B beda sktadowymi grafu G. Osobno rozwazmy dwa
podprzypadki: albo ktoérys z graféw A, B nie jest pelny, albo oba sa pelne.

Przypu$émy, ze A nie jest grafem pelnym. Wtedy nalezy dodaé trzy krawedzie. Wybierzmy dwa niesasiadu-
jace wierzchotki ay, as z A oraz wierzchotek b z B i dodajmy krawedzie ajas, a1b i asb. Dlaczego nie mozna
dodaé¢ mniej krawedzi? Minimalna liczba krawedzi w grafie o najmniejszym stopniu co najmniej dwa wynosi

3.

Jesli oba grafy A i B sg pelne, nalezy dodaé cztery krawedzie. Wybierzmy dwa wierzchotki aq, as z A 1 dwa
wierzcholtki by, by z B, i dodajmy krawedzie a;b; dla i,j € {1,2}. Oczywiscie otrzymany graf jest eulerowski.
Dlaczego nie da sie dodaé¢ mniej krawedzi? Zauwazmy, ze skoro finalny graf ma by¢ prosty, mozemy dodawac
tylko krawedzie pomiedzy A i B, wiec dodane krawedzie beda indukowaly graf dwudzielny. Z drugiej strony,
najmniejszy graf dwudzielny o minimalnym stopniu 2 ma cztery krawedzie (jest to cykl Cy). U
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3. (5p.) Przez K, . oznaczmy graf, ktorego zbiér wierzchotkéw jest podzielony na trzy podzbiory A, B,C o
liczno$ciach odpowiednio a, b i ¢, a dwa wierzchotki sg potaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy naleza
do réznych podzbiorow.

Niech n > 1. Zbadaj, czy grafy K, 2530 1 Ky 20,3041 S8 hamiltonowskie.

Rozwigzanie. Najpierw pokazemy, ze graf K, o, 3, jest hamiltonowski. Wprowadzmy oznaczenia
A ={a,aq,...,a,}

B ={by,bs,..., b}
C :{Cl, Co, ... ,an}.

Zauwazmy, ze ciagg wierzchotkow
Cl7 aly 027 CLQ, sy CTL; an; Cn+17 b17 CTL+2J b27 ceey CSn; b2n7 C1

wyznacza cykl Hamiltona w K, 25, 35,

Teraz pokazemy, ze graf K, o, 3,41 nie jest hamiltonowski. Zauwazmy, ze |AU B| = 3n, a graf K, on 3n4+1 —
(AU B) ma 3n + 1 sktadowych (pojedyncze wierzchotki). Zatem ten graf nie spelnia warunku koniecznego
na istnienie cyklu Hamiltona. H
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4. (5p.) Przypomnijmy, ze dla grafu G, graf G* ma zbior wierzchotkéw V(G), a dwa wierzchotki s potaczone
krawedzia, jesli G sa w odlegtosci co najwyzej 2.
Pokaz, ze X'(G?) < X'(G)? + 1.

Rozwigzanie. Oznaczmy A := A(G).

Rozwazmy dowolny wierzchotek v grafu G. Przez N(v) oznaczmy zbior sasiadow v w G, za$ przez N2(v)
zbior wierzchotkow oddalonych od v o 2 (takze w grafie G).

Zauwazmy, ze dege2 v = |N(v) U Na(v)|. Oczywiscie mamy |N(v)] < A. Ponadto kazdy wierzchotek z
N?(v) ma w grafie G sasiada w N (v), a kazdy wierzchotek z N (v) ma w grafie G co najwyzej A —1 sasiadow w
N?2(v) (jego stopien wynosi co najwyzej A, ale na pewno sasiaduje tez z v). Zatem |N?(v)| < |N(v)[(A—1) <
A(A = 1), a wige degev < A+ A(A — 1) = A2 Z dowolnosci wyboru wierzchotka v otrzymujemy, ze
A(G?) < A%

Zatem, korzystajac z twierdzenia Vizinga dostajemy

Y(GH KAGH+1 <A +1 <Y (G)? +1.

To koniczy dowdd. ([l



