MD2, Informatyka. K2. 24.01.2022. Imie i nazwisko ........ciiiiiiiii ittt

1. (5p.) Niech G = (V, E) bedzie grafem. Pokaz, ze nastepujace warunki sg rownowazne.
(1.) Dla kazdych u,v € V takich, ze uv ¢ E, zachodzi x(G') > x(G), gdzie G' := (V, E' U {uv}).
(2.) Dla kazdych u,v € V' zachodzi dokltadnie jedno: uv € E albo N(u) = N(v).

Przypomnijmy, ze przez N(v) oznaczamy zbior sasiadow wierzchotka v.

Rozwigzanie. Zalézmy najpierw, ze zachodzi (1.) i ustalmy poprawne kolorowanie ¢ : V' — [x(G)] grafu G
na x(G) kolorow. Rozwazmy wierzchotek v € V' i niech U(v) bedzie zbiorem wierzchotkow u, dla ktoérych
zachodzi c(u) # ¢(v). Zauwazmy, ze N(v) C U(v).

Rozwazmy u € U(v). Jesli wv ¢ E, to wtedy ¢ jest takze poprawnym kolorowaniem grafu G’ = (V, E U
{uv}) na x(G) koloréw — sprzecznosé¢ z (1.). Zatem kazdy wierzchotek u € U(v) sasiaduje z v, czyli N(v) =
U(v).

Stad wszystkie wierzchotki v' ¢ N(v) spetniaja c(v') = ¢(v), czyli tez U(v) = U(v'). Wynika z tego, ze

czyli (2.) zachodzi.

Zatozmy teraz, ze (2.) zachodzi. Przypusémy, ze (1.) nie zachodzi, czyli, ze istnieja takie u,v € V| ze
uv ¢ F oraz dla grafu G’ := (V, E'U {uv}) mamy x(G') = x(G). Ustalmy poprawne kolorowanie ¢ grafu G’
na x(G) koloréw. Zbiér V mozemy podzieli¢ na dwa roztaczne zbiory N(u) i N'(u) := {w : ww ¢ E}. W
szczegolnosci u, v € N'(u).

Z (2.) mozemy takze zaobserwowaé, ze dla kazdego w € N'(u) zachodzi N(w) = N(u). Zauwazmy tez,
ze N'(u) jest zbiorem niezaleznym: jesli w,w’ € N'(u) sasiaduja, wiec w € N(w'), to skoro N(w) = N(u) =
N(w'), mamy w € N(w), sprzecznosc.

Poniewaz ¢ jest poprawnym kolorowaniem G’; to c¢(u) # c(v). Zatem licznosé zbioru ¢[N(u)] = ¢[N(v)]
nie moze przekraczaé¢ x(G) — 2, poniewaz wierzchotki z N(u) sasiaduja jednoczesnie z u i v, ktére maja juz
dwa rozne kolory. Oczywiscie c(u) ¢ ¢[N(u)]. Ale wtedy mozemy zdefiniowa¢ kolorowanie ¢ grafu G w taki
sposob, ze dla w € N(u) mamy (w) := ¢(w), a dla wierzchotkow w € N'(u), mamy (w) := ¢(u). Jest to
poprawne kolorowanie grafu G na co najwyzej x(G) — 2+ 1 = x(G) — 1 koloréw — sprzecznosé. O
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2. (5p.) Zbadaj, dla jakich n > 3, graf C,, jest planarny.

Rozwigzanie. Najpierw pokazemy, ze dla n > 8, graf C, nie jest planarny. Istotnie, zauwazmy, ze

B(C,)| = (g) L nzgsn_

Jesli C,, jest planarny, wowczas |E(C,,)| < 3n — 6. Zatem
n? — 3n
<3
2
n’ —9n+12<0

n — 06,

Powyzsza nierownosé jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy n > 2 oraz n < 7, sprzeczno$é.
Na mocy twierdzenia Kuratowskiego, graf C7 réwniez nie jest planarny, poniewaz mozemy w nim znalezé¢
podpodzial Kj 3:
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W pozostatych przypadkach, gdy 3 < n < 6, graf C,, jest planarny (liczby oznaczaja kolejne wierzchotki
cyklu Cy,):
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3. (5p.) Niech n > 11 niech X bedzie dowolnym zbiorem licznosci n. Zdefiniujmy graf
G:= 2% {AB: AnB=10}),

czyli graf, ktérego wierzchotkami sa wszystkie podzbiory zbioru X, a wierzchotki A i B sasiaduja ze soba
wtedy, gdy sa roztacznymi podzbiorami zbioru X.
Zbadaj, czy graf G jest dwudzielny oraz pokaz, ze ma skojarzenie doskonate.

Rozwigzanie. Niech x # y beda elementami zbioru X. Mozemy takie elementy wybra¢, bo n > 1. Wtedy
{0, {x},{y}} indukuje trojkat w G, a zatem graf G nie jest dwudzielny.

Niech W := {A € V(G) : |A] < |5]}. Rozwazmy zbior par
M ={{A,X-A}: AcW}.

Po pierwsze zauwazmy, ze ze wzgledu na to, ze zbiodr jest zawsze rozlaczny ze swoim dopelnieniem, kazdy
element zbioru M jest krawedzig w grafie G. Co wiecej, M jest skojarzeniem w (. Dla n nieparzystego

wynika to natychmiast z faktow, ze dopetnienia réznych zbioréw sg rézne oraz ze dopetnienie zadnego zbioru

z W nie nalezy do W. Dla n parzystego i zbioru A licznosci | 5] = 5 (a wigc nalezacego do W) zachodzi

X — A € W, ale ze wzgledu na to, ze X — (X — A) = A réwniez w tym przypadku zbior M jest skojarzeniem.
Skojarzenie M jest skojarzeniem doskonatym, gdyz dla B ¢ W zachodzi X — B € W. O
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4. (5p.) Niech N = (G, ¢, s,t) bedzie siecia, w ktorej dla kazdego tuku a € A(G) wartosé c(a) jest parzysta.
a) Pokaz, ze wartos$¢ najwiekszego przeplywu jest parzysta.
b) Pokaz, ze w N istnieje najwiekszy przeptyw f, w ktorym dla kazdego a € A(G) wartos¢ f(a) jest parzysta.

Rozwigzanie.

a) Z twierdzenia Forda-Fulkersona wiemy, ze wartos¢ najwiekszego przeptywu f* jest rowna przepustowosci
najmniejszego przekroju K*. Otrzymujemy zatem, ze val f* = capK = > _, c(a). Jako suma liczb parzystych,
warto$¢ val f* jest parzysta.

Uwaga: Tak naprawde a) tatwo wynika z b), bo warto$¢ przeptywu, o ktérym mowa w b) jest parzysta.

b) Zdefiniujmy ¢ : A(G) — [0,00) jako ¢/(a) = c(a)/2 dla kazdego a € A(G). Z zalozenia o ¢ wiemy, ze ¢
przyjmuje wartosci nieujemne i catkowite. Oznaczmy N’ = (G, s,t).

Niech f’ bedzie najwiekszym przeptywem w sieci N'. Zdefiniujmy f : A(G) — [0,00) jako f(a) = 2f'(a)
dla kazdego a € A(G). Zauwazmy, ze f jest przeplywem:

1. dla kazdego a € A(G) mamy f(a) = 2f'(a) > 0, poniewaz f'(a) > 0,
2. dla kazdego a € A(G) mamy f(a) = 2f'(a) < 2d(a) = c(a), poniewaz f'(a) < (a),

3. dla kazdego v ¢ {s,t} mamy

Yo flwy= Y 2f vy =2 Y f'(vu) =2(f)"(v)

vu€A(G) vu€A(G) vu€A(G)
=2(f)"(v) =2 Z I (uv) Z 21" (uv) Z fluv) = f~(v),
uweA(G) weA(G) weA(G)

poniewaz [’ spelnia warunek Kirchhoffa.

Co wiecej, f przyjmuje tylko wartosci parzyste. Pozostato pokazaé, ze f jest najwiekszym przeplywem.

Poniewaz sieci N i N’ majg te same wierzcholki, krawedzie, zrodto i ujscie, kazdy przekroj] w N’ jest
tez przekrojem w N i odwrotnie. Aby uniknaé¢ watpliwosci, przez cap’ K bedziemy oznaczaé¢ przepustowosé
przekroju K wzgledem funkcji przepustowosci ¢, a przez capK przepustowosé wzgledem funkcji c.

Zauwazmy, ze valf =32 4 [(sv) = D2 caq) 2/ (5v) =23 caiq ['(sv) = 2val f’. Rozwazmy najm-
niejszy przekroj K w N, z twierdzenia Forda-Fulkersona wiemy, ze cap’ K = valf’. Z drugiej strony,

capK = Zc(a) = Z 2 (a) =2 Z d(a) = 2cap’ K = 2valf’ = valf.
acK acK aceK

7. wlasnosci z wykladu wiemy, ze jesli warto$¢ pewnego przeplywu jest réwna przepustowosci pewnego
przekroju, to przeptyw ten jest najwickszy. Zatem przeptyw f spelia zalozenia zadania. U



