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1. (5p.) Dla liczb naturalnych n > k > 1, przez G(n,k) oznaczamy graf, ktérego wierzchotkami sa k-
elementowe podzbiory zbioru [n] = {1,...,n}, a para zbioréw roznych X,Y jest poltaczona krawedzia wtedy
i tylko wtedy, gdy max X = maxY. Wyznacz x(G(n, k)) i zdefiniuj optymalne kolorowanie wierzchotkowe.
Rozwigzanie. Pokazemy, ze x(G(n,k)) = (7).

Najpierw zauwazmy, ze wszystkie zbiory zawierajace element n tworza klike w grafie — ich najwiekszym
elementem jest n. Zbiorow takich jest (Z’j), zatem x(G(n, k)) > (”*1).

k-1
Dla X € V(G(n,k)), przez X' oznaczmy zbior X \ {max X }. Zauwazmy, ze dla kazdego X, zbior X' jest
(k — 1)-elementowym podzbiorem zbioru [n — 1] = {1,...,n — 1}, bo jesli n € X, to n = max X. Teraz

zdefiniujmy kolorowanie f wierzchotkow grafu na (Zj) kolorow. Kolory bedziemy utozsamiaé z (k — 1)-

elementowymi podzbiorami zbioru [n — 1]. Dla kazdego X € V(G(n,k)) definiujemy f(X) = X'.
Przypusémy, ze f nie jest poprawnym kolorowaniem, czyli istnieja dwa rézne zbiory X, Y, takie, ze (i)

XY € E(G(n,k)) i (i) f(X) = f(Y). Z (i) wynika, ze max X = maxY. Z (ii) wynika, ze X' = Y’, czyli

X\ {max X} = Y\ {maxY}. Podsumowujac, otrzymujemy X =Y, sprzecznos¢. Zatem x(G(n, k)) < (I~}).

Laczac oba ograniczenia, otrzymujemy y(G(n, k)) = (Zj) O
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2. (5p.) Niech M i M’ beda maksymalnymi skojarzeniami w grafie G. Pokaz, ze |M| < 2|M'|.
Przypomnijmy, ze skojarzenie M jest maksymalne, jesli dla dowolnej krawedzi e ¢ M, zbior M U {e} nie jest
skojarzeniem.

Rozwigzanie. Oznaczmy |M| = a i |M’| = b. Przypusémy, ze a > 2b. Niech X oznacza zbiér wierzchotkow
incydentnych z krawedziami z M’, oczywiscie | X| = 2b. Poniewaz krawedzie w M sa parami roztaczne, istnieje
w M krawedz e, ktora nie zawiera zadnego wierzchotka z X. Wtedy M’ U {e} jest skojarzeniem, sprzecznosé
z maksymalnosciag M’. O
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3. (5p.) Niech k£ > 3. Dla sieci N = (G, ¢, s,t) i zbioru tukow C' C A(G) o niezerowych przepustowosciach,
ktory indukuje skierowany cykl dtugosci k, przez N’ oznaczamy sie¢ powstala z N przez zmniejszenie o 1
przepustowosci na kazdym tuku z C'. Oznaczmy odpowiednio przez f i f' najwieksze przeptywy w N i N'.
Pokaz, ze val f — val f' < | £].

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze sieci N i N’ maja doktadnie ten sam zbior przekrojow (x). Rozwazmy dowolny
przekroj (S, S) w N'. Niech U bedzie zbiorem wierzchotkéw incydentnych z C, oznaczmy tez Uy = UNS, Uy =
UNS. Zauwazmy, ze zachodzi |U;| < |£] lub |Us| < [£].

Poniewaz do kazdego wierzchotka z U wchodzi dokltadnie jedna krawedz z C' i wychodzi dokladnie jedna
krawedz z C, przekroj (S, S) zawiera co najwyzej ng tukéw z C. Zatem przepustowosé (S, S) w N moze byé
wieksza co najwyzej o LgJ od przepustowosci (S,S) w N'. Z dowolnosci (S, S) i whasnosci (x) otrzymujemy, ze
przepustowos$é najmniejszego przekroju w N’ jest mniejsza co najwyzej o L%J od przepustowosci najmniejszego
przekroju w N. Zatem Kkorzystajac twierdzenia Forda-Fulkersona wartos¢ najwiekszego przeptywu w N’ jest
mniejsza co najwyzej o LgJ od wartosci najwiekszego przeptywu w N, co konczy dowdod. ([l
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4. (5p.) Niech T bedzie drzewem. Pokaz, ze jego graf krawedziowy L(T') jest planarny wtedy i tylko wtedy,
gdy A(T) < 4.

Przypomnijmy, ze przez L(T') oznaczamy graf o zbiorze wierzchotkow E(T') taki ze e, f € E(T) tworza krawedz
w L(T) jesli maja wspolny koniec w 7.

Rozwigzanie. Dla wierzchotka v € V(7T') niech ), oznacza zbiér krawedzi incydentnych z v. Z definicji grafu
L(T) wiemy, ze dla kazdego v € V(T') zbiér @, tworzy klike w L(T') oraz ze |Q,| = degy v.

(=) Zalozmy, ze L(T) jest planarny. W szczegolnosci, z twierdzenia Kuratowskiego wynika, ze L(T') nie
zawiera K. Skoro tak, to dla kazdego v € V(T') mamy deg,v = |Q,| < 4.

(<) Zatozmy, ze A(T) < 4. Przypusémy, ze L(T) nie jest planarny, czyli, z twierdzenia Kuratowskiego,
zawiera jako podgraf podpodzial grafu K lub Kj3. Ustalmy taki podgraf w L(7T) i oznaczmy go przez H, a
przez W C V(H) oznaczmy zbior wierzchotkow, ktore sa stopnia co najmniej 3 w H. Oczywiscie [W| > 5.
Zauwazmy, ze grafy K5 i K33 sa dwuspojne, czyli dla kazdej pary wierzchotkéw istnieje cykl, ktory je zawiera.
Wynika z tego, ze dla kazdych dwoch wierzchotkow x,y € W istnieje w H cykl C, ,, ktory zawiera = i y:
otrzymujemy go zast¢pujac kazdg krawedZ w analogicznym cyklu w K5 lub K33 przez odpowiadajaca mu
Sciezke w grafie H.

Pokazemy, ze kazde dwa wierzchotki z,y € W C E(T') maja wspolny koniec w T'. Zaldézmy przeciwnie,
czyli zy ¢ E(L(T)). Skoro T jest drzewem, istnieje w 7" doktadnie jedna Sciezka P, ktorej pierwsza krawedzia
jest x, a ostatnig y. Poniewaz x i y nie maja wspolnego korica, to P zawiera co najmniej jedna inng krawedz,
nazwijmy ja e. Skoro T jest drzewem, e jest mostem w T" oraz z i y naleza do réznych sktadowych T — e (x).

Zauwazmy, ze e jest rowniez wierzchotkiem rozcinajacym w L(T), takim ze = i y naleza do réznych
sktadowych L(T) — e; nazwijmy te sktadowe S, 1 S,. Istotnie, w przeciwnym wypadku istnieje w L(T) — e
sciezka od x do y, ktora odpowiada x-y-spacerowi w T' — e, co przeczy (x). Przypomnijmy sobie jednak, ze
w L(T) istnieje cykl C,, zawierajacy « i y, czyli nawet po usunieciu e bedzie istniata Sciezka laczaca z i y.
Sprzecznosé z faktem, ze x i y sa w réznych sktadowych L(T) — e.

Podsumowujac, skoro kazde dwa wierzchotki x,y € W musza mie¢ wspolny koniec w 7', zbiér W indukuje
w L(T) klike o co najmniej pieciu wierzchotkach. Zauwazmy, ze jedyna sytuacja, kiedy co najmniej pie¢
krawedzi drzewa T sie parami przecina, jest taka, gdy wszystkie one maja wspolny koniec, zatem W jest
zawarte w ), dla pewnego v. Ale wowczas deg,v > 5, co daje sprzecznosé z zalozeniem. 0



