MD2, Informatyka. K2. 14.01.2025. Imie i nazwisko ........ciiiiiiii ittt it

1. (bp.) Ustalmy n, k > 1. Wierzcholkami grafu G(n, k) sa wszystkie ciagi o elementach ze zbioru {1,...,k}
i dtugosci co najwyzej n (wliczajac ciag pusty dtugosci 0). Dwa rozne ciagi potaczone sa krawedzia, jesli jeden
ciag jest prefiksem drugiego. Wyznacz x(G(n, k)).

Rozwigzanie. Pokazemy, ze x(G(n,k)) = n + 1. Niech a bedzie dowolnym ciagiem dtugosci n i niech A
bedzie zbiorem wszystkich prefiksow a, tacznie z samym a. Oczywiscie |[A| = n + 1 i zbiér ten indukuje
klike w G(n, k). Zatem x(G(n,k)) > n+ 1. 7Z drugiej strony rozwazmy funkcje, ktora kazdemu ciagowi
przypisuje jego dtugosé. Zauwazmy, ze jest to poprawne kolorowanie wierzchotkowe, bo zaden cigg nie jest
prefiksem innego ciagu tej samej dtugosci. Kolorowanie to uzywa doktadnie n + 1 koloréw (od 0 do n), zatem
X(G(n,k)) < n+1, co konczy dowod. O
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2. (5p.) Niech I bedzie najwiekszym zbiorem niezaleznym w grafie G, a J bedzie zbiorem niezaleznym w
grafie G — I. Pokaz, ze w grafie G[I U J] istnieje skojarzenie pokrywajace J.

Rozwigzanie 1. Zauwazmy, ze graf H = H[IUJ] jest dwudzielny. Przypusémy, Ze nie istnieje w nim skojarzenie
pokrywajace J. Z twierdzenia Halla oznacza to, ze istnieje zbior J' C J, taki ze |[Ng(J')| < |J'|. Rozwazmy
zbior I' = (I'\ Ny (J'))UJ'. Z poprzedniej nieréwnosci widzimy, ze |I'| > |I|. Zauwazmy, ze I’ jest niezalezny:
oczywiscie I\ Ny (J') jest zbiorem niezaleznym i J’ jest zbiorem niezaleznym, a nie ma krawedzi miedzy tymi
dwoma podzbiorami, bo w pierwszym nie ma zadnych sasiadow J'. Jest to sprzecznosé z wyborem I. U

Rozwigzanie 2. Zauwazmy, ze graf H = H[I U J] jest dwudzielny. Oczywiscie najwiekszy zbior niezalezny
w H ma rozmiar |I|, inaczej przeczy to wyborowi I. Przypomnijmy sobie, ze w kazdym grafie dopelnie-
niem najwiekszego zbioru niezaleznego jest najmniejsze pokrycie wierzchotkowe, zatem najmniejsze pokrycie
wierzchotkowe w H ma rozmiar |J|. 7 twierdzenia Koniga-Egervary’ego (z ¢wiczen) wiemy, ze w grafie
dwudzielnym rozmiar najmniejszego pokrycia wierzchotkowego i najwiekszego skojarzenia sa réwne. Zatem
takie skojarzenie musi pokrywac J. U
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3. (5p.) Niech G| = (V1, A1) i Gy = (Vi As) beda grafami skierowanymi. Graf skierowany G10G5 definiujemy
nastepujaco (podobnie jak dla grafow nieskierowanych):

V(G10G3) =Vi x Vs,
E(G10G2) ={((u,v1), (u,v2)) : u € Vi, (v1,v9) € Az} U{((u,v), (u2,v)) : (u1,us) € Ay, v € Va}).

Niech Ny = (G4, c1, 81,t1) i No = (Ga, ¢a, 9, t2) beda sieciami. Rozwazmy sie¢ N = (G10Go, ¢, (s1, $2), (t1,t2)),
gdzie

¢ (((u, v1)(u,v2))) = ca((v1,v2)) 1 e(((ur,v), (ug,v))) = c1((ur, uz)).

Niech K} = (S1,51) i Ky = (S5, 55) przekrojami odpowiednio w sieciach Ny i Ny. Pokaz, ze warto$é¢ najwiek-
szego przepltywu w N wynosi co najwyzej |Si|capKy + |Sa|cap K.

Rozwigzanie. Poniewaz dla kazdego przeptywu f i kazdego przekroju K zachodzi valf < capK, wystarczy
wskaza¢ w sieci N przekroj K, dla ktérego zachodzi capK = |S;|capKy + | Sy |cap K.

Rozwazmy przekroj K = (S,S), gdzie S = S; x Sy. Zauwazmy, ze jedynymi krawedziami z S do S sa
krawedzie postaci ((u,vy), (u,v2)), gdzie u € S; i (vi,v2) € Ky lub ((u1,v), (uz,v)), gdzie (u,up) € K i
v € Sy. Zatem

capK = Y cl(ww) @)+ Y el((ur,v), (uz,0))

uégl,(vl,vg)EKz (ul,uz)GKl,Uegg
=151 Y. olwnv)+18 Y al(u,u)
(v1,02)€K> (u1,u)EK

= |Si|capK; + | Sy|capK7,

co konczy dowdd. ([l
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4. (5p.) Niech G = (V, E) bedzie prostym grafem planarnym, samodualnym (czyli izomorficznym ze swoim
grafem dualnym). Pokaz, ze jesli G ma co najmniej 3 wierzcholtki, to ma co najmniej 2 wierzcholki stopnia
nie wiekszego niz 3.

Rozwigzanie. Nie wprost zalézmy, ze G ma co najmniej 3 wierzchotki i co najwyzej jeden z nich ma stopien
mniejszy lub rowny 3. Zauwazmy, ze graf dualny jest zawsze spdjny, wiec w szczegélnosci kazdy wierzchotek
GG ma stopiert co najmniej 1. Ustalmy rysunek ptaski grafu GG i niech F' oznacza zbiér scian. Wtedy:

20E| = deg(v) > 4(|V| - 1) + 1 =4|V| - 3.

veV

Graf G jest samodualny, wicc |V| = |F|. Zatem, korzystajac z formuly Eulera, otrzymujemy:
21E| =2(|V|+ |F| —2) = 2(2|V| — 2) =4|V| — 4.

Ostatecznie: 4|V| —4 > 4|V| — 3, sprzecznosc. O



